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Пусть даны 2s точек yi: −π ≤ y2s < . . . < y1 < π. Отправляясь от этих точек, определим точки yi для всех целых

i при помощи равенства yi = yi+2s + 2π. Будем писать f ∈ △(1)(Y ), если f(x) — 2π-периодическая непрерывная

функция и f(x) не убывает на [yi, yi−1], если i нечетное; f(x) не возрастает на [yi, yi−1], если i четное. Обозначим через

E
(1)
n (f ; Y ) величину наилучшего равномерного приближения функции f ∈ △(1)(Y ) тригонометрическими полиномами

из того же множества △(1)(Y ). В статье доказан следующий контрпример формосохраняющего приближения.

Пример. Для любых k ∈ N, k > 2, и n ∈ N существует функция f(x) := f(x; s, Y, n, k) такая, что f ∈ △(1)(Y ) и

E
(1)
n (f ; Y ) > BY n

k

2
−1

ωk

(

f ;
1

n

)

,

где BY =const, зависит только от Y и k; ωk — модуль непрерывности порядка k функции f .

Ключевые слова: тригонометрические полиномы, аппроксимация полиномами, формосохранение.

Получение оценки уклонения при равномерном приближении непрерывных функций алгебраиче-

скими многочленами и тригонометрическими полиномами является одной из основных задач в теории

приближения функций. Наиболее широкое применение в теоретических исследованиях и в приклад-

ных областях математики получили неравенства типа Джексона –Зигмунда –Стечкина [1–3], Ни-

кольского –Тимана –Дзядыка –Фройда –Теляковского –Брудного [4–9]. Особый интерес представ-

ляет случай, когда приближение является формосохраняющим (Shape-preserving Approximation), т. е.

когда аппарат приближения сохраняет некоторые свойства приближаемой функции (монотонность,

выпуклость и т. д.). В 1969 г. G. G. Lorentz и K. L. Zeller [10] построили пример, который показыва-

ет, что величина наилучшего монотонного приближения алгебраическими многочленами монотонной

функции по порядку, вообще говоря, «хуже» величины наилучшего приближения без ограничений.

В работах И. А. Шевчука [11] и А. С. Шведова [12, 13] построены примеры, показывающие, что

оценки типа Джексона –Стечкина величины приближения монотонной функции монотонными много-

членами через модуль непрерывности порядка 3 и выше вообще неверны, в отличие от приближения

без ограничений.

Однако результаты по комонотонному приближению периодических функций тригонометричес-

кими полиномами, за исключением результата, полученного G. G. Lorentz и K. L. Zeller 1968 г. и

касающегося так называемых «колоколообразных» функций, долгое время не были известны.
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В данной статье построен контрпример, указывающий, что величина наилучшего комонотонного

приближения периодических функций тригонометрическими полиномами по порядку, вообще говоря,

«хуже» величины наилучшего приближения без ограничений.

Пусть C — пространство непрерывных 2π-периодических действительнозначных функций f с

равномерной нормой ‖f‖ := max
x∈R

|f(x)|; ω(f ; t) — модуль непрерывности функции f ; Tn, n ∈ N, —

пространство тригонометрических полиномов

τn(x) := a0 +
n

∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

порядка ≤ n.

Пусть на промежутке [−π, π) заданы 2s точек yi: −π ≤ y2s < y2s−1 < . . . < y1 < π. Отправляясь

от этих точек, при помощи равенства yi = yi+2s + 2π определим точки yi для всех целых индексов i;

в частности, y0 = y2s + 2π, y2s+1 = y1 − 2π и т. д. Обозначим Y := {yi}i∈Z. Множество всех таких

наборов обозначим Y2s. Будем писать f ∈ △(1)(Y ), если f(x) — 2π-периодическая непрерывная

функция и f(x) не убывает на [yi, yi−1], если i нечетное; f(x) не возрастает на [yi, yi−1], если i

четное.

Обозначим

Π(x) :=
2s
∏

i=1

sin
x − yi

2

и заметим, что Π ∈ Ts, т. е. Π(x) — тригонометрический полином порядка s.

Зафиксируем s ∈ N и набор {yi}i∈Z = Y ∈ Y2s. В силу периодичности без потери общности будем

считать, что точка 0 принадлежит набору Y , т. е. yi∗ = 0 при некотором i∗ ∈ Z.

Обозначим

Π∗(x) :=

2s
∏

i=1

i6=i∗

sin
x − yi

2
.

Для определённости будем считать, что i∗ — нечётное число. Тогда Π∗(0) > 0.

Обозначим через 2d расстояние от yi∗ до ближайшей точки набора Y , заметим,

d ≤
π

2
, Π∗(x) > 0, x ∈ (−2d, 2d).

Положим

M := max
x∈R

|Π∗(x)|, M1 := max
x∈R

|Π′

∗
(x)|, m := min

x∈[−d,d]
Π∗(x).

Отправляясь от набора Y , определим натуральное число N . А именно обозначим через N наи-

меньшее из чисел, удовлетворяющих неравенству

m sin3 d

8
≥

5

N
(M + M1) .

Тогда

m sin
d

8
≥

5

N
(M + M1) . (1)

Следовательно,

d >
40

N
. (2)

Выберем натуральное число j∗ из условия

π

N
+ j∗

2π

N
≤ d <

π

N
+ (j∗ + 1)

2π

N
.

Обозначим d∗ :=
π

N
+ j∗

2π

N
и заметим,

1

2
d < d∗ ≤ d. (3)
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При построении контрпримера будет использовано ядро Джексона

JN (t) =
3

2N(2N2 + 1)

(

sin Nt
2

sin t
2

)4

.

Напомним (см. например [14, с. 127]) некоторые свойства ядра Джексона:

а) JN (t) является чётным неотрицательным тригонометрическим полиномом порядка 2N − 2;

б)

1

π

π
∫

−π

JN (t)dt = 1; (4)

в) для любой непрерывно дифференцируемой периодической функции g в каждой точке x имеет

место неравенство

1

π

∣

∣

∣

∣

∣

∣

π
∫

−π

(g(t) − g(x))JN (t − x)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
5

N
‖g′‖. (5)

Обозначим

M̃ :=
1

π
‖JN‖,

m̃ :=
1

π
min

t∈[− π

2N
, π

2N ]
JN (t − d∗) =

1

π
min

t∈[− π

2N
, π

2N ]
JN (t + d∗)

и заметим, что m̃ > 0. Наконец, положим

M := 2 + π3

√

MM̃

mm̃
.

Всюду далее в главе предполагаем, что число b удовлетворяет неравенствам

0 < b <
π

2NM
, (6)

в частности, с учетом (2) и (3),
d∗ − 2b

2
>

d

8
. (7)

Пример. Для любых k ∈ N, k > 2, и n ∈ N существует функция f(x) := f(x; s, Y, n, k) такая, что

f ∈ △(1)(Y ) и

E(1)
n (f ;Y ) > BY n

k

2
−1ωk

(

f ;
1

n

)

, (8)

где BY = const, зависит только от Y и k.

Доказательство. Для каждого b обозначим

Qr(x, b) := Qr(x) :=
1

π

x
∫

0

sin
t − 2b

2
Π∗(t)JN (t − d∗) dt,

Ql(x, b) := Ql(x) :=
1

π

x
∫

0

sin
t − 2b

2
Π∗(t)JN (t + d∗) dt

и заметим, что

Qr(2π) =
1

π

2π
∫

0

sin
d∗ − 2b

2
Π∗(d

∗)JN (t − d∗)dt+

+
1

π

2π
∫

0

(

sin
t − 2b

2
Π∗(t) − sin

d∗ − 2b

2
Π∗(d

∗)

)

JN (t − d∗)dt.
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Поэтому в силу (4), (5), (7) и (1)

Qr(2π) ≥ sin
d∗ − 2b

2
Π∗(d

∗) −
5

N

∥

∥

∥

∥

∥

(

sin
· − 2b

2
Π∗(·)

)′
∥

∥

∥

∥

∥

≥

≥ m sin
d

8
−

5

N
(M + M1) ≥ 0.

Аналогично

Ql(2π) =
1

π

2π
∫

0

sin
−d∗ − 2b

2
Π∗(−d∗)JN (t + d∗)dt+

+
1

π

2π
∫

0

(

sin
t − 2b

2
Π∗(t) − sin

−d∗ − 2b

2
Π∗(−d∗)

)

JN (t + d∗)dt.

Поэтому в силу (4), (5), (7) и (1)

Ql(2π) ≤ sin
−d∗ − 2b

2
Π1(−d∗) +

5

N
‖

(

sin
· − 2b

2
Π1(·)

)′

‖ ≤

≤ −m sin
d

8
+

5

N
(M + M1) ≤ 0.

Следовательно, существует число αb ∈ [0, 1] такое, что

αbQr(2π) + (1 − αb)Ql(2π) = 0. (9)

Положим Q(x, b) := Q(x) := αbQr(x) + (1 − αb)Ql(x). Равенство (9) означает, что Q(x) есть

тригонометрический полином, порядок которого в соответствии с а) равен s+2N−2. Чтобы построить

функцию f докажем лемму.

Лемма. Для любого b существует число b0 такое, что

2b < b0 < Mb (10)

и

Q(b0) = 0. (11)

Доказательство. Заметим, что Q(2b) < 0. Кроме того, справедлива оценка

|Q(2b)| ≤ MM̃

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2b
∫

0

sin
t − 2b

2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 4MM̃ sin2 b

2
≤ MM̃b2.

С другой стороны, поскольку в силу (6) Mb < π
2N , то

Q(Mb) − Q(2b) =
1

π

Mb
∫

2b

sin
t − 2b

2
Π∗(t) (αbJN (t − d∗) + (1 − αb)JN (t + d∗)) dt ≥

≥ mm̃

Mb
∫

2b

sin
t − 2b

2
dt = 4mm̃ sin2 (M − 2)b

4
≥

mm̃

π2
(M − 2)2b2.

Откуда

Q(Mb) = Q(Mb) − Q(2b) + Q(2b) ≥
mm̃

π2
(M − 2)2b2 − MM̃b2 = MM̃b2(π4 − 1) > 0.

Лемма доказана.
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Продолжим доказательство примера. Пусть Kb(x) — 2π-периодическая функция такая, что

Kb(x) :=

{

0, если x ∈ (0, b0),

1, если x ∈ [−π, 0] ∪ [b0, π].

Положим

g(x) := g(x; b) :=
1

π

∫ x

0

Kb(x) sin
1

2
(t − 2b)Π∗(t) (αbJN (t − d∗) + (1 − αb)JN (t + d∗)) dt.

Равенство (11) вкупе с (10) означает, что g есть 2π-периодическая функция, более того, ясно, что

g ∈ △(1)(Y ). Очевидны следующие неравенства

‖g − Q‖ ≤ MM̃b0 sin
b0 − 2b

2
<

1

2
MM̃M

2
b2 =: c1b

2,

ωk

(

g;
1

n

)

≤ 2k‖g − Q‖ +

(

1

n

)k

‖Q(k)‖ ≤ 2kc1b
2 +

(

1

n

)k

Mk, (12)

где Mk = const, не зависит от b и n.

Возьмём произвольный полином τn ∈ Tn ∩△(1)(Y ), n > s + 2N − 2, положим

Rn(x) := τn(x) − Q(x)

и заметим, что

R′

n(b) = τ ′

n(b) − Q′(b) ≥ −Q′(b) ≥
bmm̃

π
=: c2b.

Применяя неравенство Бернштейна

‖τ ′

n‖ ≤ n‖τn‖, τn ∈ Tn,

получаем:

c2b ≤ R′

n(b) ≤ n‖Rn‖,

откуда

c2b

n
≤ ‖Rn‖ ≤ ‖τn − g‖ + ‖g − Q‖ ≤ ‖τn − g‖ + c1b

2,

т. е.

‖τn − g‖ ≥
c2b

n
− c1b

2 =
c2b

n

(

1 −
c1bn

c2

)

. (13)

Теперь для доказательства (8) при каждом n > N0 возьмем

f(x) := g(x; bn), bn :=
c2

2c1

(

1

n

)k/2

,

где N0 выбрано из условий MbN0
<

π

2N
и N0 > s + 2N − 2. Тогда (8) следует из (12) и (13):

‖τn − f‖

ωk

(

f ;
1

n

) ≥

c2bn

n

(

1 −
c1bnn

c2

)

2kc1b2
n +

(

1

n

)k

Mk

≥
1

2n

c2bn

2kc1b2
n +

(

1

n

)k

Mk

=: BY n
k

2
−1.

Для случая n > N0 неравенство (8) доказано. Для случая n < N0 оно следует из неравенства

E
(1)
n (f ;Y ) ≥ E

(1)
1+N0

(f ;Y ). Пример доказан.
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One Counterexample of Shape-preserving Approximation

M. G. Pleshakov, S. V. Tyshkevich

Saratov State University, 83, Astrakhanskaya str., 410012, Saratov, Russia, pleshakovmg@mail.ru, tyszkiewicz@yandex.ru

Let 2s points yi = −π ≤ y2s < . . . < y1 < π be given. Using these points, we define the points yi for all integer indices i by

the equality yi = yi+2s + 2π. We shall write f ∈ △(1)(Y ) if f is a 2π-periodic function and f does not decrease on [yi, yi−1]

if i is odd; and f does not increase on [yi, yi−1] if i is even. We denote E
(1)
n (f ; Y ) the value of the best uniform comonotone

approximation. In this article the following counterexample of comonotone approximation is proved.

Example. For each k ∈ N, k > 2, and n ∈ N there a function f(x) := f(x; s, Y, n, k) exists, such that f ∈ △(1)(Y ) and

E
(1)
n (f ; Y ) > BY n

k

2
−1

ωk

(

f ;
1

n

)

,

where BY =const, depending only on Y and k; ωk is the modulus of smoothness of order k, of f .

Key words: trigonometric polynomials, polynomial approximation, shape-preserving.
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УДК 512.572

О ТОЖДЕСТВАХ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА В АЛГЕБРАХ ПУАССОНА

С. М. Рацеев

Кандидат физико-математических наук, доцент кафедры информационной безопасности и теории управления, Ульянов-

ский государственный университет, RatseevSM@mail.ru

В работе рассматриваются так называемые customary и extended customary тождества в алгебрах Пуассона. Показано,

что последовательность коразмерностей {rn(V )}n≥1 любого extended customary пространства многообразия алгебр

Пуассона V над произвольным полем либо ограничена полиномом, либо не ниже показательной функции с основанием

степени, равной 2. При этом если данная последовательность ограничена полиномом, то найдется такой многочлен R(x)

с рациональными коэффициентами, что rn(V ) = R(n) для всех достаточно больших n. Приводится нижняя и верхняя

границы для многочленов R(x) произвольной фиксированной степени.

Ключевые слова: алгебра Пуассона, многообразие алгебр, рост многообразия.

Векторное пространство A над полем K с двумя K-биллинейными операциями умножения «·»

и «{, }» называется алгеброй Пуассона, если относительно операции «·» пространство A является

коммутативной ассоциативной алгеброй с единицей, относительно операции «{, }» — алгеброй Ли, и

данные операции связаны правилом Лейбница:

{a · b, c} = a · {b, c} + {a, c} · b, a, b, c ∈ A.

Алгебры Пуассона возникают в различных разделах алгебры, дифференциальной геометрии, тополо-

гии, современной теоретической физики и т. д.

Пусть F (X) — свободная алгебра Пуассона, где X = {x1, x2, . . .} — счетное множество свобод-

ных образующих. Обозначим через Pn пространство в F (X), состоящее из полилинейных элементов

степени n от переменных x1, . . . , xn.

Выделим в пространстве P2n подпространство Q2n, порожденное элементами вида

{xa1
, xa2

} · {xa3
, xa4

} · . . . · {xa2n−1
, xa2n

}.

Тогда данное пространство есть линейная оболочка следующих элементов:

Q2n = 〈{xτ(1), xτ(2)} · {xτ(3), xτ(4)} · . . . · {xτ(2n−1), xτ(2n)} | τ ∈ S2n,

τ(1) < τ(2), τ(3) < τ(4), . . . , τ(2n − 1) < τ(2n),

τ(1) < τ(3) < . . . < τ(2n − 1)〉K .
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