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В работе исследуется смешанная задача для дифференциальной системы первого порядка с двумя независимыми пе-

ременными и непрерывным потенциалом, когда начальное условие представляет собой произвольную суммируемую с

квадратом вектор-функцию. Соответствующая спектральная задача представляет собой систему Дирака. Устанавливается

сходимость почти всюду ряда формального решения по методу Фурье. Показывается, что сумма формального решения

является обобщенным решением смешанной задачи, понимаемым как предел классических решений для случая гладких

аппроксимаций начальных данных задачи.
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Рассмотрим следующую смешанную задачу:

∂u(x, t)

∂t
= B

∂u(x, t)

∂x
+ Q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞), (1)

u1(0, t) = u2(0, t), u1(1, t) = u2(1, t), (2)

u(x, 0) = ϕ(x), (3)

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))
T
, ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x))

T
(T — знак транспонирования), uj(x, t) и

ϕj(x) — скалярные функции, B =

(

1 0

0 −1

)

, Q(x) =

(

0 −q2(x)

q1(x) 0

)

, qj(x) ∈ C[0, 1], все функции

комплекснозначные.

Задача будет исследоваться с помощью метода Фурье. Метод Фурье применялся даже для более

общих систем А. И. Вагабовым [1], но в [1] рассматривался случай, когда Q(x) была непрерыв-

но дифференцируема. Здесь же для Q(x) предполагается только непрерывность. Соответствующая

спектральная задача представляет собой систему Дирака с непрерывным потенциалом.

Основополагающие результаты для системы Дирака с недифференцируемым потенциалом принад-

лежат П. В. Джакову, Б. С. Митягину (см. [2,3]). В дальнейшем близкие по тематике исследования

для таких систем проводились в [4–6]. В [7, 8] предложен сравнительно простой способ изучения

системы Дирака с негладким потенциалом, базирующийся на операторах преобразования. Этот же

прием используется в настоящей статье.

В работе доказывается, что ряд формального решения по методу Фурье в случае ϕ(x) ∈ L2
2[0, 1]

сходится почти всюду при x ∈ [0, 1] и t ∈ (−∞,∞) и является обобщенным решением смешанной

задачи (1)–(3), понимаемым как предел классических решений для случая гладких аппроксимаций

вектор-функции ϕ(x). При этом используются методы из [9].

1. СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

Метод Фурье для задачи (1)–(3) связан со спектральной задачей для оператора L:

(Ly)(x) = By′(x) + Q(x)y(x),

y1(0) = y2(0), y1(1) = y2(1),

где y(x) = (y1(x), y2(x))
T
. Оператор L есть оператор Дирака с условиями Дирихле.

В [7,8] доказано, что собственные значения оператора L, достаточно большие по модулю, простые

с асимптотикой

λn = πni + βn, (n = ±n0,±(n0 + 1), . . .),
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а для собственных функций yn(x) = (yn1(x), yn2(x))
T

оператора L имеют место асимптотические

формулы:

ynj(x) = epjπnix (1 + βnx) +

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ +

x
∫

0

b(x, τ)e−πniτdτ+

+βn

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ + βn

x
∫

0

b(x, τ)e−πniτdτ + O(β2
n), j = 1, 2, (4)

где n = ±n0,±(n0 + 1), . . ., p1 = 1, p2 = −1, и оценка O(. . .) равномерна по x ∈ [0, 1].

Здесь и в дальнейшем через βn обозначаем различные числа такие, что
∑

|βn|
2

< ∞, и βn не

зависят от ϕ(x), через νn такие числа, которые зависят от ϕ(x), но при этом
∑

|νn|
2

< c‖ϕ‖
2
. Нор-

ма ‖·‖ — либо норма в L2[0, 1], либо в пространстве L2
2[0, 1] вектор-функций размерности 2. Через

b(x, t) будем обозначать различные непрерывные функции из некоторого конечного набора.

Замечание. В [7, 8] приводятся точные выражения для βn и b(x, t), но нам они не требуются, а

вид (4) функций ynj облегчает наши рассуждения.

Сопряженный оператор L∗ есть

(L∗z)(x) = −Bz′(x) + Q∗(x)z(x),

z1(0) = z2(0), z1(1) = z2(1),

где z(x) = (z1(x), z2(x))
T
, Q∗(x) =

(

0 q̄1(x)

−q̄2(x) 0

)

.

Теорема 1. Для собственных функций zn(x) = (zn1(x), zn2(x))
T

оператора L∗ имеют место

асимптотические формулы:

znj(x) = epjπnix (1 + βnx) +

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ +

x
∫

0

b(x, τ)e−πniτdτ+

+βn

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ + βn

x
∫

0

b(x, τ)e−πniτdτ + O(β2
n), j = 1, 2,

где n = ±n0,±(n0 + 1), . . ., p1 = 1, p2 = −1 (βn и b(x, t) другие, отличные от (4)).

Лемма 1. Множество с.п.ф. операторов L и L∗ полны в L2
2[0, 1].

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Формальное решение задачи (1)–(3) по методу Фурье можно записать в виде (см. [1])

u(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλϕ)(x)eλtdλ, (5)

где r > 0 достаточно велико и фиксировано, Rλ = (L − λE)
−1

— резольвента оператора L (E —

единичный оператор, λ — спектральный параметр), γn =
{

λ| |λ − λ0
n| = δ

}

, λ0
n = πni, δ > 0 и

достаточно мало, чтобы собственные значения λn попадали по одному внутрь γn. При этом

−
1

2πi

∫

γn

(Rλϕ)eλtdλ =
(ϕ, zn)

(yn, zn)
yn(x)eλnt,

где (·, ·) — скалярное произведение в L2
2[0, 1] (это же обозначение сохраняется и для скалярного

произведения в L2[0, 1]).
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Лемма 2. Имеют место соотношения:

νn + νn = νn, βn + βn = βn, νnβn + νnβn = νnβn.

Доказательство. Первое и второе равенство очевидны. Обозначим β3n = |β1n| + |β2n|. Если

β3n 6= 0, то ν1nβ1n + ν2nβ2n = β3n[ν1nβ̃1n + ν2nβ̃2n] = β3nνn, так как |β̃kn| = |βkn/β3n| 6 1. Если

β3n = 0, то βkn = 0, и тогда третье соотношение тривиально. ¤

Лемма 3. Имеют место соотношения:


g(x),

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ



 = βn,





x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ ,

x
∫

0

b(x, τ)e±πniτdτ



 = βn,

где g(x) ∈ L2[0, 1].

Доказательство. Имеем:



g(x),

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ



 =

1
∫

0

g(x) dx

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ =

1
∫

0

eπniτ dτ

1
∫

τ

g(x)b(x, τ)dx = βn.

При получении второго соотношения для изменения порядка интегрирования удобно использовать

функцию ε(x, t): ε(x, t) = 1 при x > t, ε(x, t) = 0 при x 6 t. Имеем:





x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ ,

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ



 =

1
∫

0

dx

x
∫

0

b(x, τ)dτ

x
∫

0

b(x, η)eπni(τ−η)dη =

=

1
∫

0

dx

x
∫

0

b(x, τ)dτ

τ
∫

τ−x

b(x, τ − ξ)eπniξdξ =

=

1
∫

0

dx

1
∫

0

ε(x, τ)b(x, τ)dτ

1
∫

0

ε(τ, ξ)ε(ξ, τ − x)b(x, τ − ξ)eπniξdξ =

=

1
∫

0

eπniξdξ

1
∫

0

ε(x, τ)b(x, τ)dτ

1
∫

0

ε(τ, ξ)ε(ξ, τ − x)b(x, τ − ξ) dx =

1
∫

0

ψ(ξ)eπniξdξ = βn.

Последнее справедливо в силу ограниченности внутреннего интеграла ψ(ξ). Аналогично доказывается

случай со знаком минус во втором соотношении. ¤

Лемма 4. Имеют место асимптотические формулы:

(yn, zn) = 2 + βn, (ϕ, zn) = νn + νnβn,

(ϕ, zn)

(yn, zn)
ynj(x)eλnt = νn



epjπnix +

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ +

x
∫

0

b(x, τ)e−πniτdτ



 eπnit + O(νnβn), j = 1, 2,

где x ∈ [0, 1], t ∈ [−T, T ], T > 0 — любое фиксированное число, и оценка O(. . .) равномерна по x

и t.

Лемма 5. Ряды
∑

n>n0

νn

x
∫

0

b(x, τ)eπni(±τ+t)dτ и такие же ряды при n 6 −n0 сходятся равномерно

на множестве QT = [0, 1]× [−T, T ] при любом T > 0, и для их сумм F±(x, t) имеют место оценки:

max
QT

|F±(x, t)| 6 CT ‖ϕ‖ , (6)

где CT > 0 и зависит только от T .
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Доказательство. Достаточно рассмотреть ряд
∑

n>n0

νn

x
∫

0

b(x, τ)eπni(τ+t)dτ . При (x, t) ∈ QT имеем:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

n1

νn

x
∫

0

b(x, τ)eπni(τ+t) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t+x
∫

t

b(x, ξ − t)

n2
∑

n1

νneπniξ dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6 c

T+1
∫

−T

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

n1

νneπniξ

∣

∣

∣

∣

∣

dξ 6 c

N
∫

−N

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

n1

νneπniξ

∣

∣

∣

∣

∣

dξ =

= c
N−1
∑

k=−N

k+1
∫

k

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

n1

νneπniξ

∣

∣

∣

∣

∣

dξ = c
N−1
∑

k=−N

1
∫

0

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

n1

νn(−1)nkeπniη

∣

∣

∣

∣

∣

dη 6

6 c
N−1
∑

k=−N





1
∫

0

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

n1

νn(−1)nkeπniη

∣

∣

∣

∣

∣

2

dη





1/2

6 2Nc

(

n2
∑

n1

|νn|
2

)1/2

.

Здесь N — натуральное число, N > T + 1. Из сходимости ряда
∑

|νn|
2 следует равномерная схо-

димость исследуемого ряда. Далее, аналогично для любых (x, t) ∈ QT и любого натурального m

получим:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

n0

νn

x
∫

0

b(x, τ)eπni(τ+t) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 2Nc

(

m
∑

n0

|νn|
2

)1/2

6 CT ‖ϕ‖,

откуда следует (6).

Аналогично доказывается утверждение леммы для остальных рядов. ¤

Лемма 6. Ряды
∑

O(νnβn) сходятся абсолютно и равномерно на множестве QT , причем

|
∑

O(νnβn)| 6 CT ‖ϕ‖.

3. КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

В этом пункте получим классическое решение в предположении, что ϕ(x) ∈ DL2 (DL2 область

определения оператора L2).

Лемма 7. Пусть µ0 не является собственным значением оператора L, |µ0| > r, и находится

вне γn, ϕ(x) ∈ DL2 , g = (L − µ0E)2ϕ. Тогда

∫

|λ|=r

(Rλϕ)(x)eλtdλ =

∫

|λ|=r

(Rλg)(x)

(λ − µ0)2
eλtdλ,

(ϕ, zn)

(yn, zn)
=

(g, zn)

(λn − µ0)2(yn, zn)
.

Доказательство. Утверждение следует из представления, справедливого для любой функции

ϕ ∈ DL2 :

Rλϕ = −
ϕ

λ − µ0
−

g1

(λ − µ0)2
+

Rλg

(λ − µ0)2
,

где g1 = (L − µ0E)ϕ. ¤

Теорема 2. Если ϕ(x) ∈ DL2 , то формальное решение u(x, t) является классическим, т. е.

u(x, t) непрерывно дифференцируема по x и t и удовлетворяет (1)–(3).

Доказательство. По лемме 7 из (5) имеем:

u(x, t) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

(Rλg)(x)

(λ − µ0)2
eλtdλ +

∑

|n|>n0

(g, zn)yn(x)

(λn − µ0)2(yn, zn)
eλnt. (7)
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Отсюда следует, что ряд (7) и ряды, получающиеся из него почленным дифференцированием по x

и t, равномерно сходятся в QT при любом T > 0. Далее, из (5) имеем при t = 0:

u(x, t) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

(Rλϕ)(x)dλ +
∑

|n|>n0

(ϕ, zn)yn(x)

(yn, zn)
. (8)

Правая часть (8) представляет собой ряд Фурье функции ϕ(x), абсолютно и равномерно сходящийся

к функции ϕ(x), следовательно, u(x, t) удовлетворяет (3). Условия (2) очевидны. ¤

Заметим, что множество DL2 всюду плотно в L2
2[0, 1].

4. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ

Теорема 3. Если qj(x) ∈ C[0, 1] (j = 1, 2) и ϕ(x) ∈ L2
2[0, 1], то ряд u(x, t) формального решения

сходится почти всюду по x ∈ [0, 1] и t ∈ (−∞,∞), причем u(x, 0) = ϕ(x) почти всюду на [0, 1].

При этом для любых (x, t) ∈ QT справедлива оценка

‖u(x, t)‖L2

2
[QT ] 6 cT ‖ϕ‖ . (9)

Далее, если ϕh(x) ∈ DL2 сходится к ϕ(x) в L2
2[0, 1] при h → 0, то uh(x, t) сходится к u(x, t) по

норме L2
2[QT ] при любом T > 0, где uh(x, t) есть классическое решение задачи (1)–(3) с начальным

условием uh(x, 0) = ϕh(x).

Доказательство. 1. Для доказательства сходимости достаточно рассмотреть в (5) только ряд

∑

n>n0

(ϕ, zn)yn(x)

(yn, zn)
eλnt (10)

(случай
∑

n6−n0

рассматривается аналогично).

По лемме 4 компоненты ряда (10) есть

∑

n>n0

νn



e±πnix +

x
∫

0

b(x, τ)eπniτdτ +

x
∫

0

b(x, τ)e−πniτdτ



 eπnit +
∑

n>n0

O(νnβn).

Рассмотрим ряд Σ0 =
∑

n>n0

νny0
n(x)eπnit, y0

n(x) = (eπnix, e−πnix)T . Имеем:

Σ0 = (Σ01,Σ01)
T , Σ01 =

∑

n>n0

νnenπi(x+t), Σ02 =
∑

n>n0

νne−nπi(x−t).

Исследуем сходимость Σ01 =
∑

n>n0

νnenπiηt, η = x + t. По теореме Карлесона (о сходимости почти

всюду тригонометрических рядов Фурье) ряд Σ01 сходится почти при всех η ∈ (−∞,∞). Дока-

жем, что ряд Σ01 сходится почти при всех x ∈ [0, 1] и t ∈ (−∞,∞). Обозначим Q1 = {(η, ξ)
∣

∣

η ∈ [−T, T + 1], ξ ∈ [−T, T ]} и через e — множество точек η ∈ [−T, T + 1], в которых ряд расходится,

mes e = 0. Тогда мера множества e1 = {(η, ξ)
∣

∣η ∈ e, ξ ∈ [−T, T ]} есть mes e1 =
∫∫

Q1

χ(η, ξ) dη dξ = 0

(здесь χ(η, ξ) — характеристическая функция множества e1). Преобразование η = x+ t, ξ = t перево-

дит прямоугольник Q1 в прямоугольник Q в плоскости x, t, а множество e1 в множество e2. Так как

QT ⊂ Q и mes e2 = 0, то ряд Σ01 сходится почти всюду в QT . Значит, он сходится почти всюду при

всех x ∈ [0, 1] и t ∈ (−∞,∞). Аналогично получаем сходимость ряда Σ02. Отсюда с учетом лемм 5,

6 получаем сходимость ряда (10).

Оценка (9) следует из оценок для компонент ряда (10), аналогично получаемых оценок для Σ0 и

в силу ограниченности резольвенты.

2. Таким образом, доказано, что ряд u(x, t) сходится почти всюду и ‖u(x, t)‖L2

2
[QT ] 6 cT ‖ϕ‖.

Далее, поскольку uh(x, t) − u(x, t) есть формальное решение смешанной задачи (1)–(3) при

начальной функции ϕh(x) − ϕ(x), то получаем, что lim
h→0

‖uh(x, t) − u(x, t)‖L2

2
[QT ] = 0, когда
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lim
h→0

‖ϕh(x) − ϕ(x)‖ = 0. Осталось обосновать, что u(x, 0) = ϕ(x) почти всюду. Из соотношения

u(x, 0) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

(Rλϕ)dλ+
∑

|n|>n0

(ϕ, zn)

(yn, zn)
yn(x) (11)

следует, что правая часть (11) есть ряд Фурье функции ϕ(x) по собственным и присоединенным

функциям оператора L. Из лемм 3–6 и теоремы Карлесона получаем, что ряд (11) сходится почти

всюду на [0, 1], т.е. u(x, 0) почти везде конечна. Далее, имеем:

‖u(x, 0) − ϕ(x)‖ 6 ‖u(x, 0) − uh(x, 0)‖ + ‖uh(x, 0) − ϕ‖ 6

6 c {‖ϕ − ϕh‖ + ‖ϕh − ϕ‖} .
(12)

Устремляя правую часть (12) к нулю, получим u(x, 0) = ϕ(x) почти всюду. ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 16-11-

10125, выполняемый в Воронежском государственном университете).
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Рассмотрена задача приближенного решения задачи Коши для уравнения первого порядка. Для этого производную

решения мы ищем в виде суммы ряда Хаара. Получены оценки погрешности приближенного решения. Приведены результаты

численного эксперимента. Примеры показывают, что в некоторых случаях погрешность предлагаемого метода намного

меньше, чем в методе Рунге – Кутта второго порядка.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, численные методы, приближенное решение, оценка погрешности, си-

стема Хаара.
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ВВЕДЕНИЕ

В работах [1–3] и других были рассмотрены методы численного решения дифференциальных урав-

нений с использованием системы Хаара. При этом искомая функция представлялась приближенно в

виде частичной суммы ряда по системе Хаара. Так как в уравнении присутствуют производные неиз-

вестной функции, то приходилось вводить оператор дифференцирования ступенчатой функции, что

сразу делает проблематичной оценку погрешности рассматриваемого метода. В работе Д. С. Луком-

ского [4] была рассмотрена задача Коши для линейного уравнения второго порядка, и многочленом
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