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1. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ Re Kα+iβ(x) И Im Kα+iβ(x)

Можем записать вещественную и мнимую часть модифицированных функций Бесселя комплекс-

ного порядка в виде

Re Kα+iβ(x) =
Kα+iβ(x) + Kα−iβ(x)

2
и ImKα+iβ(x) =

Kα+iβ(x) − Kα−iβ(x)

2i
,

где Kν(x) — модифицированная функция Бесселя второго рода (также называемая функцией Мак-

дональда).

Функции Kiβ(x), Re Kα+iβ(x) и Im Kα+iβ(x) имеют интегральные представления [1, 2]

Kiβ(x) =

∫

∞

0

e−x cosh t cos(βt) dt,

Re Kα+iβ(x) =

∫

∞

0

e−x cosh t cosh(αt) cos(βt) dt, (1)

Im Kα+iβ(x) =

∫

∞

0

e−x cosh t sinh(αt) sin(βt) dt. (2)

Из (1), (2) следует, что возможно переписать Re Kα+iβ(x) в виде косинус-преобразования Фурье

Re Kα+iβ(x) =
(π

2

)1/2

FC [e−x cosh t cosh(αt); t → β] (3)
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и Im Kα+iβ(x) в виде синус-преобразования Фурье

ImKα+iβ(x) =
(π

2

)1/2

FS [e−x cosh t sinh(αt); t → β]. (4)

Формулы обращения имеют соответственно вид

FC [ Re Kα+iβ(x);β → t] =
(π

2

)1/2

e−x cosh t cosh(αt),

FS [ Im Kα+iβ(x);β → t] =
(π

2

)1/2

e−x cosh t sinh(αt),

или в интегральной форме

∫

∞

0

Re Kα+iβ(x) cos(tβ) dβ =
π

2
e−x cosh t cosh(αt), (5)

∫

∞

0

Im Kα+iβ(x) sin(tβ) dβ =
π

2
e−x cosh t sinh(αt). (6)

Для вычисления определенных интегралов от функций Re Kα+iβ(x) и Im Kα+iβ(x) полезны ин-

тегральные тождества, сводящие эту задачу к вычислению некоторых других интегралов от элемен-

тарных функций.

Утверждение 1. Если f абсолютно интегрируемо на [0,∞), то справедливы следующие равен-

ства:

∫

∞

0

Re Kα+iβ(x)f(β) dβ =
(π

2

)1/2
∫

∞

0

e−x cosh t cosh(αt)FC(t) dt, (7)

∫

∞

0

Im Kα+iβ(x)f(β) dβ =
(π

2

)1/2
∫

∞

0

e−x cosh t sinh(αt)FS(t) dt, (8)

где FC(t) — косинус-преобразование Фурье от f(β) и FS(t) — синус-преобразование Фурье от f(β).

Доказательство. Умножив обе части равенств (1) и (2) на f(β), интегрируя по β от 0 до ∞ и

применяя теорему Фубини для сингулярных интегралов с параметром, получим формулы (7) и (8).¤

Утверждение 2. Если f абсолютно интегрируемо на [0,∞), то справедливы следующие равен-

ства:

∫

∞

0

Re Kα+iβ(x)FC(β) dβ =
(π

2

)1/2
∫

∞

0

e−x cosh t cosh(αt)f(t) dt, (9)

∫

∞

0

Im Kα+iβ(x)FS(β) dβ =
(π

2

)1/2
∫

∞

0

e−x cosh t sinh(αt)f(t) dt. (10)

Доказательство. Утверждение следует из формул (5)–(6) и из теоремы Фубини. ¤

Равенства (7)–(10) полезны для упрощения и вычисления различных интегралов, содержа-

щих Re Kα+iβ(x) и Im Kα+iβ(x).

Представление (1) может быть использовано для нахождения преобразования Лапласа

от Re Kα+iβ(x).

Из (1) для всех α ∈ [0,∞), β ∈ [0,∞) следуют неравенства [3–5]

|Re Kα+iβ(x)| 6 Kα(x), |Re K1/2+iβ(x)| 6 K1/2(x) =
( π

2x

)1/2

e−x, (11)

из (2) для всех α ∈ [0,∞), β ∈ [0,∞) следуют неравенства [3–5]

| Im Kα+iβ(x)| 6

∞
∫

0

e−x cosh t sinh(αt) dt 6 Kα(x), | Im K1/2+iβ(x)| 6

( π

2x

)1/2

e−x. (12)
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2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛЕБЕДЕВА

Интегральные преобразования, содержащие интегрирование по индексу функции Бесселя, иг-

рают значительную роль при решении некоторых классов задач математической физики [1–5]. В

частности, для решения смешанных краевых задач для уравнения Гельмгольца в клиновидных и

конических областях используются интегральные преобразования Конторовича – Лебедева и Лебеде-

ва – Скальской [3,4]:

F (β) =

∫

∞

0

f(x)Kiβ(x) dx, 0 6 β < ∞, (13)

F+(β) =

∫

∞

0

f(x)
K1/2+iβ(x) + K1/2−iβ(x)

2
dx, 0 6 β < ∞, (14)

F−(β) =

∫

∞

0

f(x)
K1/2+iβ(x) − K1/2−iβ(x)

2i
dx, 0 6 β < ∞. (15)

Формулы обращения для преобразований (13)–(15) имеют соответственно вид

f(x) =
2

π2x

∫

∞

0

β sinh(πβ)F (β)Kiβ(x) dβ, 0 < x < ∞, (16)

f(x) =
4

π2

∫

∞

0

cosh(πβ)F+(β)
K1/2+iβ(x) + K1/2−iβ(x)

2
dβ, 0 < x < ∞, (17)

f(x) =
4

π2

∫

∞

0

cosh(πβ)F−(β)
K1/2+iβ(x) − K1/2−iβ(x)

2i
dβ, 0 < x < ∞. (18)

Таким образом, интегральные преобразования Лебедева – Скальской F+(β) и F−(β) функции f(x)
определяются на вещественной положительной полуоси по формулам

REK[f(x);β] =

∫

∞

0

f(x)Re K1/2+iβ(x) dx, (19)

IMK[f(x);β] =

∫

∞

0

f(x) Im K1/2+iβ(x) dx (20)

и записываются в виде

F+(β) = REK[f(x);β], F−(β) = IMK[f(x);β].

Из неравенств (11), (12) следует, что для всех β ∈ (0,∞)

|F+(β)| 6

(π

2

)1/2
∫

∞

0

|f(x)|e−xx−1/2 dx (21)

и

|F−(β)| 6

(π

2

)1/2
∞
∫

0

|f(x)|e−xx−1/2 dx. (22)

Утверждение 3. Если следующее условие для функции f(x) справедливо

f(x)e−xx−1/2 ∈ L(0,∞),

то интегральные преобразования Лебедева –Скальской F+(β) и F−(β) определены, интегра-

лы (19), (20) сходятся равномерно по β и определяют непрерывную функцию от β, ограниченную

для β ∈ [0,∞).

Доказательство. Утверждение следует из неравенств (21), (22) и из критерия равномерной схо-

димости интегралов с параметром. ¤

Интегралы (19), (20) поэтому определены, сходятся равномерно по β и определяют непрерывную

функцию от β.

Доказательство формул обращения и равенств Парсеваля для этих преобразований получено

в [6–11].
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Интегральные преобразования Конторовича – Лебедева могут быть выражены через общие инте-

гральные преобразования Мейера специального индекса и аргумента.

Якубовичем (S. B. Yakubovich) [12] рассмотрены интегральные преобразования типа Лебедева с

произвольным комплексным индексом, т. е. с функциями Re Kα+iβ(x) и Im Kα+iβ(x) в ядре.

Таким образом при использовании указанных преобразований возникает необходимость в аппрок-

симации и вычислении модифицированных функций БЕССЕЛЯ произвольного комплексного порядка

Kα+iβ(x).

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Тематической программы по обрат-

ным задачам анализа изображений филдсовского института.
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ОЦЕНКА СВЕРХУ ЧИСЛА ИНВАРИАНТНЫХ ПРЯМЫХ
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ n-Й СТЕПЕНИ
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Показано, что полиномиальное векторное поле n-й степени на плоскости имеет не более 2n + 1 (2n + 2) инвариантных

прямых при n — четном (нечетном) и n ≥ 3, если оно имеет особую точку, которой инцидентны n+1 инвариантных прямых

и n параллельных между собой инвариантных прямых с определенным угловым коэффициентом.

Ключевые слова: полиномиальное векторное поле, инвариантная прямая, особая точка, прямая изоклина.

ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений:























dx

dt
=

n
∑

i=0

Pi(x, y) ≡ P (x, y),

dy

dt
=

n
∑

i=0

Qi(x, y) ≡ Q(x, y),

(1)

где Pi(x, y) =
∑

r+s=i

arsx
rys, и Qi(x, y) =

∑

r+s=i

brsx
rys, ars, brs ∈ R, P (x, y) и Q(x, y) — взаимно-

простые многочлены.

Определение 1 (см. [1]). Прямую линию ax + by + c = 0, a, b, c ∈ R, называют инвариантной

прямой линией системы (1), если выполняется равенство aP (x, y) + bQ(x, y) ≡ (ax + by + c)R(x, y),

где R(x, y) — многочлен с действительными коэффициентами.

Отметим, что степень многочлена R(x, y) не выше n − 1 [2, с. 17]. Всюду в дальнейшем усло-

вимся использовать термин «инвариантная прямая» вместо «инвариантная прямая линия». Понятие

c© Тлячев В. Б., Ушхо А. Д., Ушхо Д. С., 2015


