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РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА,
ОРТОГОНАЛЬНЫМ ПО СОБОЛЕВУ

Р. М. Гаджимирзаев

Гаджимирзаев Рамис Махмудович, младший научный сотрудник отдела математики и информатики, Дагестанский научный

центр РАН, Махачкала, ramis3004@gmail.com

В настоящей статье рассматривается система дискретных функций {ϕr,k(x)}∞
k=0 , которая является ортонормированной

относительно скалярного произведения типа Соболева следующего вида:

〈f, g〉 =

r−1
∑

ν=0

∆ν
f(−r)∆ν

g(−r) +
∑

t∈Ωr

∆r
f(t)∆r

g(t)µ(t),

где µ(t) = qt(1− q), Ωr = {−r,−r + 1, . . . , 0, 1, . . .}, 0 < q < 1. Показано, что сдвинутые классические полиномы

Мейкснера
{

M−r
k (x + r)

}∞

k=r
вместе с функциями вида

{

(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0
образуют полную ортогональную систему в

пространстве l2,µ(Ωr), в котором введено указанное скалярное произведение 〈f, g〉. Установлено, что ряд Фурье по

полиномам Мейкснера
{

akM−r
k (x + r)

}∞

k=r
(ak — нормирующие множители), ортонормированным в смысле Соболева,

является частным случаем смешанных рядов по полиномам Мейкснера. Кроме того, введен новый специальный ряд по

ортогональным полиномам Мейкснера Mα
k (x) с α > −1, который в случае α = r совпадает с соответсвующим смешан-

ным рядом по полиномам Мейкснера M0
k (x) и рядом Фурье по системе полиномов Мейкснера

{

akM−r
k (x + r)

}∞

k=r
,

ортонормированным в смысле Соболева.

Ключевые слова: полиномы Мейкснера, смешанный ряд, специальный ряд, скалярное произведение типа Соболева,

полиномы, ортогональные по Соболеву.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория полиномов, ортогональных относительно скалярных произведений типа Соболева (полино-

мы, ортогональные по Соболеву), получила развитие в работах многих авторов (см. [1–5] и цитиро-

ванную там литературу). Были достаточно подробно исследованы различные особенности полиномов,
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ортогональных по Соболеву, которыми не обладают обычные полиномы, ортогональные на интервале

(или на сетке) относительно положительных весов. В частности, может случится так, что полиномы,

ортогональные по Соболеву на заданном интервале (a, b), могут иметь нули, совпадающие с одним

или обоими концами этого интервала. Это свойство полиномов, ортогональных по Соболеву имеет

важное значение для некоторых приложений, для которых требуется, чтобы значения частичных сумм

ряда Фурье функции f(x) по рассматриваемой системе ортогональных полиномов совпали на одном из

концов (или на обоих концах) отрезка [a, b] со значениями функции f(x) в указанных точках. Заме-

тим, что обычные ортогональные с положительным на (a, b) весом полиномы этим важным свойством

не обладают. При этом вопросы, связанные с поточечной и равномерной сходимостью рядов Фурье по

полиномам, ортогональным по Соболеву, остаются мало изученными. Это, в первую очередь, связано

с тем, что асимптотические свойства полиномов, ортогональных по Соболеву, исследованы только

в отдельных частных случаях. В связи с этой проблемой отметим работу [6], в которой, исполь-

зуя идеи и технику А. А. Гончара [7], исследована задача о сравнительной асимптотике полиномов,

ортогональных относительно скалярного произведения типа Соболева с дискретными массами.

С другой стороны, отметим, что в работах И. И. Шарапудинова [8–12] были введены так называ-

емые смешанные ряды по классическим ортогональным полиномам, частичные суммы которых также

обладают свойством совпадения их значений на границе области ортогональности со значениями

исходной функции. В работах [8–12] были подробно исследованы аппроксимативные свойства сме-

шанных рядов для функций из различных пространств. В частности, было показано, что частичные

суммы смешанных рядов по классическим ортогональным полиномам, в отличие от сумм Фурье по

этим же полиномам, успешно могут быть использованы в задачах, в которых требуется одновременно

приближать исходную функцию и ее несколько разностных производных.

В настоящей статье показано, что если r > 0, то сдвинутые классические полиномы Мейкснера
{

akM−r
k (x + r)

}∞

k=r
образуют ортонормированную систему в пространстве l2,µ(Ωr), состоящем из

дискретных функций f, g, . . . , заданных на сетке Ωr = {−r,−r + 1, . . . , 0, 1, . . .}, в котором введено

скалярное произведение типа Соболева следующего вида:

〈f, g〉 =

r−1
∑

ν=0

∆νf(−r)∆νg(−r) +
∑

t∈Ωr

∆rf(t)∆rg(t)µ(t), (1)

где µ(t) = qt(1 − q) — весовая функция, 0 < q < 1. Кроме того, показано, что если к систе-

ме
{

akM−r
k (x + r)

}∞

k=r
присоединить конечный набор степеней

{

(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0
, то мы получим пол-

ную в l2,µ(Ωr), ортонормированную относительно скалярного произведения (1) систему полиномов

Ψ =
{

(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0

⋃
{

akM−r
k (x + r)

}∞

k=r
. Показано, что ряд Фурье по системе Ψ представляет собой

смешанный ряд по полиномам Мейкснера Mα
k (x) с α = 0, в котором присутствуют только классиче-

ские полиномы Мейкснера. Это, в свою очередь, позволяет использовать при исследовании аппрок-

симативных свойств ряда Фурье по системе Ψ методы, разработанные в работах [8, 13] при решении

аналогичной задачи для смешанных рядов по полиномам Мейкснера. Кроме того, в параграфе 3 вве-

ден новый специальный ряд по ортогональным полиномам Мейкснера Mα
k (x) с α > −1, который в

случае α = r совпадает с рядом Фурье по системе Ψ и смешанным рядом по полиномам Мейкснера

M0
k (x).

Прежде чем перейти к формулировке основных результатов, приведем некоторые сведения о по-

линомах Мейкснера Mα
k (x).

1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПОЛИНОМАХ МЕЙКСНЕРА

Для q 6= 0 и произвольного α полином Мейкснера порядка n можно определить с помощью

равенства

Mα
n (x) = Mα

n (x, q) =
q−n

n!ρ(x)
∆n

{

ρ(x)x[n]
}

, (2)

где

ρ = ρ(x) = ρ(x;α, q) = qx Γ(x + α + 1)

Γ(x + 1)
(1 − q)α+1, x[n] = x(x − 1)...(x − n + 1).
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Хорошо известны следующие свойства полиномов Мейкснера [8]:

1◦ Ортогональность:

∑

x∈Ω0

Mα
k (x)Mα

n (x)ρ(x) = δnkhα
n(q) = δnk

(

n + α

n

)

q−nΓ(α + 1), 0 < q < 1, α > −1, (3)

где δnk — символ Кронекера. Из (3) следует,что ортонормированные полиномы Мейкснера имеют вид

mα
n(x) = {hα

n(q)}−
1
2 Mα

n (x).

В частности, при α = 0
∑

x∈Ω0

M0
k (x)M0

n(x)ρ(x; 0, q) = δnkh0
n(q); (4)

2◦ Явный вид:

Mα
n (x, q) =

(

n + α

n

) n
∑

k=0

(−n)k(−x)k

(α + 1)kk!

(

1 −
1

q

)k

;

3◦ Конечные разности:

∆Mα
n (x) = Mα

n (x + 1) − Mα
n (x) =

q − 1

q
Mα+1

n−1 (x),

∆rMα
n (x) =

(

q − 1

q

)r

Mα+r
n−r (x); (5)

4◦ Формула Кристоффеля–Дарбу:

K
α

q,n(x, y) =

n
∑

k=0

qkk!

Γ(k + α + 1)
Mα

k (x)Mα
k (y) =

(n + 1)!qn+1

Γ(n + α + 1)(q − 1)

Mα
n+1(x)Mα

n (y) − Mα
n (x)Mα

n+1(y)

x − y
;

5◦ Рекуррентные соотношения:

Mα
n+1(x) − Mα

n (x) = Mα−1
n+1 (x),

(n + 1)qMα
n+1(x) = [n(q + 1) + q(α + 1) + (q − 1)x]Mα

n (x) − (n + α)Mα
n−1(x), (6)

M−r
n (x) =

(n − r)!

n!

(

1

q
− 1

)r

(−x)rM
r
n−r(x − r), r — целое, 1 6 r 6 n. (7)

2. СМЕШАННЫЕ РЯДЫ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА

Смешанные ряды по полиномам Мейкснера впервые были введены в работах [8,13] как альтерна-

тивный рядам Фурье по тем же полиномам аппарат для одновременного приближения функций и их

разностных производных. Напомним определение этих рядов, следуя работе [8]. Пусть 0 < q < 1,

α > −1, 0 6 r — целое, l2,ρ(Ωr) — пространство дискретных функций g(x), заданных на Ωr и

таких, что
∑

Ω0
g2(x)ρ(x) < ∞. Рассмотрим дискретную функцию d(x) ∈ l2,ρ(Ωr). Из того, что

d(x) ∈ l2,ρ(Ωr), очевидно, следует, что функция ∆rd̄(x) = ∆rd(x − r) принадлежит пространству

l2,ρ(Ω0), поэтому мы можем определить коэффициенты Фурье –Мейкснера этой функции

dα
r,k =

∑

t∈Ω0

∆rd̄(t)mα
k (t, q)ρ(t). (8)

В [8] доказана следующая

Теорема 1. Пусть x ∈ Ωr, 0 < q < 1, α > −1, ρ = ρ(x) = ρ(x;α, q), d = d(x) ∈ l2,ρ, d̄(x) = d(x−r).

Тогда

d̄(x) =

r−1
∑

ν=0

γr,ν
x[ν]

ν!
+

(

q

q − 1

)r ∞
∑

k=0

dα
r,k

{hα
k (q)}1/2

Mα−r
k+r (x, q), (9)

где

γr,ν =

[

∆ν d̄(0) −
(q/(q − 1))r−ν

Γ(ν − r + α + 1)
×

∞
∑

k=0

dα
r,k

{hα
k (q)}1/2

Γ(k + α + 1)

Γ(k + r − ν + 1)

]

.
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Нам понадобится случай α = 0. При этом, если 0 6 ν 6 r − 1, то 1
Γ(ν−r+α+1) = 0, поэтому

γr,ν = ∆ν d̄(0).

Имеет место следующее следствие из теоремы 1.

Следствие 1. Пусть x ∈ Ωr, 0 < q < 1, ρ = ρ(x) = ρ(x; 0, q), d(x) ∈ l2,ρ(Ωr). Тогда

d(x) =

r−1
∑

ν=0

∆νd(−r)
(x + r)[ν]

ν!
+ (x + r)[r]

∞
∑

k=0

d0
r,k

(k + 1)r

Mr
k (x, q)

{h0
k(q)}1/2

. (10)

Правые части равенств (9) и (10) называются смешанными рядами по полиномам Мейкснера.

3. СПЕЦИАЛЬНЫЕ РЯДЫ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА

В работе [14] были введены специальные ряды по классическим полиномам Лагерра и исследо-

ваны аппроксимативные свойства их частичных сумм. В настоящей работе мы введем специальные

ряды по полиномам Мейкснера, которые являются дискретным аналогом специальных рядов по поли-

номам Лагерра. Следует отметить, что смешанный ряд (10) по полиномам Мейкснера M0
k (x) является

частным случаем специальных рядов по полиномам Мейкснера.

Пусть d(x) ∈ l2,ρ(Ωr),

Pr−1(x) = Pr−1(d, x) =

r−1
∑

ν=0

∆νd(−r)
(x + r)[ν]

ν!
, (11)

dr(x) =
d(x) − Pr−1(x)

(x + r)[r]
. (12)

Предположим, что для функции dr(x), определенной равенством (12), существуют коэффициенты

Фурье –Мейкснера:

d̂α
r,k =

∑

t∈Ω0

dr(t)ρ(t)mα
k (t) =

∑

t∈Ω0

d(t) − Pr−1(t)

(t + r)[r]
ρ(t)mα

k (t).

Тогда мы можем рассмотреть ряд Фурье –Мейкснера функции dr(x):

dr(x) ∼

∞
∑

k=0

d̂α
r,kmα

k (x). (13)

Если ряд (13) сходится к функции dr(x), то с учетом (12)

d(x) = Pr−1(x) + (x + r)[r]
∞
∑

k=0

d̂α
r,kmα

k (x). (14)

Это и есть специальный ряд по полиномам Мейкснера функции d(x). Если α = r, то ряд (14)

совпадает с рядом (10). Действительно, в силу (2), (8) и (7) имеем

d0
r,k =

∑

t∈Ω0

∆rd(t − r)m0
k(t, q)ρ(t; 0, q) =

=
q−k

k!(h0
k(q))1/2

∑

t∈Ω0

∆r(d(t − r) − Pr−1(t − r))∆k
{

ρ(t; 0, q)t[k]
}

=

=
(−1)rq−k

k!(h0
k(q))1/2

∑

t∈Ω0

(d(t) − Pr−1(t))∆
k+r

{

ρ(t; 0, q)t[k]
}

=

=
(−1)r(k + r)!

k!(h0
k(q))1/2(1 − q)−r

∑

t∈Ω0

(d(t) − Pr−1(t))ρ(t + r;−r, q)M−r
k+r(t + r) =

=
1

(h0
k(q))1/2(1 − q)−r

·

(

1 − q

q

)r
∑

t∈Ω0

(d(t) − Pr−1(t))ρ(t + r;−r, q)Mr
k (t)(t + r)[r] =

Математика 391



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2016. Т. 16, вып. 4

=
1

(h0
k(q))1/2

∑

t∈Ω0

d(t) − Pr−1(t)

(t + r)[r]
ρ(t; r, q)Mr

k (t) =
1

(h0
k(q))1/2

(hr
k(q))1/2d̂r

r,k.

В силу последнего равенства смешанный ряд (10) примет вид

d(x) =

r−1
∑

ν=0

∆νd(−r)
(x + r)[ν]

ν!
+ (x + r)[r]

∞
∑

k=0

(hr
k(q))1/2d̂r

r,k

(h0
k(q))1/2(k + 1)r

Mr
k (x, q)

(h0
k(q))1/2

=

= Pr−1(x) + (x + r)[r]
∞
∑

k=0

d̂r
r,kmr

k(x),

который совпадает со специальным рядом (14).

4. РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА M−r
k (x + r), ОРТОГОНАЛЬНЫМ ПО СОБОЛЕВУ

Пусть µ(x) = qx(1 − q), 0 < q < 1. Рассмотрим систему полиномов {ϕr,k(x)}
∞

k=0, в которой

ϕr,k(x) =
(x + r)[k]

k!
, 0 6 k 6 r − 1, (15)

ϕr,k(x) = akM−r
k (x + r), r 6 k, (16)

где ak =
q

k+r

2

(1 − q)r
.

Теорема 2. Полиномы ϕr,k(x) (k = 0, 1, . . .), определенные равенствами (15) и (16), образуют

полную в l2,µ(Ωr) ортонормированную систему относительно скалярного произведения (1).

Доказательство. Для полиномов ϕr,k(x) = akM−r
k (x + r) и ϕr,l(x) = alM

−r
l (x + r), k, l > r, с

учетом равенств (7), (5) и (4) имеем

〈ϕr,k, ϕr,l〉 = akal

r−1
∑

ν=0

∆νM−r
k (x + r)∆νM−r

l (x + r)

∣

∣

∣

∣

∣

x=−r

+

+akal

∑

x∈Ωr

∆rM−r
k (x + r)∆rM−r

l (x + r)µ(x) =

= akal

(

q − 1

q

)2r
∑

x∈Ωr

M0
k−r(x + r)M0

l−r(x + r)qx(1 − q) =

= δkl a2
k h0

k−r

(

q − 1

q

)2r

= δkl q−k+r

(

q
k+r

2

(1 − q)r

)2
(

q − 1

q

)2r

= δkl.

Далее, легко заметить, что 〈ϕr,k, ϕr,l〉 = δkl в случаях, когда k, l 6 r − 1 и k 6 r − 1, l > r. Это

означает, что система полиномов {ϕr,k(x)}
∞

k=0 ортонормирована в l2,µ(Ωr) относительно скалярного

произведения (1). Убедимся в ее полноте в l2,µ(Ωr). Для этого покажем, что если для некоторой

функции d(x) ∈ l2,µ(Ωr) и для всех k = 0, 1, . . . справедливы равенства 〈d, ϕr,k〉 = 0, то d(x) ≡ 0.

Действительно, если k 6 r− 1, то 〈d, ϕr,k〉 = ∆kd(−r). Учитывая, что 〈d, ϕr,k〉 = 0 дискретный аналог

формулы Тейлора для функции d(x)

d(x) = d(−r) +
∆d(−r)

1!
(x + r) + . . . +

∆r−1d(−r)

(r − 1)!
(x + r)[r−1] +

1

(r − 1)!

x−1
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]∆rd(t)

примет вид

d(x) =
1

(r − 1)!

x−1
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]∆rd(t). (17)

При k > r имеем

0 = 〈d, ϕr,k〉 = ak

∑

x∈Ωr

∆rd(x)∆rM−r
k (x + r)(1 − q)qx =
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= ak(1 − q)

(

q − 1

q

)r
∑

x∈Ωr

∆rd(x)M0
k−r(x + r)qx.

Из последнего равенства и из того, что полиномы m0
k(x + r) = (h0

k(q))−
1
2 M0

k (x + r) (k = 0, 1, . . .)

образуют базис в l2,ρ(Ωr) следует, что ∆rd(x) = 0. Поэтому в силу (17) d(x) ≡ 0. ¤

Пусть d(x) ∈ l2,µ(Ωr). Тогда мы можем определить коэффициенты Фурье этой функции

d̂k = 〈d, ϕr,k〉 = ∆kd(−r), 0 6 k 6 r − 1, (18)

d̂k = 〈d, ϕr,k〉 = ak

∑

t∈Ωr

∆rd(t)∆rM−r
k (t + r)(1 − q)qt, k > r (19)

и рассмотреть ее ряд Фурье

d(x) ∼
∞
∑

k=0

d̂kϕr,k(x) =
r−1
∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] +

∞
∑

k=r

d̂kakM−r
k (x + r). (20)

С другой стороны, из (19) и (8) с учетом (5) имеем

d̂k = ak

(

q − 1

q

)r
∑

t∈Ωr

∆rd(t)M0
k−r(t + r)(1 − q)qt =

= ak

(

q − 1

q

)r

(h0
k−r(q))

1/2
∑

t∈Ωr

∆rd(t)m0
k−r(t + r)(1 − q)qt = (−1)rd0

r,k−r. (21)

Из (20) и (21), учитывая (7), получаем

d(x) ∼
r−1
∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] + (−1)r

∞
∑

k=r

d0
r,k−rakM−r

k (x + r) =

=

r−1
∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] +

(−1)rqr

(1 − q)r

∞
∑

k=0

q
k

2 d0
r,kM−r

k+r(x + r) =

=

r−1
∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] + (x + r)[r]

∞
∑

k=0

d0
r,kMr

k (x)

(k + 1)r(h0
k(q))1/2

. (22)

Сравнивая ряды (10) и (22), заключаем, что смешанный ряд по полиномам Мейкснера M0
k (x) совпада-

ет с рядом Фурье по системе полиномов {ϕr,k(x)}
∞

k=0 , ортонормированной относительно скалярного

произведения (1). Это позволяет использовать при исследовании аппроксимативных свойств ряда (20)

методы, разработанные в работах [8, 13] при решении аналогичной задачи для смешанных рядов по

полиномам Мейкснера.

Автор искренне благодарит И. И. Шарапудинова за плодотворные беседы, результатом которых

явилась настоящая работа.
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The Fourier Series of the Meixner Polynomials Orthogonal with Respect
to the Sobolev-type Inner Product

R. M. Gadzhimirzaev

Ramis M. Gadzhimirzaev, Dagestan Scientific Center RAS, 45, M. Gadzhieva str., 367032, Makhachkala, Russia,

ramis3004@gmail.com

In this paper we consider the system of discrete functions {ϕr,k(x)}∞
k=0 , which is orthonormal with respect to the Sobolev-type

inner product

〈f, g〉 =

r−1
∑

ν=0

∆ν
f(−r)∆ν

g(−r) +
∑

t∈Ωr

∆r
f(t)∆r

g(t)µ(t),

where µ(t) = qt(1−q), 0 < q < 1. It is shown that the shifted classical Meixner polynomials
{

M−r
k (x + r)

}∞

k=r
together with

functions
{

(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0
form a complete orthogonal system in the space l2,µ(Ωr) with respect to the Sobolev-type inner product.

It is shown that the Fourier series on Meixner polynomials
{

akM−r
k (x + r)

}∞

k=r
(ak— normalizing factors), orthonormal in terms

of Sobolev, is a special case of mixed series on Meixner polynomials. Some new special series on Meixner orthogonal polynomials

Mα
k (x) with α > −1 are considered. In the case when α = r these special series coincide with mixed series on Meixner

polynomials M0
k (x) and Fourier series on the system

{

akM−r
k (x + r)

}∞

k=r
orthonormal with respect to the Sobolev-type inner

product.

Key words: Meixner polynomials, mixed series, special series, Sobolev-type inner product, Sobolev orthogonal polynomials.
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОДНОГО КЛАССА РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ
С РАСТУЩИМ ПОТЕНЦИАЛОМ
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В работе метод подобных операторов применяется для спектрального анализа разностного замкнутого оператора вида

(A x)(n) = x(n + 1) + x(n − 1) − 2x(n) + a(n)x(n), n ∈ Z, рассматриваемого в гильбертовом пространстве

l2(Z) двусторонних последовательностей комплексных чисел с растущим потенциалом a : Z → C. Получены асимп-

тотики собственных значений, собственных векторов, оценки равносходимости спектральных разложений для исследу-

емого оператора и оператора умножения на последовательность a : Z → C. Для исследования рассматриваемого

оператора он представляется в виде A − B, где (Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z) с естественной обла-

стью определения. Этот оператор является нормальным с известными спектральными свойствами и выступает в качестве

невозмущенного оператора в методе подобных операторов. В качестве возмущения выступает ограниченный оператор

(Bx)(n) = −x(n + 1) − x(n − 1) + 2x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z).

Ключевые слова: метод подобных операторов, спектр, разностный оператор, спектральные проекторы.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-395-402

c© Гаркавенко Г. В., Ускова Н. Б., 2016


