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В работе метод подобных операторов применяется для спектрального анализа разностного замкнутого оператора вида

(A x)(n) = x(n + 1) + x(n − 1) − 2x(n) + a(n)x(n), n ∈ Z, рассматриваемого в гильбертовом пространстве

l2(Z) двусторонних последовательностей комплексных чисел с растущим потенциалом a : Z → C. Получены асимп-

тотики собственных значений, собственных векторов, оценки равносходимости спектральных разложений для исследу-

емого оператора и оператора умножения на последовательность a : Z → C. Для исследования рассматриваемого

оператора он представляется в виде A − B, где (Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z) с естественной обла-

стью определения. Этот оператор является нормальным с известными спектральными свойствами и выступает в качестве

невозмущенного оператора в методе подобных операторов. В качестве возмущения выступает ограниченный оператор

(Bx)(n) = −x(n + 1) − x(n − 1) + 2x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z).
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим гильбертово пространство двусторонних комплексных последовательностей l2(Z) со

скалярным произведением (x, y) =
∞
∑

n=−∞
x(n)y(n), где x, y ∈ l2(Z), x : Z → C, y : Z → C, и нор-

мой ‖x‖ =

(

∞
∑

n=−∞
|x(n)|2

)1/2

, порождённой этим скалярным произведением. В пространстве l2(Z)

зададим линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ l2(Z) → l2(Z) формулой

(Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ D(A) (1)

с областью определения D(A) ⊂ l2(Z) вида

D(A) =

{

x ∈ l2(Z) :
∑

n∈Z

|a(n)|2|x(n)|2 < ∞

}

,

где a : Z → C — последовательность, обладающая свойствами:

1) a(i) 6= a(j) при i 6= j, i, j ∈ Z;

2) lim
|n|→∞

|a(n)| = ∞;

3) 0 < di = infi6=j |a(i) − a(j)| → ∞, |i| → ∞.

Символом ρ(A) обозначим резольвентное множество оператора A, а символом σ(A) — его спектр.

Из условий на последовательность a : Z → C следует, что σ(A) = {a(n), n ∈ Z}, т. е. спектр

оператора A состоит из простых изолированных собственных значений. Если число λ0 не совпадает

ни с одним a(n), то λ0 ∈ ρ(A), и оператор (A − λ0I)−1 : l2(Z) → l2(Z) действует по формуле

((A − λ0I)−1x)(n) = ((a(n) − λ0)
−1x)(n), n ∈ Z. Такой оператор является нормальным компактным

оператором. Поэтому оператор A также является нормальным оператором.

Рассмотрим самосопряженный ограниченный оператор B : l2(Z) → l2(Z) вида

(Bx)(n) = −2x(n) + x(n + 1) + x(n − 1), n ∈ Z, x ∈ l2(Z). (2)

Рассматриваемый класс разностных операторов и их матриц соответствует уравнениям Штурма–

Лиувилля при их дискретизации [1].

Основные результаты статьи содержатся в следующих теоремах.

Теорема 1. Существует такое целое число k > 0, что спектр σ(A − B) оператора A − B

представим в виде

σ(A − B) = σ(k) ∪ (∪|i|>kσi), (3)

где σ(k) содержит не более чем 2k + 1 собственных значений, σi = {µi}, |i| > k — одноточечные

множества, и имеют место следующие асимптотические формулы:

µi = a(i) + 2 + O(d−1
i ), (4)

µi = a(i) + 2 −
a(i + 1) − 2a(i) + a(i − 1)

(a(i + 1) − a(i))(a(i − 1) − a(i))
+ O(d−2

i ), |i| > k. (5)

Соответствующие собственные векторы ẽi, |i| > k, образуют базис Рисса в l2(Z) и допускают

асимптотическую оценку

‖ẽi − ỹi‖ 6 Cd−2
i ,

где

ỹi(j) =











1, i = j,

(a(i ± 1) − a(i))−1, j = i ± 1,

0, в остальных случаях,

C > 0 — некоторая константа.

Обозначим символом Pn, n ∈ Z, проектор Рисса, построенный по спектральному множе-

ству {a(n)}, n ∈ Z, оператора A, т.е. Pn = P ({a(n)}, A), а символом P̃n, n ∈ Z, проектор

P̃n = P ({µn}, A − B). Здесь числа µn, |n| > k, определяются формулами (4) или (5).
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Теорема 2. Для спектральных проекторов P̃i, |i| > k имеют место оценки

‖P̃i − Pi‖ = O(d−1
i ), |i| > k, (6)

‖
N

∑

i>m

P̃i −
N

∑

i>m

Pi‖ = O(d−1
i ), (7)

где m > k, N > m, N ∈ N. Имеют место следующие оценки равносходимости спектральных

разложений:

‖P (σ(k), A − B) +

l
∑

|i|>k

P̃i −

l
∑

i=−l

Pi‖ = O(d−1
l ), (8)

где l > k и множество σ(k) определено в теореме 1.

Исследовать оператор A − B будем методом подобных операторов, который и изложим в адап-

тированном для рассматриваемого случая виде. Отметим, что для анализа спектральных свойств

операторов, близких к оператору A − B, метод подобных операторов ранее не применялся.

1. О МЕТОДЕ ПОДОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Метод подобных операторов берёт начало из работ А. Пуанкаре, А. А. Ляпунова, Н. М. Крылова,

Н. Н. Боголюбова, К. Фридрихса, Р. Тернера и окончательно оформляется в работах А. Г. Баскако-

ва [2–5]. Мы будем придерживаться идеологии и методологии работы [5]. Обычно метод подобных

операторов применяется для получения спектральных характеристик дифференциальных операторов

(см. например [6–11]).

Линейные операторы, действующие в пространстве операторов, будем согласно терминологии

М. Г. Крейна называть трансформаторами. Наиболее важным понятием метода подобных операто-

ров является понятие допустимой тройки.

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство и EndH — банахова алгебра ограниченных

линейных операторов, действующих в H.

Определение 1 (см. [5]). Пусть J : EndH → EndH, Γ : EndH → EndH — трансформаторы.

Тройку (EndH, J,Γ) назовём допустимой для невозмущенного оператора A, а EndH — допусти-

мым пространством возмущений, если

1) J и Γ — непрерывные трансформаторы, причём J — проектор;

2) (ΓX)(D(A)) ⊂ D(A), при этом

AΓX − ΓXA = X − JX, X ∈ EndH (9)

и Y = ΓX ∈ EndH — единственное решение уравнения AY − Y A = X − JX, удовлетворяющее

условию JY = 0;

3) существует постоянная γ > 0 такая, что ‖Γ‖ 6 γ, max{‖XΓY ‖, ‖ΓXY ‖} 6 γ‖X‖‖Y ‖;

4) для любого X ∈ EndH и ǫ > 0 существует λǫ ∈ ρ(A) такое, что ‖X(A − λǫI)−1‖ < ǫ.

Теорема 3 (см. [5]). Пусть (EndH, J,Γ) — допустимая тройка для оператора A : D(A) ⊂ H →

→ H и B — некоторый оператор из EndH. Тогда если γ‖B‖ < 1/4, то оператор A − B подобен

оператору A − JX∗, где оператор X∗ ∈ EndH является решением нелинейного операторного

уравнения

X = BΓX − (ΓX)(JB) − (ΓX)J(BΓX) + B. (10)

Решение X∗ может быть найдено методом простых итераций X0 = 0, X1 = B, .... (Опера-

тор Φ: EndH → EndH, определённый правой частью равенства (10), является сжимающим в

шаре {X ∈ EndH : ‖X − B‖ < 3‖B‖}). Преобразование подобия оператора A − B в оператор

A − JX∗ осуществляет оператор I + ΓX∗ ∈ EndH.
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2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ ИСХОДНОГО ОПЕРАТОРА

В этом параграфе символом H будет обозначаться гильбертово пространство l2(Z). Отметим, что в

дальнейшем удобно будет пользоваться матричным представлением операторов A и B, определённых

формулами (1) и (2) соответственно.

Собственными векторами оператора A являются базисные векторы en, n ∈ Z, а соответствующие

спектральные проекторы задаются формулой Pnx = (x, en)en.

Представим оператор A − B в виде A − B = Ã − B̃, где (Ãx)(n) = a(n)x(n) + 2x(n),

(B̃x)(n) = x(n − 1) + x(n + 1). Очевидно, что D(A) = D(Ã). Тогда σ(Ã) = {a(n) + 2, n ∈ Z}, соб-

ственные векторы и спектральные проекторы у оператора Ã те же, что и у оператора A. B̃ ∈ EndH,

‖B̃‖ = 2, и главная диагональ у матрицы оператора B̃ нулевая.

Перейдём к определению трансформаторов J : EndH → EndH и Γ : EndH → EndH. Положим

JX =
∑

n∈Z

PnXPn, X ∈ EndH.

Очевидно, что трансформатор J диагонализует матрицу оператора X и JB̃ = 0 в силу определения

оператора B̃.

Перепишем равенство (9) для матричных элементов матрицы Y = (ylm), где Y = ΓX:

a(l)ylm − ylma(m) = xlm, l 6= m,

откуда

ylm =
xlm

a(l) − a(m)
(11)

и yll = 0, l ∈ Z. Так как a(l) 6= a(m) при l 6= m, то формула (11) корректна. Таким образом, матричные

элементы оператора Y = ΓX определены. При этом Y ∈ EndH и

‖Y ‖ =
∑

p

‖Yp‖ 6 c(min
i 6=j

|a(i) − a(j)|)−1
∑

p

‖Xp‖ = c(min
i6=j

|a(i) − a(j)|)−1‖X‖.

Здесь для вычисления нормы оператора ΓX используется оценка нормы оператора, обратного к опе-

ратору коммутирования. Эта оценка является следствием более общих оценок, приводимых в [2, тео-

рема 1.3]. В случае если A — самосопряженный оператор, c = π/2 [2, теорема 1.3, а]. В случае

если A — нормальный оператор, точное значение константы c неизвестно, известны лишь её оценки:

c < 5 [2, теорема 1.3, б]. Так как мы далее получаем асимптотические оценки, то в дальнейшем

изложении эти оценки не используются.

Пусть Qk =
∑

|i|6k

Pi. Наряду с трансформаторами J и Γ рассмотрим семейство трансформаторов Jk

и Γk, k > 0, задаваемых формулами

JkX =
∑

|i|>k

PiXPi + QkXQk, (12)

ΓkX = ΓX − Γ(QkXQk) = ΓX − Qk(ΓX)Qk. (13)

Ясно, что J0X = JX, Γ0X = ΓX.

Замечание 1. Из формул (11)–(13) следует, что операторы J,Γ и Jk,Γk не изменятся, если вместо

оператора Ã рассматривать оператор Ã − λ0I, где λ0 ∈ ρ(Ã). Отметим, что D(Ã) = D(Ã − λ0I).

Лемма 1. Тройка (End l2(Z), Jk,Γk) является допустимой для оператора Ã тройкой при любом

k > 0.

Доказательство. Выполнение условия 1) и равенства (9) определения 1 вытекает непосредственно

из построения операторов Jk : EndH → EndH и Γk : EndH → EndH, k > 0.

Проверим выполнение условия (ΓX)(D(Ã)) ⊂ D(Ã), для этого нам потребуется семейство про-

екторов Qn =
∑

|i|6n

Pi, где n > k, n → ∞. Возьмем x ∈ l2(Z). В случае когда Ã является обра-

тимым оператором, имеем Ã−1x ∈ D(Ã). Пусть x0 = ΓkXÃ−1x, покажем, что x0 ∈ D(Ã). Рас-

смотрим семейство операторов Ã(QnΓkX)Ã−1, k > 0, и представим их на векторе x ∈ l2(Z) в
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виде yn = Ã(QnΓkX)Ã−1x = QnΓkXx + Qn(X − JkX)Ã−1x. Так как lim
n→∞

QnΓkXx = ΓkXx,

lim
n→∞

Qn(X − JkX)Ã−1x = (X − JkX)Ã−1x, то lim
n→∞

yn = Ã(ΓkX)Ã−1x = y0, y0 ∈ l2(Z). Тогда в

силу замкнутости оператора Ã имеем x0 ∈ D(Ã) и Ãx0 = y0.

Если же оператор Ã необратим, то при доказательстве вместо Ã рассмотрим оператор Ã − λ0I,

λ0 ∈ ρ(Ã), и учтем замечание 1.

Перейдем к условию 3) определения 1.

Элементы матрицы оператора ΓkX также определяются формулой (11) при max{l,m} > k и

ylm = 0, в противном случае, или при l = m, что следует из формулы (13) (т. е. у матрицы опе-

ратора ΓkX нулевая главная диагональ и центральный блок размера 2k + 1).

Для получения оценок на норму оператора Γk снова обратимся к работе [2] и рассмотрим оператор

adAY = AY − Y A, Y ∈ EndH. Представим пространство EndH как прямую сумму подпространств

EndH = Im Jk ⊕Ker Jk и adA| Im Jk
= 0, обозначим adA|Ker Jk

= Ak. Тогда опять же из [2] получаем,

что ΓkX = A−1
k , и так как σ(Ak) = {λi − λj}, где i > k или (и) j > k, то ‖Γk‖ = ‖A−1

k ‖ 6
c

dk
.

Так как XΓkY ∈ EndH, ‖(ΓkX)Y ‖ 6 ‖Γk‖‖X‖‖Y ‖ = γk‖X‖‖Y ‖, ‖X(ΓkY )‖ 6 ‖Γk‖‖X‖‖Y ‖ =

= γk‖X‖‖Y ‖, то условие 3) определения 1 выполнено.

Условие 4) выполняется ввиду того что величину ‖(Ã − λεI)−1‖ можно сделать малой за счёт

подходящего выбора числа λε ∈ ρ(Ã). А именно λε берём такое, что ρ(λε, σ(Ã)) >
1

ε‖X‖
. Здесь через

ρ(λε, σ(Ã)) обозначено расстояние от точки λε до спектра оператора Ã. ¤

Теорема 4. Существует такое k > 0, что оператор Ã − B̃ подобен оператору блочно-

диагонального вида Ã − JkX∗, т. е.

(Ã − B̃)(I + ΓkX∗) = (I + ΓkX∗)(Ã − JkX∗),

где оператор X∗ есть решение уравнения (9) с Γk и Jk и возмущением B̃.

Так как по условию dn → ∞ при n → ∞, то теорема 4 вытекает из леммы 1 и теоремы 3.

Замечание 2. Оператор B̃ таков, что JB̃ = 0, JkB̃ 6= 0. Матрица оператора B̃ΓB̃ имеет пятидиа-

гональную структуру, у неё являются ненулевыми −2, 0, 2 диагонали, остальные диагонали равны ну-

лю. Кроме того, непосредственно из определения операторов Jk и Γk следует, что Jk((ΓkX∗)JkB̃) = 0

и Jk((ΓkX∗)Jk(B̃ΓkX∗)) = 0.

Если X = (xij), то элементами матрицы оператора B̃ΓX = Z являются числа (при j 6= i ± 1)

zij =
x(i−1)j

a(i − 1) − a(j)
+

x(i+1)j

a(i + 1) − a(j)
,

а оператор B̃ΓkX∗ отличается от B̃ΓX∗ на оператор конечного ранга. Поэтому

|zij | = cd−1
j , |zii| = cd−1

i , |i|, |j| > k, j 6= i ± 1.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство теоремы 1. Из подобия операторов A − B и Ã − JkX∗ следует, что спектр опе-

ратора A−B (и Ã− JkX∗) допускает представление (3), где σi = σ(Ai) и Ai = (a(i) + 2)I −PiX∗|Hi
,

|i| > k, Hi = Im Pi. Таким образом, для асимптотической оценки собственных значений оператора

Ã − B̃ нам нужен оператор PiX∗|Hi
, но нам известен не сам оператор X∗, а последовательные при-

ближения к нему, причём первым приближением является оператор B̃. Второе приближение имеет

вид B̃ΓkB̃ − ΓkB̃JkB̃ − ΓkB̃Jk(B̃ΓkB̃) (и так далее).

Представим оператор PiX∗|Hi
в виде (PiB̃ + Pi(X∗ − B̃))|Hi

, при этом PiB̃|Hi
= 0, |i| > k. Из

уравнения (10) следует, что

X∗ − B̃ = B̃ΓkX∗ − (ΓkX∗)Jk(B̃ΓkX∗),

при этом Pi(X∗ − B̃)|Hi
= Pi(B̃ΓkX∗)|Hi

. Здесь учтено замечание 2, следовательно,

‖Pi(B̃ΓkX∗)|Hi
‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

∑

l

B̃il(ΓkX∗)li

∥

∥

∥

∥

∥

6 ‖B̃‖ ‖X∗‖d
−1
i .
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Таким образом, оценка (4) имеет место. Оценка (5) устанавливается аналогично, если в каче-

стве X∗ берём второе приближение к нему и учитываем, что

Pi(B̃ΓkB̃)|Hi
=

(

1

a(i − 1) − a(i)
+

1

a(i + 1) − a(i)

)

I, |i| > k.

Перейдём к оценкам собственных векторов. Так как ΓkX∗ ∈ EndH при всех k > 0, то собственные

векторы оператора A − B образуют базис Рисса в пространстве H. Опять же из подобия операторов

следуют соотношения

ẽi = (I + ΓkX∗)ei = ei + ΓkB̃ei + Γk(X∗ − B̃)ei = ỹi + Γk(X∗ − B̃)ei, |i| > k,

‖ẽi − ỹi‖ 6 ‖Γk(X∗ − B̃)ei‖ = ‖(Γk(BΓkX∗ − (ΓkX∗)JkB − ΓkX∗Jk(BΓkX∗)))ei‖ 6 O(d−2
i ),

где ẽi — собственный вектор оператора A−B, отвечающий собственному значению µi, определенному

формулой (4), а ei — собственный вектор оператора Ã, отвечающий собственному значению a(i) + 2,

|i| > k. Отметим, что ei также является вектором стандартного базиса пространства l2(Z). Так как

ΓkB̃ei есть i-столбец матрицы ΓkB̃, то

ΓkB̃ei =

{

0, ..., 0,
1

a(i − 1) − a(i)
, 0,

1

a(i + 1) − a(i)
, 0, ...

}

,

и вектор ỹi = ei + ΓkB̃ei определяется формулой (|i| > k)

ỹi(k) =











1, i = k,

(a(i ± 1) − a(i))−1, k = i ± 1,

0, в остальных случаях,

при этом ‖ẽi − ỹi‖ = O(d−2
i ). ¤

Лемма 2. Пусть имеет место теорема 1. Для спектральных проекторов P̃i = P ({µi}, A−B)),

|i| > k, и Q̃k =
∑

|i|6k

P̃i имеют место формулы

P̃i = PiU
−1 + ΓX∗PiU

−1, |i| > k, U = I + ΓX∗, (14)

Q̃k = QkU−1 + ΓX∗QkU−1, (15)

P̃i − Pi = (ΓkX∗Pi − PiΓkX∗)U
−1, |i| > k, (16)

Q̃k − Qk = (ΓkX∗Qk − QkΓkX∗)U
−1, (17)

Доказательство. Из подобия операторов Ã − B̃ и Ã − JkX∗ следует, что спектральные проекто-

ры Pi, |i| > k, оператора Ã (или оператора A) и спектральные проекторы P̃i = P (σ̃i, Ã − B̃) связаны

равенством

P̃i = (I + ΓkX∗)Pi(I + ΓkX∗)
−1,

откуда и следуют формулы (14), (16). Аналогично получаются формулы (15), (17) для проек-

тора Qk. ¤

Доказательство теоремы 2. Из леммы 2 следует, что

‖P̃i − Pi‖ 6 c(‖ΓkX∗Pi‖ + ‖PiΓkX∗‖)‖U
−1‖

и

‖PiΓkX∗‖ = O(d−1
i ), ‖ΓkX∗Pi‖ = O(d−1

i ),

поэтому верно (6).

Обозначим символом Ω произвольное множество из Z\{−k, ...,−1, 0, 1, ..., k}. Для множества

△ = △(Ω) = {λn, n ∈ Ω} проектор Рисса P (△, A) определим равенством P△x = P (△, A)x =
∑

n∈Ω

Pnx,

x ∈ H. Аналогично △̃ = △̃(Ω) = {µn, n ∈ Ω}, P̃△x = P (△̃, A)x =
∑

n∈Ω

P̃nx, x ∈ H.
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Из подобия операторов Ã − B̃ и Ã − JkX∗ следуют равенства

P̃△ = (I + ΓkX∗)P△(I + ΓkX∗)
−1,

P̃△ − P△ = (ΓkX∗P△ − P△ΓkX∗)(I + ΓkX∗)
−1.

Следовательно,

‖P̃△ − P△‖ 6 ‖(I + ΓkX∗)
−1‖(‖ΓkX∗P△‖ + ‖P△ΓkX∗‖).

Оператор (I+ΓkX∗)
−1 ограничен, а нормы ‖ΓkX∗P△‖, ‖P△ΓkX∗‖ оцениваются величиной C(d(Ω))−1,

где d(Ω) = min
i∈Ω

di, ‖P̃△ − P△‖ = O(d−1(Ω)). В формуле (7) берем в качестве Ω множества

Ω = {m,m + 1, ..., N}, m > k, N > k. А в формуле (8) Ω = {n : |n| > l}, где l > k. ¤

Определение 2 (см. [12]). Пусть C : D(C) ⊂ H → H — линейный оператор, спектр которого

представим в виде объединения

σ(C) = ∪k∈Zσk (18)

взаимно непересекающихся компактных подмножеств из σk, k ∈ Z, и Pk — проектор Рисса, постро-

енный по множеству σk. Оператор C называется спектральным относительно разложения (18) или

обобщенно спектральным, если ряд
∑

k∈Z

Pkx сходится для любого вектора x ∈ H.

Отметим, что если σk = {λk}, k ∈ Z, — одноточечные множества, а проекторы Pk, k > 0, обладают

свойством CPk = λkPk, k ∈ Z, исключая конечное число, то оператор C является спектральным по

Данфорду, причём C — спектральный оператор скалярного типа, если CPk = λkPk при всех k ∈ Z.

Следствие 1. Оператор A − B является спектральным относительно разложения (3).

Пример. Пусть числа a(n), n ∈ Z, таковы, что a(n) = c1 · sign(n)|n|α + c2, α > 1, и оператор B

определен равенством (2). Тогда имеют место теоремы 1 и 2 об асимптотической оценке собственных

векторов, собственных значений и спектральных проекторов оператора A − B. Заметим, что в этом

случае di = c3|i|
α−1, α > 1, di → ∞ при |i| → ∞.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-00197).
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Spectral Analysis of a Class of Difference Operators with Growing Potential
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The similar operator method is used for the spectral analysis of the closed difference operator of the form

(A x)(n) = x(n + 1) + x(n − 1) − 2x(n) + a(n)x(n), n ∈ Z under consideration in the Hilbert space l2(Z) of bi-

lateral sequences of complex numbers, with a growing potential a : Z → C. The asymptotic estimates of eigenvalue, eigenvectors,

spectral estimation of equiconvergence applications for the test operator and the operator of multiplication by a sequence a : Z → C.

For the study of the operator, it is represented in the form of A − B, where (Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z) with the

natural domain. This operator is normal with known spectral properties and acts as the unperturbed operator in the method of similar

operators. The bounded operator (Bx)(n) = −x(n + 1) − x(n − 1) + 2x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z), acts as the perturbation.

Key words: similar operator method, spectrum, difference operator, spectral projections.
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