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ПРИЗНАК ДИНИ – ЛИПШИЦА ДЛЯ ОБОБЩЁННЫХ СИСТЕМ ХААРА

В. И. Щербаков

Щербаков Виктор Иннокентьевич, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры математического анализа,

Московский технический университет связи и информатики (МТУСИ), kafmathan@mail.ru (для В. И. Щербакова)

B работе рассматриваются обобщённые системы Хаара, порождённые (вообще говоря, неограниченной) последовательно-

стью {pn}
∞

n=1 и определённые на модифицированном отрезке [0, 1]∗, т. е. на отрезке [0, 1] c «раздвоенными» {pn} —

рациональными точками. Основной результат данной работы — установление поточечной оценки между абсолютной

величиной разности между непрерывной в заданной точке функции и её n-й частичной суммой Фурье и «поточечным»

модулем непрерывности (это понятие (поточечный модуль непрерывности ωn(x, f)) также определяется в данной работе)

заданной функции. На основании этой «поточечной» оценки устанавливается равномерная оценка абсолютной величины

разности между функцией и её частичными суммами Фурье и модулем непрерывности данной функции. Установлено

также достаточное условие поточечной и равномерной ограниченности частичных сумм Фурье по обобщённой системе

Хаара для заданной непрерывной функции. На основании этих оценок устанавливается признак сходимости ряда Фурье

по обобщённой системе Хаара, аналогичный признаку Дини – Липшица. Показана также неулучшаемость полученного в

работе условия. Для любых {pn}
∞

n=1 c sup
n

pn = ∞ построен пример непрерывной на [0, 1]∗ функции, ряд Фурье

которой по обобщённой системе Хаара, порождённой последовательностью {pn}, ограниченно расходится в некоторой

фиксированной точке. Данный результат может быть применён и на нульмерных компактных абелевых группах.

Ключевые слова: абелева группа, модифицированный отрезок [0; 1], непрерывность на модифицированном отрезке [0; 1],
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1. ВВЕДЕНИЕ. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть N — множество целых неотрицательных чисел, p0 = 1, {pn}∞n=1 — целочисленная последо-

вательность с pn > 2, mn =
n∏

k=0

pk, n ∈ N. Всякое число n ∈ N \ {0} единственным образом можно

представить в виде

n =

s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)

где ak, s и n′ — целые с 0 6 ak 6 pk+1−1, 1 6 as 6 ps+1−1 (т. е. ms 6 n 6 ms+1−1) и 0 6 n′ 6 ms−1.

Рассмотрим систему целочисленных последовательностей G = {{xn}∞n=1|xn ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}} c

операцией +̇ покоординатного сложения по модулю pn : {xn}+̇{yn} = {(xn + yn) mod pn}, относи-
тельно которой G является абелевой группой, пусть «−̇» — обратная операция.

Окрестностями нуля в G являются подгруппы Gn = {{xk}∞k=1 ∈ G| x1 = x2 = . . . = xn = 0},
G0 = G, смежные классы x+̇Gn будут окрестностями точки x ∈ G. Подгруппы Gn образуют убыва-

ющую последовательность

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . ,

∞⋂

n=0

Gn = {0G},

c© Щербаков В. И., 2016
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и фактор-группа Gn−1/Gn имеет порядок pn (n ∈ N \ {0}, 0G — нулевой элемент группы G, то есть

0G = {0, 0, . . . , 0, . . .}) . Таким образом, G стала нульмерной компактной абелевой группой, которую

часто называют группой Виленкина [1, 2].

Относительно топологии, заданной цепочкой подгрупп (Gn), определяется предел и непрерывность

на G.

Обозначим

ωn(x, f) = sup
t∈Gn

|f(x+̇t) − f(x)| и ωn(f) = sup
x∈G

ωn(x, f). (2)

Невозрастающую последовательность {ωn(f)}∞n=0 называют модулем непрерывности функ-

ции f(t). Очевидно, что lim
n→∞

ωn(f) = 0, если f(t) непрерывна на G.

Отображение

M : x = {xn}∞n=1 7→ M(x) =
∞∑

n=1

xk

mk
(3)

переводит группу G на отрезок [0, 1] с нарушением взаимной однозначности в pn-ично рациональных

точках. Его иногда называют отображением Монна [3,4]. Последовательности

x = {l1, l2, . . . , ln−1, ln, 0, 0, . . .}, (4)

y = {l1, l2, . . . , ln−1, ln − 1, pn+1 − 1, pn+2 − 1, . . . , pn+k − 1, . . .} (5)

при отображении Монна переходят в одно и то же число l/mn. Если это число l/mn считать дважды:

как правое (4), так и левое (5), то отрезок [0, 1] c такими точками называют модифицированным

отрезком и обычно обозначают через [0, 1]∗ . Такой модифицированный отрезок является геометри-

ческой моделью группы Виленкина.

Меру µ на G вначале определяют на полукольце смежных классов x+̇Gn как µ(x+̇Gn) = 1/mn и

затем продолжают по схеме Каратеодори. Полученная таким образом мера инвариантна относительно

сдвигов и на борелевских множествах совпадает с мерой Хаара. Эту меру будем обозначать через dx.
По данной мере по схеме Лебега строится абсолютно сходящийся интеграл

∫

G
f(x) dx.

Положим en = {0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

, 1, 0, 0, . . .}. Систему {en}∞n=1(e1 = {1, 0, 0, . . . , 0, . . .}) назовём базисной.

Очевидно, что для x = {xn}∞n=1 ∈ G справедливо равенство

x = x1e1+̇x2e2+̇ . . . +̇xnen+̇ . . .

(len = {0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

, l, 0, 0, . . .} ). Используя базисную последовательность {en}∞n=1, имеем

Gn =

pn+1−1
⋃

j=0

(jen+1+̇Gn) и G = G0 =

p1−1
⋃

j1=0

. . .

pn−1
⋃

jn=0

(j1e1+̇j2e2+̇ . . . +̇jnen+̇Gn).

Смежный класс j1e1+̇j2e2+̇ . . . +̇jnen+̇Gn при отображении Монна переходит в отрезок
[

k
mn

, k+1
mn

]

,

где k связано с числами j1, . . . , jn равенством

k = jn + jn−1pn + jn−2pn−1pn + . . . + j1p2 . . . pn, jl ∈ 0; pl − 1.

Далее будем обозначать len+̇Gn = Gl,n, l ∈ 0, pn − 1. Очевидно, что

M(Gl,n) =

[
l

mn
,
l + 1

mn

]

и M(Gn \ Gn+1) =

[
1

mn+1
,

1

mn

]

. (6)

Положим

x̃0 = 0, x̃n =

n∑

k=1

xk

mk
. (7)
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2. ОБОБЩЁННЫЕ СИСТЕМЫ ХААРА И УОЛША

Пусть (названия систем даются в п. 7.1) Ψ = {ψn(x)}∞n=0, где ψ0(x) ≡ 1, rk(x) = ψmk
(x) =

= exp 2iπxk+1

pk+1
, если k = 0, 1, 2, . . . и ψn(x) =

s∏

k=0

(rk(x))ak , где ak и s определены формулой (1). Как

будет сказано в п. 7.1, иногда rk(x) называют функциями Радемахера. Пусть {ψn(x)}∞n=0 — полная

ортонормированная система непрерывных на группе G функций со свойствами

ψn(x+̇y) = ψn(x) × ψn(y), |ψn(x)| ≡ 1. (8)

Рассмотрим ещё одну полную ортонормированную систему непрерывных на группе G кусочно-

постоянных функций

Γ = {γn(x)}∞n=0 : γ0(x) ≡ 1,

γn(x) = γasms+n′(x) =







√
ms exp

2iπasxs+1

ps+1
, если n′ = x̃sms,

0, если n′ 6= x̃sms,
(9)

где x̃s определены формулой (7), а s, as, n′ — равенством (1).

3. ЯДРА ДИРИХЛЕ ПО ОБОБЩЁННЫМ СИСТЕМАМ ХААРА И УОЛША И ИХ ВЗАИМОСВЯЗЬ

Напомним, что n-е ядро Дирихле по ортонормированной системе функций {ϕn(x)}∞n=0 вычисля-

ется по формуле

Dn(x) =
n−1∑

k=0

ϕk(x)ϕk(t).

Так как |ψn(x)| ≡ 1, то ψk(t) = 1
ψk(t) = ψk(−̇t), и, используя формулу (8), для системы Ψ имеем

Dn(x, t) =

n−1∑

k=0

ψk(x)ψk(t) =

n−1∑

k=0

ψk(x−̇t) = Dn(x−̇t),

т. е. здесь можно считать, что

Dn(x) =

n−1∑

k=0

ψk(x), (10)

и тогда Dn(−̇x) = Dn(x).
В дальнейшем ядра Дирихле по системе Ψ будем обозначать как Dn(x−̇t) (либо Dn(x)(как функ-

цию одной переменной)), а по системам Γ — как Dn(x, t).
Справедливы следующие теоремы (см. [5, равенства (22), (23)].

Теорема A. Ядра Дирихле для систем Ψ = {ψn(x)}∞n=0 и Γ = {γn(x)}∞n=0 с номерами jmn

(j = 1, 2, . . . , pn+1 − 1) совпадают, т. е.

Djmn
(x, t) = Djmn

(x−̇t). (11)

Теорема B. Для систем Γ = {γn(x)}∞n=0 либо Dn(x, t) = Dasms+n′(x, t) = Dasms
(x, t), либо

Dn(x, t) = Dasms+n′(x, t) = D(as+1)ms
(x, t), a точнее

Dn(x, t) =







Dasms
(x, t), если x−̇t ∈ Gs, n′ 6 x̃sms = t̃sms,

D(as+1)ms
(x, t), если x−̇t ∈ Gs, n′ > x̃sms = t̃sms,

Dasms
(x, t) = 0, если x−̇t ∈ G \ Gs,

(12)

числа as, ms и n′ определяются формулой (1).

Известно также, что (см., например, [1,6–8]

Dmn
(x) =

{

mn, если x ∈ Gn,

0, если x ∈ G \ Gn.
(13)
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Если j — целое 1 6 j 6 pn+1 − 1, то

Djmn
(x) = Dmn

(x)
1 − (rn(x))j

1 − rn(x)
(14)

и (так как для x ∈ Gn+1, k < mn+1 : ψk(x) = 1 имеем Djmn
(x) =

jmn−1∑

k=0

ψk(x) = jmn)

Djmn
(x) =







jmn, если x ∈ Gn+1,

mn
1 − (rn(x))j

1 − rn(x)
, если x ∈ Gn \ Gn+1,

0, еслиx ∈ G \ Gn.

(15)

4. S-МАЖОРАНТА И ЕЁ ИНТЕГРАЛЬНАЯ ОЦЕНКА

Определим функцию

S(x) =
mn

sin πxn+1

pn+1

, (16)

где xn+1 — первый отличный от нуля (слева) элемент последовательности {xk}∞k=1 (т. е.

x1 = x2 = . . . = xn = 0, xn+1 6= 0, если x ∈ G \ G1, для x1 6= 0 будет n = 0).
B [6] S(x) обозначена как q(x). Функцию S(x) можно определить и так:

S(x) =
mn

sin πl
pn+1

, если x ∈ Gl,n+1, l = 1, 2, . . . pn+1 − 1, n = 0, 1, 2, . . . , (17)

т. е. Gl,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1, а смежные классы Gl,n определены в (6).

Рассмотрим множества

Gn,+ =

[pn+1/2]
⋃

l=1

Gl,n+1 и G+ =

∞⋃

n=0

Gn,+ (18)

([x] означает целую часть действительного числа x), а также

Gn,− = −̇Gn,+ и G− = −̇G+ =
∞⋃

n=0

Gn,−. (19)

Отметим, что

Gn,+ ∪ Gn,− = Gn \ Gn+1, G+ ∪ G− = G \ {0G}, (20)

Gn,+ ∩ Gn,− =

{

Gl,
pn+1

2 ,n+1, если pn+1 — чётное,

∅, если pn+1 — нечётное.
(21)

Очевидно, что S(x) обладаeт свойством групповой чётности:

S(−̇x) = S(x). (22)

Сравним теперь S(x) со «стандартной» мажорантой 1/M(x).

Если x ∈ Gl,n+1, l = 1, 2, . . . , pn+1 − 1, n = 0, 1, 2, . . ., то (см. равенство (6)) M(x) ∈
[

l
mn+1

; l+1
mn+1

]

и
mn+1

2l 6
mn+1

l+1 6 1
M(x) 6

mn+1

l .

Поэтому для x ∈ Gl,n+1 ⊂ Gn,+, т. е. l 6
[pn+1

2

]
, тогда πl

pn+1
6 π

2 и sin πl
pn+1

> 2
π × πl

pn+1
,

S(x) =
mn

sin πl
pn+1

6
mn

2
π

πl
pn+1

=
mnpn+1

2l
=

mn+1

2l
6

1

M(x)
, (23)

а если x ∈ Gl,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1 (или l ∈ 0, pn+1 − 1 ), то

S(x) =
mn

sin πl
pn+1

>
mnpn+1

πl
=

mn+1

πl
>

1

π

1

M(x)
. (24)
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А ввиду того что обе части неравенства (24) не зависят от n, то оно справедливо при всех x 6= 0.
Оценим

∫

Gn\Gn+1
S(x) dx.

1. Оценка сверху. Имеем
∫

Gn\Gn+1

S(x) dx 6
∫

Gn,+
S(x) dx +

∫

Gn,−
S(x) dx. Во втором слагаемом

делаем подстановку x = −̇t. Используя далее формулы (22) и (23), получим
∫

Gn\Gn+1

S(x) dx 6 2

∫

Gn,+

S(x) dx 6 2

∫

Gn,+

dx

M(x)
6

6 2

∫

Gn\Gn+1

dx

M(x)
= 2

1/mn∫

1/mn+1

du

u
= 2 ln

mn+1

mn
= 2 ln pn+1 (25)

(в последнем интеграле сделана подстановка u = M(t) и использовано равенство (6)).

2. Оценка снизу. Из неравенства (24) имеем:
∫

Gn\Gn+1

S(x) dx >
1

π

∫

Gn\Gn+1

dx

M(x)
=

1

π
ln pn+1. (26)

Мы показали, что имеет место следующая

Лемма 1. Для любого целого n выполнено неравенство

1

π
ln pn+1 6

∫

Gn\Gn+1

S(x) dx 6 2 ln pn+1. (27)

Справедлива также следующая лемма.

Лемма 2. Для всех x, t ∈ G и целых n верна оценка

|Dn(x, t)| 6 S(x−̇t). (28)

Доказательство. Из теоремы B (равенства (12)) непосредственно получаемого равенства

1 − e2iα = −2i sin α eiα, (29)

формул (8), (15) и (17) для x ∈ Gs \ Gs+1 имеем

|Dn(x, t)| = |Djsms
(x, t)| = |Djsms

(x
·
− t)| = ms

|1 − (rs(x
·
− t))js |

|1 − rs(x
·
− t)|

=

= ms

∣
∣
∣1 − exp

(
2iπ(xs+1−ts+1)js

ps+1

)∣
∣
∣

∣
∣
∣1 − exp

(
2iπ(xs+1−ts+1)

ps+1

)∣
∣
∣

= ms

∣
∣
∣ sin π(xs+1−ts+1)js

ps+1

∣
∣
∣

sin π(xs+1−ts+1)
ps+1

6
ms

sin π(xs+1−ts+1)
ps+1

= S(x−̇t),

так как в зависимости от n′ (см. (12)) js = as либо js = as + 1. ¤

А из формул (8), (10), (11) и (12) получим, что для всех x, t ∈ G и целых n

|Dn(x, t)| = |Djsms
(x, t)| = |Djsms

(x−̇t)| =

∣
∣
∣
∣
∣

jsms−1
∑

k=0

ψk(x)

∣
∣
∣
∣
∣
6

6 jsms 6 (as + 1)ms 6 ps+1ms 6 ms+1. (30)

5. ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Пусть Sn(x, f) n-я частичная сумма Фурье по системе Γ. Справедлива

Теорема 1. Для всех целых n и любого x ∈ G произвольной интегрируемой на группе G и

непрерывной в точке x ∈ G функции f(t) имеет место неравенство

|Sn(x, f) − f(x)| 6 (1 + 2 ln ps+1)ωs(x, f), (31)

где n и s связаны формулой (1), a ωn(x, f) — модуль непрерывности f(t) (см. (2)) .
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Из теоремы 1 легко вытекают следующие выводы.

Следствие 1. Для любой непрерывной на группе G функции f(t), всех x ∈ G и натуральных n

справедлива оценка

|Sn(x, f) − f(x)| 6 (1 + 2 ln ps+1)ωs(f), (32)

где n и s связаны формулой (1), a ωn(f) — модуль непрерывности f(t) (см. (2)).

Как будет упомянуто в п. 7.1, следствие 1 можно получить из некоторых результатов [9].

Следствие 2. Если ωn(x, f) = o
(

1
ln pn+1

)

, то ряд Фурье по системе Γ от удовлетворяющей

условиям теоремы 1 функции f(t) сходится к ней в точке x.

Следствие 3 (признак Дини–Липшица по обобщённым системам Хаара). Если

ωn(f) = o

(
1

ln pn+1

)

, (33)

то ряд Фурье по системе Γ от непрерывной на G функции f(t) сходится к ней равномерно на G.

Следствие 4. B случае ωn(x, f) = O
(

1
ln pn+1

)

частичные суммы Фурье от удовлетворяющей

условиям теоремы 1 функции f(t) по системе Γ ограничены в точке x.

Следствие 5. Если sup
n

pn < ∞, то ряд Фурье по системе Γ от любой непрерывной на группе G

функции f(t) сходится к ней равномерно на G.

Свойство 5 было известно ранее, см. условие (51) в п. 7.2..

Отметим, что условие (33) не улучшается, ибо имеет место

Теорема 2. В случае sup
n

pn = ∞ для любой точки x ∈ G существует непрерывная на группе G

функция, модуль непрерывности которой ωn(x, f) = O
(

1
ln pn+1

)

, однако её ряд Фурье по системе Γ

расходится (ввиду следствия 4 — ограниченно) в точке x.

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Известно, что n-я частичная сумма Фурье от функции f(t) в точке x по ортонормированной

системе Φ = {ϕn(t)}∞n=0 можно найти по формуле

S(Φ)
n (x, f) =

1∫

0

f(t)Dn(x, t) dt,

где Dn(x, t) — ядра Дирихле.

Тогда для системы Γ: S
(Γ)
n (x, f) =

∫

G

f(t)Dn(x, t) dt.

Рассмотрим S
(Γ)
n (x, f) − f(x). Ввиду того, что

∫

G

Dn(x, t) dt = 1, получаем

S(Γ)
n (x, f) − f(x) =

∫

G

f(t)Dn(x, t) dt − f(x)

∫

G

Dn(x, t) dt =

∫

G

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt =

=

∫

x+̇Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt +

∫

x+̇Gs\Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt +

∫

x+̇G\Gs

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt.

Исходя из равенства (12) для третьего слагаемого в полученной формуле справедливы равенства:

∫

x+̇G\Gs

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt =

∫

x−̇t∈G\Gs

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt = 0.
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Мы показали, что

S(Γ)
n (x, f) − f(x) =

∫

x−̇t∈Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt. (34)

Первое слагаемое в равенстве (34) оценим исходя из (30):

0 6 |
∫

x+̇t∈Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt| 6

∫

x−̇t∈Gs+1

|f(t) − f(x)||Dn(x, t)| dt 6

6 ωs+1(x, f)

∫

x−̇t∈Gs+1

|Dn(x, t)| dt 6 ωs+1(x, f)ms+1

∫

x−̇t∈Gs+1

dt = ωs(x, f) 6 ωs(x, f), (35)

так как мера Gs+1 : µ(Gs+1) = 1
ms+1

, а последовательность {ωn(f)}∞n=0 (см. формулу (2)) не убывает.

Применяя формулы (27) и (28), рассмотрим второй интеграл в (34)

0 6 |
∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt| 6

∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

|f(t) − f(x)||Dn(x, t)| dt 6

6 ωs(x, f)

∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

S(x−̇t) dt 6 2ωs(f) ln ps+1. (36)

Подставляя (35) и (36) в (34), получим неравенство (31). Теорема доказана. ¤

7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

7.1. Построение контрпримера в случае, когда последовательность {pn}∞n=1 имеет бесконечную подпосле-
довательность, состоящую только из нечётных чисел

Пусть pn+1 — нечётное, а jn = pn+1−1
2 . Тогда из равенства (29), формулы (15) и теоремы A найдём

по системе Γ Djnmn
(x, t) при x−̇t ∈ G4l+1,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1 (т. е. l — целое с 0 6 l 6

pn+1−2
4 ):

Djnmn
(x, t) = Djnmn

(x−̇t) = mn
1 − (rn(x−̇t))jn

1 − rn(x−̇t)
= mn

1 − exp 2iπ(4l+1)jn

pn+1

1 − exp 2iπ(4l+1)
pn+1

=

= mn

−2i sin π(4l+1)jn

pn+1
exp

(

iπ(4l+1)jn

pn+1

)

−2i sin π(4l+1)
pn+1

exp
(

iπ(4l+1)
pn+1

) = mn

sin π(4l+1)(pn+1−1)
2pn+1

sin π(4l+1)
pn+1

e
i

π(4l+1)(jn−1)
pn+1 =

= mn

sin
(

π(4l+1)pn+1

2pn+1
− π(4l+1)

2pn+1

)

2 sin π(4l+1)
2pn+1

cos π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 = mn

sin
(

2πl + π
2 − π(4l+1)

2pn+1

)

2 sin π(4l+1)
2pn+1

cos π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 =

= mn

cos π(4l+1)
2pn+1

2 sin π(4l+1)
2pn+1

cos π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 =
mn

2 sin π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 .

Мы показали, что для x ∈ G4l+1,n+1, l = 0, 1, 2, . . . ,
[

pn+1−2
4

]

справедливо равенство

Djnmn
(x, t) =

mn

2 sin π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 . (37)

Пусть {pnk+1}∞k=1 — бесконечная возрастающая подпоследовательность последовательности

{pn}∞n=0, состоящая только из нечётных чисел, и такая, что

pnk+1 > 12. (38)

Так как pnk+1 — нечётные, то числа

jk =
pnk+1 − 1

2
(39)

целые.
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Рассмотрим функцию

f(t) =







1

ln pnk+1
e
−i

π(4l+1)(pnk+1−3)

2pnk+1 , если x−̇t ∈ G4l+1,nk+1, l = 0, 1, 2, . . . ,
[

pnk+1−2

4

]

, k = 1, 2, . . . ,

0, для остальных t.

Так как lim
t→x

|f(t)| = lim
k→∞

1

ln pnk+1
= 0 = f(x), то функция f(t) непрерывна на группе G и

ωnk
(x, f) 6

1

ln pnk+1
. B [9–11] показано, что для систем Γ (обобщённых систем Хаара) будет

lim
n→∞

Smn
(x, f) = f(x). (40)

Найдём частичную сумму Фурье Sjkmnk
(x, f) по системе Γ (jk определено в (39))

S
(Γ)
jkmnk

(x, f) =

∫

G

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

=

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈G\Gnk

f(t)Djkmnk
(x, t) dt.

Ввиду формулы (15) и теоремы A, третье слагаемое в правой части последнего равенства обраща-

ется в нуль. Таким образом, мы показали, что

S
(Γ)
jkmnk

(x, f) =

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. (41)

Исходя из теоремы A и (15) оценим первое слагаемое в (41) (в (39) jnk
обозначено через jk)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(, t) dt| 6 jkmnk

|
∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
pnk+1 − 1

2
mnk

∫

x−̇t∈Gnk+1

|f(t)| dt <

<
pnk+1mnk

ln pnk+1

∫

x−̇t∈Gnk+1

dt =
mnk+1

mnk+1 ln pnk+1
=

1

ln pnk+1
,

ибо мера множества µ(Gnk+1) =
1

mnk
+ 1

.

Мы получили неравенство
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
1

ln pnk+1
. (42)

Второе слагаемое в формуле (41) оцениваем исходя из равенства (37):

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

∫

x−̇∈G4l+1,nk+1

e
−i

π(4l+1)(pnk+1−3)

2pnk+1
mnk

2 sin π(4l+1)
2pnk+1

e
i

π(4l+1)(pnk+1−3)

2pnk+1 dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=
mnk

2 ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

1

sin π(4l+1)
2pnk+1

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

dt >
mnk

2mnk+1 ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

2pnk+1

π(4l + 1)
>
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>
2mnk

pnk+1

2πmnk+1 ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

1

4(l + 1)
>

ln
[

pnk+1−2

4

]

4π ln pnk+1
>

ln
(

pnk+1−2

4 − 1
)

4π ln pnk+1
=

ln(pnk+1 − 6) − ln 4

4π ln pnk+1
.

Показано неравенство
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
ln(pnk+1 − 6) − ln 4

4π ln pnk+1
. (43)

Ввиду условия (38) pnk+1 − 6 > pnk+1 − pnk+1

2 =
pnk+1

2 . Поэтому из (43) имеем
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
ln pnk+1 − ln 8

4π ln pnk+1
=

1

4π
− ln 8

4π ln pnk+1
. (44)

Подставляя неравенства (44) и (42) в (41), получим

|S(Γ)
jkmnk

(x, f)| >
1

4π
− ln 8

4π ln pnk+1
− 1

ln pnk+1
, (45)

т. е. S
(Γ)
jkmnk

(x, f) не стремится к нулю при k → ∞. Сопоставляя это с равенством (40), выводим, что

ряд Фурье по системе Γ в точке от функции f(t) расходится (ограниченно). Теорема 2 доказана

в случае, если последовательность {pn}∞n=0 имеет бесконечную подпоследовательность, состоящую

только из нечётных чисел.

7.2. Построение контрпримера в случае, когда последовательность {pn}∞n=1 не удовлетворяет условию п. 7.1

Пусть число pn+1 — чётное, а jn = pn+1

2 . Найдём Djnmn
(x, t) для x−̇t ∈ G4l+1,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1

(или l = 0, 1, 2, . . . ,
[

pn+1−2
4

]

). Используя равенство (15) и теорему A, а также формулу (29), имеем

Djnmn
(x, t) = Djnmn

(x−̇t) = mn
1 − (rn(x−̇t))jn

1 − rn(x−̇t)
= mn

1 − exp
(

2iπ(4l+1)jn

pn+1

)

1 − exp
(

2iπ(4l+1)
pn+1

) =

= mn

−2i sin π(4l+1)jn

pn+1

−2i sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)jn

pn+1 e
−iπ(4l+1)

pn+1 = mn

sin π(4l+1)pn+1

2pn+1

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(jn−1)

pn+1 =

= mn

sin π(4l+1)
2

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(pn+1−2)

2pn+1 =
mn sin(2πl + π

2 )

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(pn+1−2)

2pn+1 .

Мы показали, что для x−̇t ∈ G4l+1,n+1 ⊂ Gn \Gn+1, т. е. l — целое с 0 6 l 6

[
pn+1−2

4

]

и jn = pn+1

2

Djnmn
(x, t) =

mn

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(pn+1−2)

2pn+1 . (46)

Пусть неограниченная последовательность {pn}∞n=1 не удовлетворяет условию п. 7.1. Это озна-

чает, что всякая её бесконечная подпоследовательность (а она должна быть, так как sup
n

pn = ∞)

может содержать не более чем конечное число нeчётных чисел. Отбросив их, получим бесконечную

подпоследовательность, состоящую только из чётных чисел. Перейдя в ней, в случае необходимости,

к подпоследовательности, построим бесконечную возрастающую подпоследовательность {pnk+1}∞k=1,

состоящую только из чётных чисел и удовлетворяющей условию (38). Рассмотрим функцию

f(t) =







1

ln pnk+1
e
−

iπ(4l+1)(pnk+1−2)

2pnk+1 , если x−̇t ∈ G4l+1,nk+1 ⊂ Gnk
\ Gnk+1,

l = 0, 1, 2, . . .
[

pnk+1−2

4

]

, k = 1, 2, 3, . . . ,

0, для остальных t.
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Аналогично п. 7.1 показываем, что функция f(t) непрерывна на группе G и её частичные суммы

Фурье удовлетворяют условию (40). Положим

jk =
pnk+1

2
. (47)

Рассмотрим
∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. Из равенства (46) получим

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

=
1

ln pnk+1
× mnk

sin π(4l+1)
pnk+1

×
∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

e
iπ(4l+1)(pnk+1−2)

2pnk+1 e
−

iπ(4l+1)(pnk+1−2)

2pnk+1 dt >

>
mnk

ln pnk+1
π(4l+1)
pnk+1

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

dt =
mnk

pnk+1

π(4l + 1) ln pnk+1mnk+1
=

1

π(4l + 1) ln pnk+1
.

Мы доказали формулу

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt >

1

π(4l + 1) ln pnk+1
(48)

(неравенство (48), в частности, означает, что его левая часть всегда действительна).

Теперь рассмотрим S
(Γ)
jkmnk

(x, f):

S
(Γ)
jkmnk

(x, f) =

∫

G

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt+

+

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈G\Gnk

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. (49)

Ввиду равенства (12) последнее слагаемое в (49) обращается в нуль. Мы показали, что

S
(Γ)
jkmnk

(, f) =

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. (50)

Первое слагаемое в (50) оценим исходя из теоремы A и равенства (15) (jk определены в (47)):

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= jkmnk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
pnk+1mnk

2

∫

x−̇t∈Gnk+1

|f(t)| dt 6

6
mnk+1

2 ln pnk+1

∫

x−̇t∈Gnk+1

dt 6
mnk+1

ln pnk+1
× 1

mnk+1
=

1

ln pnk+1
,

так как мера µ(Gnk+1) = 1
mnk+1

.

Заметим, что равенства (41) и (50) идентичны.

Мы показали, что первое слагаемое в (50) удовлетворяет неравенству (42).

Используя определение функции f(t) (перед формулой (47)), рассмотрим второй интеграл в правой

части равенства (50). Из неравенства (48) имеем

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt >
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>
1

π ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

1

4(l + 1)
>

ln
[

pnk+1−2

4

]

4π ln pnk+1
>

ln
(

pnk+1−2

4 − 1
)

4π ln pnk+1
=

ln (pnk+1 − 6) − ln 4

4π ln pnk+1
.

Итак, второе слагаемое в (50) оценивается неравенством (43). Рассуждая далее как в п. 7.1, мы

приходим к выводу, что ряд Фурье по системе Γ от функции f(t) в точке расходится (ограниченно).

Теорема 2 полностью доказана. ¤

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. О БОЛЕЕ РАННИХ РЕЗУЛЬТАТАХ И ИСТОРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Систему Ψ рассматривали Н. Я. Виленкин [1] для простых pn как систему характеров нульмерной

компактной абелевой группы и Прайс (Price) [12] на отрезке [0, 1] (условия простоты pn Прайс

не накладывал). В данной работе система Ψ рассматривается на группе последовательностей G,

которая отображением Монна взаимно-однозначно переводится на модифицированный отрезок [0, 1]∗ c

сохранением меры и интеграла Лебега. Условие простоты на числа из последовательности {pn}∞n=1 не

накладывается, а базисный элемент en выбирается не произвольный из смежного класса в Gn−1/Gn,

как в нульмерных компактных абелевых группах, а строго задан. Поэтому рассматриваемую в работе

систему Ψ лучше называть системой Прайса.

Для pn ≡ p система Ψ переходит в систему Крестенсона (Chrestenson) [13] (либо Крестенсона –

Леви); для pn ≡ 2 — в систему Уолша (Walsh) [14] W = {wn}∞n=0 в нумерации Пэли (Paley) [15].

При pn ≡ 2 функции rn(x) = ψmn
(x) = w2n(x) рассматривались Радемахером (Rademacher) [16].

Поэтому их часто называют функциями Радемахера (для систем Виленкина либо Прайса).

Систему Γ на отрезке [0; 1] рассматривали (по-видимому, впервые) Б. И. Голубов и А. И. Рубин-

штейн [10] (с ограничением sup
n

pn < ∞) и Б. И. Голубов [9] (без ограничений на последовательность

{pn}∞n=0; сама система Γ обозначена в честь Б. И. Голубова). В случае pn ≡ 2 последовательность

функций {γn(x)}∞n=0 является системой Хаара (Haar) [17] H = {hn(x)}∞n=0. На нульмерной компакт-

ной абелевой группе система {γn(x)}∞n=0 была рассмотрена С. Ф. Лукомским [11]. Следует отметить,

что, как показывает теорема 2, система типа Хаара Γ в отличие от системы Хаара H при sup
n

pn = ∞
уже не является системой сходимости.

Так как двусторонняя оценка S-мажоранты (27) не зависит от выбора базисных элементов {en}∞n=1

(хотя сама S-мажоранта к ним привязана), а при доказательстве теоремы 1 используется только эта

оценка S-мажоранты, то теорему 1 и все следствия из неё (в том числе и следствие 2 — признак

Дини–Липшица по системам типа Хаара) можно распространить и на группы Виленкина.

C. Ф. Лукомский [11] показал, что если выполнено условие

ωn(f) = o

(
1

pn+1

)

, (51)

то ряд Фурье по обобщённой системе Хаара от непрерывной на группе G функции f(t) сходится

к ней равномерно на G, откуда, в частности, легко вывести и следствие 5 (ранее получено в [11]).

B [11] результат рассматривался на нульмерных компактных абелевых группах. Теорема 1 (точнее —

следствие 3) является улучшением условия (51), a теорема 2 показывает, что отменить (51) (либо

хотя бы улучшить (33)) уже нельзя.

Интегральные оценки ядер Дирихле (функции Лебега) по обобщённым системам Хаара на нуль-

мерных компактных группах найдены также Н. Е. Комиссаровой [18] .

Для систем Ψ условие Дини–Липшица было получено в [8], где показано, что если

ωn(f) = o

(
1

lnmn+1

)

,

то ряд Фурье по системе Виленкина от непрерывной на группе G функции f(t) сходится к ней

равномерно на G, а также в случае sup
n

pn = ∞ существует непрерывная на группе G функция f(t),

такая, что ωn(f) = O
(

1
ln mn+1

)

, однако её ряд Фурье по системе Виленкина расходится в точке x = 0.
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Не лишне было бы упомянуть, что следствие 1 можно получить из установленного Б. И. Голубовым

[9, формула (4.10)] неравенства

‖f(t) − Sn(t, f)‖C(G) 6 (1 + Ls)E
∞
s (f),

где n и s связаны соотношением (1), Ln — константа Лебега (Комиссаровой [18] было показано, что

Ln = O(ln n) ), a E∞
n (f) — наилучшее приближение в метрике C(G) непрерывной на G функции f(t)

полиномом n-й степени по обобщённой системе Хаара {γn(t)}∞n=0. Однако в данной работе приведено

иное доказательство с получением соответствующей поточечной оценки для непрерывной в заданной

точке (и совсем не обязательно на группе G) функции f(t) (теорема 1).
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Dini – Lipschitz Test on the Generalized Haar Systems

V. I. Shcherbakov

Victor I. Shcherbakov, Moscow Technical University of Communication and Information, 32, Narodnogo Opolchenija str., 123995,

Moscow, Russia, kafmathan@mail.ru (for Shcherbakov V. I.)

Generalized Haar systems, which are generated (generally speaking, unbounded) by a sequence {pn}
∞

n=1 and which is defined

on the modification segment [0, 1]∗, thai is on a segment [0, 1], where {pn}— rational points are calculated two times and which is

a geometrical representation of zero-dimensional compact Abelians group are considering in this work. The main result of this work

is a setting of the pointwise estimation between of an absolute value of difference between continuous in the given point function

and it’s n-s particular Fourier sums and “pointwise” module of continuity of this function (this notion (“pointwise” module of continuity

ωn(x, f)) is also defined in this work). Based on this a uniform estimation between an absolute value of difference between a

continious on the [0, 1]∗ function and it’s particular Fourier Sums and the module of continuity of this function is established. A

sufficient condition of the pointwise and uniformly boundedness of particular Fourier Sums by generalized Haar’s systems for the

given continuous function is established too. Based on this estimation we establish a test of convergence of Fourier Series with

respect to generalized Haar’s systems analogous Dini – Lipschitz test. The unimprovement of the test, which is obtained in this

work, is showed too. For any {pn}
∞

n=1 with sup
n

pn = ∞ a model of the continuous on [0, 1]∗ function, which Fourier Series

by generalized Haar’s system, which generated by sequence {pn}
∞

n=1 boundly diverges in some fixed point, is constructed. This

result may be applied to the zero-dimentions compact Abelian groups.

Key words: Abelian group, modification segment [0; 1], a continuous functions on the modification segment [0; 1], characters

systems, Price’s systems, a generalized Haar’s systems, Dirichler’s kernels, Dini – Lipschitz’s test .
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