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Комбинированные динамические системы (КДС) представляют собой связан-

ные посредством граничных условий и условий связи системы обыкновенных

дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных при со-

ответствующих начальных условиях. Под параметрическим синтезом понима-

ют алгоритм выбора значений параметров обратных связей управляемых КДС,

обеспечивающих требуемое качество переходных процессов. В работе предло-

жен адаптивный алгоритм параметрического синтеза управляемых КДС, в ко-

тором к множеству параметров оптимизации добавляются параметры желаемой

вещественной частотной характеристики.
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ВВЕДЕНИЕ

Комбинированные динамические системы (КДС) представляют со-

бой математические модели в форме связанных посредством гра-

ничных условий и условий связи обыкновенных дифференциальных

уравнений и уравнений в частных производных при соответствую-

щих начальных условиях [1, 2]. Основные теоремы об устойчивости

КДС сформулированы и доказаны в [1, 2], а необходимые для их

применения теоремы об аналитичности характеристического и воз-

мущающих квазимногочленов КДС — в [3]. Различные варианты

параметрического синтеза управляемых КДС, т.е. алгоритма выбора
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значений параметров обратных связей, обеспечивающих требуемое качество переходных процессов,

рассмотрены в [2,4–6]. Целью данной работы является развитие адаптивного алгоритма параметриче-

ского синтеза, в котором к множеству параметров оптимизации добавляются параметры «желаемой»

вещественной частотной характеристики.

1. УПРАВЛЯЕМЫЕ КОМБИНИРОВАННЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

На рис. 1 приведена структурная схема управляемой КДС с входной вектор-функцией x : R → R
Nx

и характеризующей движение объектов управления с сосредоточенными по пространству параметра-

ми выходной вектор-функцией y : R → R
Ny , где t — время. Здесь ОДУ — обыкновенные диф-

ференциальные уравнения, УЧП — уравнения в частных

производных, ГУ — граничные условия, УС — условия

связи, НУ — начальные условия. Уравнения движения

КДС можно привести к виду, аналогичному [2, с. 8]

ẏ = f(x,y,h,p,µ,µtt), h =

∫

S

H(u,µ)dS, (1)

u̇ = F(u,x,y, ẏ,µ,µtt), r ∈ Ω, G(u,y,µ)|S = 0, (2)

y(0) = 0, u(r, 0) = 0. (3)

Рис. 1. Структурная схема КДС

Причем H(0,µ) ≡ 0, f(0, 0, 0,p,µ,µtt) ≡ 0,

F(0, 0, 0, 0,µ,µtt) ≡ 0, G(0, 0,µ) ≡ 0. Здесь

r ∈ R
Nr — независимые пространственные коор-

динаты, Ω ⊂ R
Nr — область, занятая объекта-

ми с распределенными по пространству параметрами,

S = ∂Ω — граница области, u : R
Nr × R → R

Nu

характеризует движение объектов с распределен-

ными по пространству параметрами, h : R → R
Nh , f : R

Nx × R
Ny × R

Nh × R
Np × R

Nµ × R
Nt → R

Ny ,

операторы F, G, H соответствуют уравнениям в частных производных, граничным условиям и усло-

виям связи; p ∈ R
Np — параметры обратных связей, µ ∈ R

Nµ — параметры типовых нелинейностей,

µt ∈ R
Nt — параметры, характеризующие нестационарность, (·̇) = d(·)/dt либо (·̇) = ∂(·)/∂t. Функ-

ция f и операторы F, G, H достаточное число раз дифференцируемы по всем своим аргументам. При

µ = µt = 0 КДС (1)–(3) является линейной и стационарной, т.е.

f(x,y,h,p, 0, 0) = B(p)x + C(p)y + A(p)h, H(u, 0) = L
(H)u,

F(u,x,y, ẏ, 0, 0) = L
(F )
1 u + L

(F )
2 x + L

(F )
3 y + L

(F )
4 ẏ, G(u,y, 0) = L

(G)
1 u + L

(G)
2 y.

(4)

Здесь A(p), B(p), C(p) — матрицы, элементы которых не зависят от координат r; L
(F )
2 , L

(F )
3 , L

(F )
4 ,

L
(G)
2 — матрицы, элементы которых могут зависеть от координат r, а линейные операторы L

(F )
1 ,

L
(G)
1 , L

(H) соответствуют линеаризованным уравнениям в частных производных, граничным услови-

ям и условиям связи. После выполнения одностороннего интегрального преобразования Лапласа по

времени t f(t) → f̃(λ) =
∞
∫

0

f(t)e−λtdt уравнения линейной стационарной КДС принимают вид (5)

и далее аналогично [2] либо [3, формулы (4)–(12)], динамическая модель КДС сводится к матрице

передаточных функций (6):

λỹ = B(p)x̃ + C(p)ỹ + A(p)h̃, h̃ =

∫

S

L
(H)(ũ)dS,

λũ = L
(F )
1 ũ + L

(F )
2 x̃ + (L

(F )
3 + λL

(F )
4 )ỹ, r ∈ Ω, (L

(G)
1 ũ + L

(G)
2 ỹ)

∣

∣

∣

S
= 0;

(5)

Φ(λ,p) = [Qkj(λ,p)/D(λ,p)], k = 1, Ny, j = 1, Nx, Φ : C × R
Np → C

(Ny,Nx),

ỹ(λ) = Φ(λ,p)x̃(λ), D(λ̄,p) = D(λ,p), Qkj(λ̄,p) = Qkj(λ,p).
(6)

Аналитичность характеристического и возмущающих квазимногочленов D(λ,p) и Qkj(λ,p) при

Reλ > σ0, σ0 ∈ (−∞, 0) устанавливается методами [3]. Обобщенная степень n ∈ R (обычно n = Nu )

466 Научный отдел



Д. К. Андрейченко и др. Адаптивный алгоритм параметрического синтеза

квазимногочлена D(λ,p) определяется из условия [2]

lim
λ→∞

λ−nD(λ,p) = Ca(p), 0 < |Ca(p)| < ∞, Re λ > σ0, σ0 ∈ (−∞, 0).

Пусть Ωst ⊂ R
Np — область устойчивости. Из теорем [1, 2] следуют быстрый алгоритм проверки

устойчивости и уравнения возможных границ области устойчивости:

p ∈ Ωst ⇔ ∆
06ω<∞

arg D(iω,p) = nπ/2,

∂Ωst ⊂ {p : ReD(iω,p) = 0, Im D(iω,p) = 0, 0 6 ω < ∞}.
(7)

2. АДАПТИВНЫЙ АЛГОРИТМ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СИНТЕЗА

Параметрический синтез основан на минимизации среднеквадратического отклонения веществен-

ной частотной характеристики системы от желаемой вещественной частотной характеристики [2,4–6]

и выполняется посредством минимизации функции

F : R
Np → R, F (p) → min, F (p) =

{

f(p), p ∈ Ωst,

+∞, p /∈ Ωst;
(8)

f(p) =
(

‖RA(0,p0)‖−2
+ ‖RA(0,p)‖−2

)

∫

∞

0

f(ω,p)dω,

f(ω,p) = ‖RA(ω,p) − RA(0,p)R∗

A(ω)‖2
+ c1

∥

∥R′

A(ω,p) − RA(0,p)R∗

A
′(ω)

∥

∥

2
+

+c2

∥

∥R′′
A(ω,p) − RA(0,p)R∗

A
′′(ω)

∥

∥

2
, (·)′ = d(·)/dω,

RA(ω,p) = [RAνj
(ω,p)], RAνj

(ω,p) =

{

ReΦνj(iω,p), Aj(p) 6= 0,
√

1 + ω2 Re[Ψνj(iω,p)], Aj(p) = 0,

R∗

A(ω) = diag{R∗

Aj
(ω)}, R∗

Aj
(ω) =

{

R∗(ω), Aj(p) 6= 0,
√

1 + ω2R∗(ω), Aj(p) = 0,

Aj(p) =





Ny
∑

ν=1

|Φνj(0,p)|2




1/2

, Ψνj(λ,p) =
1

λ
Φνj(λ,p), ν = 1, Ny, j = 1, Nx;

(9)

R∗(ω) = [1 − (t0ω)2]/[1 + (t0ω)4]. (10)

Здесь c1 = 0.003 ÷ 0.01, c2 = 0.001 ÷ 0.003, p0 ∈ Ωst — значения параметров обратных связей

в момент старта параметрического синтеза. Для минимизации целевой функции (8) используется

безградиентный метод Нелдера –Мида. Обобщением (10) может служить «желаемая» вещественная

частотная характеристика

R∗(ω) = (1 + α2)[1 + α2 − 2(t0ω)2]{[1 + α2 − 2(t0ω)2]2 + 8(t0ω)2}−1,

t
(min)
0 6 t0 6 t

(max)
0 , 0 6 α 6 αmax.

(11)

В адаптивном алгоритме параметрического синтеза t0 и α вносятся в пространство параметров

оптимизации, и выполняется минимизация функции F : R
Np × R × R → R

F (p, t0, α) → min, F (p, t0, α) =

{

f(p), (p, t0, α) ∈ Ωst × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax],

+∞, (p, t0, α) /∈ Ωst × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax],

(12)

где f(p) определяется в соответствии с (9), а вместо (10) используется (11).
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3. АСИМПТОТИЧЕСКИЙ МЕТОД МНОГИХ МАСШТАБОВ

Пусть в (1), (2) µ → 0, µt → 0, но требуется изучить поведение системы вплоть до значений

времени, когда влияние малых параметров становится существенным, т. е.

µ = µµ∗, µt = µµ∗

t , µ∗ = O(1), µ∗

t = O(1), µ ∈ R, µ → +0, 0 6 t 6 O(1/µ),

ẏ = f(x,y,h,p, µ, µt), u̇ = F(u,x,y, ẏ, µ, µt), r ∈ Ω,

G(u,y, µ)|S = 0, h =

∫

S

H(u, µ)dS, y(0) = 0, u(r, 0) = 0.

(13)

Полагаем, что уравнения (13) учитывают малое, но конечное демпфирование, значительно превос-

ходящее характерную величину параметра µ. Аналогично (4)

f(x,y,h,p, 0, t1) = B(p, t1)x + C(p, t1)y + A(p, t1)h, G(u,y, 0) = L
(G)
1 u + L

(G)
2 y,

F(u,x,y, ẏ, 0, t1) = L
(F )
1 (t1)u + L

(F )
2 (t1)x + L

(F )
3 (t1)y + L

(F )
4 (t1)ẏ, H(u, 0) = L

(H)u.
(14)

Здесь матрицы A, B, C, L
(F )
2 , L

(F )
3 , L

(F )
4 и линейный оператор L

(F )
1 могут зависеть от «медленно-

го» времени t1 = µt. Для асимптотического интегрирования (13) воспользуемся методом «многих

масштабов» [7] и будем полагать

tj = µjt, j = 0, 1, 2, 3, ..., t0 ≡ t, u(r, t) =

∞
∑

j=0

µjuj(r, t0, t1, t2, ...),

y(t) =

∞
∑

j=0

µjyj(t0, t1, t2, ...), h(t) =

∞
∑

j=0

µjhj(t0, t1, t2, ...), ()̇ =

∞
∑

j=0

µj∂(·)/∂tj .

(15)

Подстановка формальных степенных рядов (15) в (13) и приравнивание слагаемых при одинаковых

степенях малого параметра µ с учетом (14) приводит к результату:

∂y0/∂t0 = B(pt1)x + C(pt1)y0 + A(pt1)h0, h0 =

∫

S

L
(H)u0dS,

∂u0/∂t0 = L
(F )
1 (t1)u0 + L

(F )
2 (t1)x + L

(F )
3 (t1)y0 + L

(F )
4 (t1)∂y0/∂t0, r ∈ Ω,

(L
(G)
1 u0 + L

(G)
2 y0)

∣

∣

∣

S
= 0; y0(0, 0, ...) = 0, u0(r, 0, 0, ...) = 0.

(16)

В качестве начальных условий y0|t0=0 = f1(t1, t2, ...), u0|t0=0 = f2(r, t1, t2, ...) можно задать любые

достаточно гладкие функции f1 и f2 параметров t1, t2, ..., такие, что f1(0, 0, ...) = 0, f2(r, 0, 0, ...) ≡ 0.

При учете малого, но конечного демпфирования и асимптотической устойчивости (16) влияние f1,

f2 будет экспоненциально затухать с ростом t0 и с учетом (15) будет иметь порядок O(µ) при

0 6 t 6 O(1/µ). Можно полагать y0(0, t1, t2, ...) = 0, u0(r, 0, t1, t2, ...) = 0, т. е. y0, u0, h0 зави-

сят лишь от t0 и t1, и

y(t) = y0(t, µt)+O(µ), u(r, t) = u0(r, t, µt)+O(µ), h(t) = h0(t, µt)+O(µ), 0 6 t 6 O(1/µ).

Здесь функции y0(t, t1), u0(r, t, t1), h0(t, t1) — решение системы линейных уравнений

ẏ = B(p, t1)x + C(p, t1)y + A(p, t1)h, u̇ = L
(F )
1 (t1)u + L

(F )
2 (t1)x + L

(F )
3 (t1)y + L

(F )
4 (t1)ẏ,

r ∈ Ω, (L
(G)
1 u + L

(G)
2 y)

∣

∣

∣

S
= 0, h =

∫

S

L
(H)udS, y(0) = 0,u(r, 0) = 0,

(17)

зависящих от параметра t1. Пусть при t > 0 |x(t)| < ∞. Для справедливости асимптотических

разложений необходимо, в частности, условие асимптотической устойчивости КДС (17) при всех

0 6 t1 6 O(1).

После выполнения интегрального преобразования Лапласа по времени t линеаризованная мо-

дель (17) сводится к матрице передаточных функций [3, формулы (4)–(12)]

Φ(λ,p, t1) = [Qkj(λ,p, t1)/D(λ,p, t1)], ỹ(λ) = Φ(λ,p, t1)x̃(λ), t1 = µt, k = 1, Ny, j = 1, Nx,
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которая зависит от «медленного» времени. Аналогично КДС (1)–(3) со слабой нелинейностью и неста-

ционарностью с асимптотической погрешностью O(|µ|) = O(|µt|) отображается в семейство линейных

стационарных КДС с матрицей передаточных функций:

Φ(λ,p, t1) = [Qkj(λ,p, t1)/D(λ,p, t1)], t1 = µtt, k = 1, Ny, j = 1, Nx.

4. СИНТЕЗ СЕМЕЙСТВА ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ КДС

Пусть линеаризованная модель КДС задается матрицей передаточных функций:

Φ(λ,p, s) = [Qkj(λ,p, s)/D(λ,p, s)], k = 1, Ny, j = 1, Nx,

где p ∈ R
Np — параметры обратных связей, s ∈ Ωs ⊂ R

Ns — конструктивные параметры. Пусть

Ωst = Ωst(s) ⊂ R
Np — область устойчивости, Ω(st) =

⋂

s∈Ωs

Ωst(s), причем

p ∈ Ωst(s) ⇔ ∆
06ω<∞

arg D(iω,p, s) = nπ/2, p ∈ Ω(st) ⇔ ∀ s ∈ Ωs p ∈ Ωst(s).

Требуется выбрать параметры p так, чтобы улучшить качество переходных процессов сразу для

всех линейных моделей КДС при s ∈ Ωs. После применения метода «многих масштабов» к КДС

(1)–(3) при выполнении параметрического синтеза семейства линеаризованных моделей КДС в мно-

жество компонент вектора s включаются либо непосредственно «медленные времена» t1 = µtt, либо

характерные параметры задачи, которые изменяются в зависимости от t1. Обобщением (8) служит па-

раметрический синтез семейства линеаризованных моделей КДС [5] (R∗(ω) определено согласно (10))

F (p) → min, F (p) =

{

f(p), p ∈ Ω(st),

+∞, p /∈ Ω(st);
(18)

f(p) =

∫

Ωs

f(p, s)ds1...dsNs
,

f(p, s) =
(

‖RA(0,p0, s)‖−2
+ ‖RA(0,p0, s)‖−2

)

∫

∞

0

f(p, s, ω)dω ,

f(p, s, ω) = ‖RA(ω,p, s) − RA(0,p, s)R∗

A(ω)‖2
+

+c1

∥

∥R′
A(ω,p, s) − RA(0,p, s)R∗

A
′(ω)

∥

∥

2
+ c2

∥

∥R′′
A(ω,p, s) − RA(0,p, s)R∗

A
′′(ω)

∥

∥

2
,

(·)′ = d(·)/dω, RAνj
(ω,p, s) =

{

Re Φνj(iω,p, s), Aj(p, s) 6= 0,
√

1 + ω2 Re[Ψνj(iω,p, s)], Aj(p, s) = 0,

R∗

A(ω) = diag{R∗

Aj
(ω)}, R∗

Aj
(ω) =

{

R∗(ω), Aj(p, s) 6= 0,
√

1 + ω2R∗(ω), Aj(p, s) = 0,

Aj(p, s) =





Ny
∑

ν=1

|Φνj(0,p, s)|2




1/2

, Ψνj(λ,p, s) =
1

λ
Φνj(λ,p, s), ν = 1, Ny, j = 1, Nx.

(19)

При p ∈ Ω(st) функция f(p, s) является достаточно гладкой, и при вычислении f(p) исполь-

зуются квадратурные формулы с постоянным числом узлов. В адаптивном алгоритме вместо (10)

используется «желаемая» вещественная частотная характеристика (11), f(p) вычисляется на осно-

ве (19), параметры t0, α вносятся в пространство параметров оптимизации и минимизируется функция

F : R
Np × R × R → R

F (p, t0, α) → min, F (p, t0, α) =

{

f(p), (p, t0, α) ∈ Ω(st) × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax],

+∞, (p, t0, α) /∈ Ω(st) × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax].

(20)
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5. ПРОЕКЦИОННЫЙ МЕТОД ГАЛЕРКИНА

Пусть Wk(r), Wk:Ω → R
Nu , k = 1, 2, . . . — полная система функций в области Ω; Γk(r|s), Γk:

S → R
NG , k = 1, 2, . . . — полная система функций на S = ∂Ω. Полагаем

u(r, t) ≈
NΩ+NS

∑

k=1

uk(t)Wk(r). (21)

Для того чтобы приближенно выполнить уравнения (2), требуем [2] выполнение следующих усло-

вий:
∫

Ω

u̇ · Wk(r)dΩ =

∫

Ω

F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)Wk(r)dΩ, k = 1, NΩ,

∫

S

G(u,y,µ) · Γk(r)dS = 0, k = 1, NS ,

(22)

где (·) · (·) — скалярное произведение векторов соответствующей размерности. Из (1), (3), (22), (21)

следует задача Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, которая далее инте-

грируется численно «жестко устойчивым» ФДН-методом:

Ẏ = F(t,Y), Y(0) = 0, Y = (y1, y2, . . . , yNy
, u1, u2, . . . , uNΩ

)T .

6. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ СИСТЕМЫ СТАБИЛИЗАЦИИ

Пусть поворот системы координат характеризуется углами α = (α1, α2, α3)
T , и

A(α) =







cos α3 − sin α3 0

sin α3 cos α3 0

0 0 1













cos α2 0 sin α2

0 1 0

− sin α2 0 cos α2













1 0 0

0 cos α1 − sin α1

0 sin α1 cos α1






,

B(α) =







1 0 − sin α2

0 cos α1 cos α2 sin α1

0 − sin α1 cos α2 cos α1






.

Рассмотрим систему угловой стабилизации

подвижного объекта управления — ракеты с

учетом упругих деформаций ее корпуса (рис. 2).

Рис. 2. Расчетная схема

Объект движется относительно неподвиж-

ной системы координат O0x0y0z0 под действием

силы P, притяжения к Земле и возмущающей

силы Fe = (0, Fey0
, Fez0

)T . Система координат

Oxyz связана с телом 1, а r1 = (x1, y1, z1)
T и

β1 = (β1,1, β1,2, β1,3)
T характеризуют его ли-

нейные и угловые перемещения относительно

O0x0y0z0. Линейные r2 = (x2, y2, z2)
T и угло-

вые β2 = (β2,1, β2,2, β2,3)
T смещения тела 2 от-

носительно Oxyz вызваны упругими перемеще-

ниями u = (ux, uy, uz)
T = u(x, t) осевой ли-

нии корпуса. Углы поворота α = (α1, α2, α3)
T

тела 2 относительно O0x0y0z0 измеряет гиро-

стабилизатор, и формируются управляющие мо-

менты Mc2
и Mc3

, под действием которых тело

0 поворачивается на углы β0 = (0, β0,2, β0,3)
T

относительно Oxyz.
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Пусть ω0 = (ω0x
, ω0y

, ω0z
)T , Ω1 = (Ω1x

,Ω1y
,Ω1z

)T , Ω2 = (Ω2ξ
,Ω2η

,Ω2ζ
)T — относительная и

абсолютные угловые скорости тел 0, 1, 2, Q = (Q1, Q2, Q3)
T , M = (M1,M2,M3)

T — действующие в

поперечных сечениях корпуса внутренние силы и моменты сил. После приведения к безразмерным

переменным модельные уравнения КДС принимают вид

Ω1 = B(µ1β1)β̇1, Ω2 = AT (µ1β2)Ω1 + B(µ1β2)β̇2, E = diag{1, 1, 1},
ω0x

= −β̇0,2 sin(µ1β0,3), ω0y
= β̇0,2 cos(µ1β0,3), ω0z

= β̇0,3,

m1r̈1 = A(µ1β1)Q(0, t) − Fe + ax[(1 + m2)A(µ1β1)Φ(0,β0) + m1Φ(β1,β0)],

Φ(α,β) = µ−1
1 (A(µ1α)A(µ1β) − E)(1, 0, 0)T = (Φ1(α,β),Φ2(α,β),Φ3(α,β))T ,

J0(Ω̇1 + ω̇0) + J (1)Ω̇1 + µ1Ω1 × (J0ω0 + J (1)Ω1) = M(0, t), J (1) = diag{J1k, J1, J1},
J0[Ω̇1y

+ ω̇0y
+ µ1(Ω1z

ω0x
− Ω1x

ω0z
)] = M

(c)
2 cos(µ1β0,3) + M

(c)
3 sin(µ1β0,3)×

× sin(µ1β0,2), J0[Ω̇1z
+ ω̇0z

+ µ1(Ω1x
ω0y

− Ω1y
ω0x

)] = M
(c)
3 cos(µ1β0,2),

α2 = − 1

µ1
arcsin(µ1Φ3(β2, β1)), α3 =

1

µ1
arcsin

µ1Φ2(β2, β1)

cos(µ1α2)
, f1(z) = tg z,

M
(c)
3 = S3[α3] − p1β̇0,3 − p2µ

−1
2 f1(µ2β0,3), M

(c)
2 = S2[α2] − p6β̇0,2 − p7µ

−1
2 f1(µ2β0,2),

S3[α] =
1

µ3
f2

(

µ3S
(L)
3 [α]

)

, S
(L)
3 [α] = p3

dα

dt
+ p4α + p5

∫ t

0

α(ξ)dξ,

S2[α] =
1

µ3
f2

(

µ3S
(L)
2 [α]

)

, S
(L)
2 [α] = p8

dα

dt
+ p9α + p10

∫ t

0

α(ξ)dξ, f2(z) = th z,

m2w2 = axm2[Φ(0, µ1(0, β2,2, β2,3)
T ) − Φ∗(0, µ1β1)] − A(µ1(0, β2,2, β2,3)

T )Q(1, t),

w2 = AT (µ1β1)r̈1 + Ω̇1 × R2 + µ1(Ω1 · R2)Ω1 − µ1Ω
2
1R2 − 2µ1Ω1 × ṙ2 + r̈2,

Φ∗(α,β) = µ−1
1 (AT (µ1α)AT (µ1β) − E)(1, 0, 0)T = (Φ∗

1(α,β),Φ∗

2(α,β),Φ∗

3(α,β))T ,

J (2)Ω̇2 + µ1Ω2 × J (2)Ω2 = −AT ((µ1β2,1, 0, 0)T )M(1, t) + (a, 0, 0)T×
×AT ((µ1β2,1, 0, 0)T Q(1, t), R2 = (1 + a, 0, 0)T + µ1r2, J (2) = diag{J2k, J2, J2};

(23)

u′

x =
1

µ1

[

(1 − µ2
1(u

′

y
2

+ u′

z
2
))

1/2
− 1

]

, L21 = µ1u
′

y, L31 = µ1u
′

z, L33 = (1 − L2
31)

1/2,

L11 = (L2
33 − L2

21)
1/2, L12 = −L21/L33, L22 = L11/L33, L13 = −L31L22, L23 = L31L12,

κ1 = u′

z(L12L
′

22 − L22L
′

12), κ2 = u′

zL22L
′

11 − u′′

yL23 − u′′

zL33, κ3 = −u′

y

L′

11

L33
+ u′′

yL22,

üy + (AT (µ1β1)r̈1) · (0, 1, 0)T − (µ1Ω̇1x
uz − Ω̇1z

(x + µ1ux))+

+µ1[(x + µ1ux)Ω1x
+ µ1uzΩ1z

]Ω1y
− µ2

1(Ω
2
1x

+ Ω2
1z

)uy + 2µ1(Ω1x
u̇z − Ω1z

u̇x) =

= L21(Q
′

1 + µ1(κ2Q3 − κ3Q2)) + L22(Q
′

2 − µ1(κ1Q3 − κ3Q1))+

+L23(Q
′

3 + µ1(κ1Q2 − κ2Q1)) − ax[Φ∗

2(0,β1) + ((m2 + 1 − x)u′

y)′],

üz + (AT (µ1β1)r̈1) · (0, 0, 1)T + µ1Ω̇1x
uy − Ω̇1y

(x + µ1ux)+

+µ1[(x + µ1ux)Ω1x
+ µ1uyΩ1y

]Ω1z
− µ2

1(Ω
2
1x

+ Ω2
1y

)uz − 2µ1(Ω1x
u̇y − Ω1y

u̇x) =

= L31(Q
′

1 + µ1(κ2Q3 − κ3Q2)) + L33(Q
′

3 + µ1(κ1Q2 − κ2Q1))−
−ax[Φ∗

3(0,β1) + ((m2 + 1 − x)u′

z)
′],

Q′′

1 − µ2
1(κ

2
2 + κ2

3)Q1 = µ1{−ax(m2 + 1 − x)(κ2
2 + κ2

3) + κ′

3Q2 − κ′

2Q3+

+2κ3Q
′

2 − 2κ2Q
′

3 − µ1κ1(κ2Q2 + κ3Q3) − (u̇′
x

2
+ u̇′

y

2
+ u̇′

z

2
)+

+(Ω1x
L11 + Ω1y

L21 + Ω1z
L31)

2 − (Ω2
1x

+ Ω2
1y

+ Ω2
1z

)+

+2[L11(Ω1y
u̇′

z − Ω1z
u̇′

y) − L21(Ω1x
u̇′

z − Ω1z
u̇′

x) + L31(Ω1x
u̇′

y − Ω1y
u̇′

x)]}, (·)′ = ∂(·)/∂x;

(24)

uy(0, t) = 0, u′

y(0, t) = 0, uy(1, t) = y2 − aΦ2(0,β2), u′

y(1, t) = cos(µ1β2,2)
sin(µ1β2,3)

µ1
,

uz(0, t) = 0, u′

z(0, t) = 0, uz(1, t) = z2 − aΦ3(0,β2), u′

z(1, t) = − 1

µ1
sin(µ1β2,2),

(25)
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Q′

1(0, t) + µ1(κ2(0, t)Q3(0, t) − κ3(0, t)Q2(0, t)) = r̈1 · A(µ1β1)(1, 0, 0)T +

+axΦ∗

1(0,β1), Q′

1(1, t) + µ1(κ2(1, t)Q3(1, t) − κ3(1, t)Q2(1, t)) = axΦ∗

1(β2,β1)+

+µ1a(Ω2
2η

+ Ω2
2ζ

) + (1, 0, 0)T · AT (µ1β2)w2, x2 = ux(1, t) + aΦ1(0,β2);

M1 = Ik

(

β2,1 + γβ̇2,1 −
∫ 1

0

κ1dx

)

, M2 = κ2 − γu̇′′

z , M3 = κ3 + γu̇′′

y ,

Q2 = −M ′
3 + µ1(κ2M1 − κ1M2), Q3 = M ′

2 + µ1(κ3M1 − κ1M3);

(26)

β1(0) = β̇1(0) = β2(0) = β̇2(0) = β0,2(0) = β̇0,2(0) = β0,3(0) = β̇0,3(0) =

= r1(0) = ṙ1(0) = y2(0) = ẏ2(0) = z2(0) = ż2(0) = uy(x, 0) = u̇y(x, 0) = uz(x, 0) = u̇z(x, 0) = 0.
(27)

Здесь входная и выходная вектор-функции суть x(t) = (Fey0
(t), Fez0

(t))T , y(t) = (β1,3(t), β2,3(t),

β1,2(t), β2,2(t))
T , параметры обратных связей p = (p1, p2, ..., p10)

T , (23) — обыкновенные диффе-

ренциальные уравнения, (24) — уравнения в частных производных, (25) — граничные условия,

(26) — условия связи, (27) — начальные условия, вектор µ = (µ1, µ2, µ3)
T характеризует типо-

вые нелинейности, µt = {µ4}, параметр µ4 ∈ [0,∞) характеризует изменение перегрузки по закону

ax(t) = a
(min)
x + (a

(max)
x − a

(min)
x )e−µ4t, t > 0. При µ = 0 (23)–(27) линеаризуются и распадаются

на два независимых подмножества, которые переходят друг в друга. В линейной стационарной КДС

ax = Const, p = (p1, p2, p3, p4, p5)
T .

При моделировании системы стабилизации приняты значения параметров

J0 = 0.00003, m1 = 0.0667, J1 = 0.00009728, m2 = 0.333, J2 = 0.00345, (28)

J0 = 0.02, m1 = 0.3, J1 = 0.07, m2 = 0.2, J2 = 0.05. (29)

Также принято γ = 0.01, a = 0.166667, J2k = 0.2, Jk = 2, a
(min)
x = 0.2, a

(max)
x = 2, Fey0

(t) = 1(t),

Fez0
(t) = 1(t) − 1(t − 1), где 1(t) —функция единичного скачка Хевисайда.

На рис. 3 показаны границы (7) областей устойчивости в плоскости p1 = 3, p2 = 10, p3 = 6

для набора параметров (28) и в плоскости p1 = 2, p2 = 7, p3 = 5.3, для набора параметров (29).

Пересечение областей устойчивости Ω(st) выделено затенением.

а б

Рис. 3. Области устойчивости: a — для параметров (28), б — для параметров (29)

Параметрический синтез семейства линеаризованных моделей КДС выполнялся в предположении

s = {ax}, Ωs = [a
(min)
x , a

(max)
x ]. На рис. 4 приведена зависимость от времени компоненты β1,3(t) выход-

ной вектор-функции линейной стационарной модели (ax = Const) до выполнения параметрического

синтеза (показана пунктиром, p1 = 3, p2 = 10, p3 = 6, p4 = 10, p5 = 1 для набора параметров (28)

и p1 = 2, p2 = 7, p3 = 5.3, p4 = 10, p5 = 0.65 для набора параметров (29)), после выполнения

параметрического синтеза на основе (18) (показана штриховой линией, t0 = 1, p1 = 2.987, p2 = 4.451,

p3 = 4.793, p4 = 1.986, p5 = 1.986 для набора параметров (28) и t0 = 1, p1 = 2.462, p2 = 3.484,

p3 = 7.265, p4 = 3.972, p5 = 0.9145 для набора параметров (29)) и после выполнения параметрическо-

го синтеза согласно (20) (показана сплошной линией, t
(min)
0 = 0.05, t

(max)
0 = 3, αmax = 4, p1 = 3.090,
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p2 = 5.008, p3 = 5.720, p4 = 2.392, p5 = 0.5052 для набора параметров (28) и t
(min)
0 = 0.05, t

(max)
0 = 3,

αmax = 7, p1 = 3.226, p2 = 4.428, p3 = 9.420, p4 = 3.871, p5 = 0.8052 для набора параметров (29)).

t

t

t

t

t

t

а б

Рис. 4. Выходные функции: a — для параметров (28), б — для параметров (29)

Области устойчивости в пространстве параметров обратных связей характеризуются малой протя-

женностью, однако оба алгоритма параметрического синтеза (18) и (20) позволяют успешно подавить

ошибки системы стабилизации во всем диапазоне изменения перегрузок a
(min)
x 6 ax 6 a

(max)
x . В целом

адаптивный алгоритм (20) более эффективен.

После параметрического синтеза выполнялось численное моделирование на основе проекционно-

го метода Галеркина выходных вектор-функций исходной нелинейной КДС (pk+5 = pk, k = 1, 5).

На рис. 5 представлены результаты численного моделирования компоненты β1,3 выходных вектор-

функций исходной нелинейной нестационарной КДС (23)–(27) при µ1 = 0.015, µ2 = 0.1, µ3 = 0.04,

µ4 = 0.05 для набора параметров (28) и при µ1 = 0.05, µ2 = 0.12, µ3 = 0.05, µ4 = 0.05 для

параметров (29) (показаны сплошной линией), а также ее линейного стационарного аналога при

µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = 0 для параметров (28) и (29) (показаны штриховой линией).

t

.

.

t

.

.

.

а б

Рис. 5. Выходные функции a — для параметров (28), б — для параметров (29)

Значительное отличие результатов объясняется тем, что безразмерная перегрузка ax плавно убы-

вает, при уменьшении ax в рассматриваемом диапазоне изменения перегрузок в линейной стаци-

онарной системе затухание переходных процессов уменьшается, а характерная величина выходной
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вектор-функции — увеличивается. Тем не менее параметрический синтез по линеаризованной моде-

ли позволяет успешно стабилизировать исходную нелинейную систему во всем диапазоне изменения

перегрузок.
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Hybrid dynamical systems (HDS) are connected by means of the boundary conditions and the constraint’s conditions systems

of ordinary differential equations and partial differential equations with the corresponding initial conditions. Under the parametric

synthesis we understand the algorithm for selecting parameters of feedbacks of controlled HDS, providing the required quality

of transients. This paper proposes an adaptive algorithm for parametric synthesis of controlled HDS in which the parameters of

"desired"real frequency characteristics are added to the set of optimization parameters.

Key words: parametric synthesis, hybrid dynamical systems.
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ИНДЕКСЫ СОСТОЯНИЙ В ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ
ДВОИЧНЫХ ВЕКТОРОВ, АССОЦИИРОВАННЫХ С ОРИЕНТАЦИЯМИ ПАЛЬМ

А. В. Жаркова

Жаркова Анастасия Владимировна, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры теоретических основ ком-

пьютерной безопасности и криптографии, Саратовский национальный исследовательский государственный университет

имени Н. Г. Чернышевского, ZharkovaAV3@gmail.com

Рассматривается динамическая система двоичных векторов, ассоциированных с ориентациями пальм. Дерево называется

пальмой, если оно является объединением цепей, имеющих общую концевую вершину, причём все эти цепи, за исключением,

быть может, одной, имеют длину 1. Данная система в зависимости от размерности состояний разбивается на конечные

подсистемы. Состояниями конечной динамической системы являются все возможные ориентации данной пальмы, которые

естественным образом кодируются двоичными векторами, а эволюционная функция задаётся следующим образом: дина-

мическим образом данной ориентации пальмы является ориентация, полученная из исходной путём переориентации всех

дуг, входящих в стоки, других отличий между исходной ориентацией пальмы и её образом нет. Предлагается алгоритм

вычисления индексов состояний системы, находится глубина бассейна системы заданной размерности.

Ключевые слова: двоичный вектор, глубина, индекс, конечная динамическая система, пальма, сверхстройное (звездооб-

разное) дерево.
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ВВЕДЕНИЕ

Графовые модели, в которых отказы процессоров интерпретируются как удаление соответству-

ющих вершин, а отказы сетевых каналов — как удаление дуг, занимают важное место в задачах,

связанных с отказоустойчивостью компьютерных сетей. Здесь можно выделить следующие три ос-

новные конструкции, получившие самостоятельное значение в теории графов: минимальное расши-

рение графа [1], Т-неприводимое расширение графа [2], бесконтурный граф с заданной структурой

источников и стоков [3]. В модели [3] в качестве механизма восстановления работоспособности се-

ти предлагается так называемая SER-динамика бесконтурных связных ориентированных графов. Это

позволяет использовать при изучении модельных графов идеи и методы теории конечных динами-

ческих систем, и, в частности, динамических систем двоичных векторов (см., например, [4, 5]) —

когда имеется естественная двоичная кодировка графов рассматриваемого класса. В указанных вы-

ше работах по отказоустойчивости графовых систем основные результаты получены для систем, в

основе которых лежат цепи, циклы и частные типы деревьев. К числу деревьев, для которых найде-

но описание как минимальных, так и Т-неприводимых расширений, относятся пальмы [1, 2]. Дерево
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