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Н. Ю. Агафонова. Об L1-сходимости рядов по мультипликативным системам

МАТЕМАТИКА

УДК 517.51

ОБ L
1-СХОДИМОСТИ

РЯДОВ ПО МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ СИСТЕМАМ

Н. Ю. Агафонова

Агафонова Нина Юрьевна, кандидат физико-математических наук, доцент ка-

федры теории функций и стохастического анализа, Саратовский национальный

исследовательский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского,

AgafonovaNYu@gmail.com

В статье устанавливаются два аналога тригонометрических результатов Гаррет-

та – Станоевича для мультипликативных систем {χn}
∞

n=0 ограниченного типа.

Во-первых, модифицированные частные суммы ряда
∞∑

k=0

akχk с коэффициен-

тами ограниченной вариации сходятся в L1[0, 1) к сумме ряда тогда и только

тогда, когда для любого ε > 0 существует δ > 0, такое что

∫ δ

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

(ak − ak+1)Dk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣

dx < ε, n ∈ Z+,

где Dk+1(x) =
k∑

i=0

χi(x). Во-вторых, если lim
n→∞

an ln(n + 1) = 0 и

∞∑

k=n

|ak − ak+1| 6 Can, n ∈ Z+, то ряд
∞∑

n=0

anχn(x) сходится к своей

сумме f(x) в L1[0, 1) тогда и только тогда, когда f ∈ L1[0, 1).

Ключевые слова: мультипликативные системы, ряд Фурье – Виленкина, мульти-

пликаторы, L1-сходимость.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-371-377

ВВЕДЕНИЕ

Пусть {pn}∞n=1 — последовательность натуральных чисел, такая

что 2 6 pn 6 N при всех n ∈ N. Положим по определению m0 = 1,

mn = p1 . . . pn, при n ∈ N. Каждое число x ∈ [0, 1) имеет разложение

x =

∞∑

n=1

xn

mn
, xn ∈ Z ∩ [0, pn). (1)

Представление (1) единственно, если для x = k/mj , k, j ∈ N,

0 < k < mj , брать разложение с конечным числом xn 6= 0. Если

k ∈ Z+ записано в виде k =
∞∑

j=1

kjmj−1, kj ∈ Z∩ [0, pj), а x ∈ [0, 1)

имеет разложение (1), то по определению

χk(x) = exp



2πi

∞∑

j=1

xjkj/pj



 .

Система {χk}∞k=0 является ортонормированной и полной в L1[0, 1)

[1, § 1.5].
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Далее мы изучаем L1-интегрируемость рядов вида

∞∑

k=0

akχk(x). (2)

Для ряда (2) пусть Sn(x) =
n−1∑

k=0

akχk(x), σn(x) =
n∑

k=1

Sk(x)/n. Для f ∈ L1[0, 1) определим коэф-

фициенты Фурье, частные суммы ряда Фурье и средние Фейера равенствами

f̂(n) =

1∫

0

f(t)χn(t)d t, n ∈ Z+, Sn(f)(x) =

n−1∑

k=0

f̂(k)χk(x), σn(f)(x) =

n∑

k=1

Sk(f)(x)/n.

Важную роль далее будут играть ядра Дирихле и Фейера для системы {χk}∞k=0:

Dn(x) =

n−1∑

k=0

χk(x), Fn(x) =

n∑

k=1

Dk(x)/n, n ∈ N.

Для последовательности {ak}∞k=0 пусть ∆ak = ∆1ak = ak − ak+1, ∆2ak = ak − 2ak+1 + ak+2. Как

обычно ‖f‖1 =
1∫

0

|f(t)|dt.

Хорошо известно, что из f ∈ L1[0, 1) не следует, что ‖Sn(f) − f‖1 → 0. Более того, K. Оневир

(Onneweer) [2] установил существование такой функции в классе функций, L1-модуль непрерывности

которых есть O((ln 1/δ)−1).

Поэтому большое внимание уделялось условиям L1-сходимости рядов (2) в терминах коэффици-

ентов {ak}∞k=0. Так, Ш. Яно (Yano) [3] установил следующий аналог результата А. Н. Колмогорова [4]

для тригонометрических рядов.

Теорема A. Пусть pi ≡ 2, lim
n→∞

an = 0 и {an}∞n=0 квазивыпукла, т. е.
∞∑

n=0
(n + 1)|∆2an| < ∞.

Тогда ряд (2) сходится при x 6= 0 к функции f ∈ L1[0, 1) и является ее рядом Фурье по систе-

ме {χk(x)}∞k=0.

Из теоремы A легко получить утверждение: в условиях теоремы A норма ‖Sn(x)− f‖1 стремится

к нулю тогда и только тогда, когда lim
k→∞

ak‖Dk‖1 = 0.

Мы получим более общий критерий, аналогичный теореме Гаррета – Станоевича [5], из которого

будет следовать утверждение выше и его обобщение для ограниченной последовательности {pi}∞i=1.

В [6] Дж. В. Гарретт (Garrett) и Ч. В. Станоевич (Stanojević) установили связь между поведением

производной сопряженной суммы Фурье и сходимостью тригонометрического ряда Фурье в простран-

стве L1
2π интегрируемых по Лебегу на периоде 2π-периодических функций. Как следствие, ими была

получена

Теорема B. Пусть an log n = o(1), bn log n = o(1), ∆an > 0, ∆bn > 0, n ∈ N. Тогда сум-

ма f(x) ряда
∞∑

n=1
(an cos nx + bn sinnx) принадлежит L1

2π в том и только том случае, когда

Sn(x) =
n∑

k=0

(ak cos kx + bk sin kx) сходится к f в L1
2π.

Будем писать {ak}∞k=0 ∈ RBV S, если
∞∑

k=n

|∆an| 6 Can для всех n ∈ Z+. В работе получен

аналог теоремы B и предшествующего ей результата для ряда (2), где {ak}∞k=0 ∈ RBV S. Приведем

необходимые нам вспомогательные результаты.

Лемма 1. 1. Пусть n ∈ N, x ∈ [0, 1). Тогда |Dn(x)| 6 Nx−1, где 2 6 pi 6 N для всех i ∈ N.

2. Справедливо неравенство ‖Dn‖1 6 C ln(n + 1), n ∈ N.

Доказательства обоих утверждений леммы 1 можно найти в [7, гл. 4, § 3, 4].
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Лемма 2. Если
∞∑

k=0

|∆ak| 6 ∞ и lim
k→∞

ak = 0, то ряд (2) сходится на (0, 1) и

∞∑

k=0

akχk(x) =
∞∑

k=0

∆akDk+1(x), x ∈ (0, 1). (3)

Доказательство. С помощью преобразования Абеля получаем

n−1∑

k=0

akχk(x) =

n−2∑

k=0

(ak − ak+1)Dk+1(x) + an−1Dn(x) =

n−1∑

k=0

∆akDk+1(x) + anDn(x). (4)

По лемме 1 lim
k→∞

ak−1Dk(x) = 0 при x ∈ (0, 1), откуда следует формула (3) и сходимость ряда в левой

части (4). ¤

Лемма 3. 1. Пусть n ∈ N, x ∈ [0, 1). Тогда |nFn(x)| 6 Cx−2, где C не зависит от n и x.

2. Справедливо неравенство ‖Fn‖1 6 C.

Утверждение 1 леммы 3 установлена в [8], доказательство утверждения 2 можно найти в [7, гл. 4,

§ 10].

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим модифицированные частные суммы ряда (2)

S∗
n(x) =

n−1∑

k=0





n−1∑

j=k

∆aj



 χk(x) =

n−1∑

k=0

akχk(x) − anDn(x).

Если lim
k→∞

ak = 0 и
∞∑

k=0

|∆ak| < ∞ (будем писать {ak}∞k=0 ∈ bV0), то f(x) =
∞∑

k=0

akχ(k) существует

при всех x ∈ (0, 1). Из леммы 1 следует, что в этом случае также lim
n→∞

S∗
n(x) = f(x), x ∈ (0, 1).

Теорема 1. Пусть {ak}∞k=0 ∈ bV0 и f(x) — сумма ряда (2). Тогда S∗
n(x) → f(x) в L1[0, 1) в том

и только том случае, когда {ak} удовлетворяет условию (A): для любого ε > 0 найдется δ > 0,

такое что для всех n ∈ Z+ верно неравенство

δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx < ε.

Доказательство. Пусть ε > 0 и {ak}∞k=0 удовлетворяет условию (A). Тогда существует δ > 0 со

свойством
δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx < ε/2, n ∈ Z+.

В силу леммы 2, (4) и леммы 1 имеем

∫ 1

0

|f(x) − S∗
n(x)|dx =

1∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=0

∆akDk+1(x) −
n−1∑

k=0

∆akDk+1(x) + anDn(x) − anDn(x)

∣
∣
∣
∣
∣

dx =

=

1∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣

dx =

(
∫ δ

0

+

∫ 1

δ

) ∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣

dx <

< ε/2 +

∞∑

k=n

|∆ak|
∫ 1

δ

Nx−1dx 6 ε/2 + N ln 1/δ

∞∑

k=n

∆ak < ε (5)

при достаточно больших n.
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Обратно, пусть lim
n→∞

‖S∗
n − f‖1 = 0 и ε > 0. Найдем M ∈ N, такое что

∫ 1

0
|f(x) − S∗

n(x)|dx < ε/2

при n > M . В силу (5) получаем

1∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx < ε/2, n > M. (6)

Если ∆ak = 0 при 0 6 k 6 M , то (6) верно при всех n ∈ N. Если же
M∑

k=0

|∆ak| 6= 0, то пусть

δ = ε

(

2M
M∑

k=0

|∆ak|
)−1

. При n > M в силу (6) имеем

δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx 6

1∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx < ε/2 < ε.

При 0 6 n < M находим, что

δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx 6

δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

M−1∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx +

δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=M

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx 6

6

δ∫

0

M−1∑

k=0

(k + 1)|∆ak|dx +

1∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=M

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx 6 δM

M−1∑

k=0

|∆ak| + ε/2 < ε. ¤

Следствие 1. Пусть {ak}∞k=0 ∈ bV0 удовлетворяет условию (A) и f(x) — сумма ряда (2). Тогда

соотношения lim
n→∞

‖Sn − f‖1 = 0 и lim
n→∞

an‖Dn‖1 = 0 равносильны.

Доказательство. Так как Sn(x) = S∗
n(x) + anDn(x) и по теореме 1 имеем lim

n→∞
‖S∗

n − f‖1 = 0, то

из неравенств

|an| · ‖Dn‖1 = ‖Sn(x) − S∗
n‖1 6 ‖f − Sn‖1 + ‖f − S∗

n‖1,

‖Sn − f‖1 6 ‖S∗
n − f‖1 + |an| · ‖Dn‖1

вытекает справедливость следствия. ¤

Следствие 2. Пусть {ak}∞k=0 ∈ bV0 удовлетворяет условиям теоремы A. Тогда S∗
n(x) → f(x)

в L1[0, 1) в том и только том случае, когда lim
n→∞

an‖Dn‖1 = 0.

Доказательство. Сходимость ряда (2) и интегрируемость его суммы f установлены в [9] вместе

с равенством f(x) − Sn(x) =
∞∑

i=n

∆2ai(i + 1)Fi+1(x) − n∆anFn(x) − anDn(x). Пусть ‖Fn‖1 6 C1 (см.

лемму 3). Так как n|∆an| 6 (n + 1)

∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆2ak

∣
∣
∣
∣
6

∞∑

k=n

(k + 1)
∣
∣∆2ak

∣
∣, n ∈ N, то lim

n→∞
n|∆an| = 0. Пусть

при n > n0 верны неравенства
∞∑

k=n

(k+1)
∣
∣∆2ak

∣
∣ < ε/4C1 и |n∆an| < ε/4C1. Тогда для любых δ ∈ [0, 1)

и n > n0 справедливы неравенства

δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx 6

1∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

(k + 1)∆2akFk+1(x) − nanFn(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx 6

6

∞∑

k=n0

|∆2(k + 1)ak| · ‖Fk+1‖1 + |n∆an| · ‖Fn‖1 6 ε/2. (7)

При n < n0 аналогично (7) получаем

δ∫

0

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

∆akDk+1(x)

∣
∣
∣
∣
∣
dx 6

δ∫

0

(
∞∑

k=n

(k + 1)|∆2ak| · |Fk+1(x)| + n|∆an| · |Fn(x)|
)

dx 6

6

δ∫

0

(
n0−1∑

k=n

(k + 1)|∆2ak| · |Fk+1(x)| + n|∆an| · |Fn(x)|
)

dx + ε/2 = I1 + ε/2. (8)
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Но по определению |Fk(x)| 6 (1 + 2 + · · ·+ k)/k = (k + 1)/2 6 (n0 + 1)/2 при k 6 n0. Поэтому при

δ < ε/(2M(n0 + 1), где M = max

(
∞∑

k=0

(k + 1)|∆2ak|, sup
n

|n∆an|
)

, имеем

I1 6 δM(n0 + 1)/2 + δM(n0 + 1)/2 < ε/4 + ε/4 = ε/2

и левая часть (8) меньше ε. Таким образом, выполнено условие (А) из теоремы 1, и следствие 2

вытекает из следствия 1. ¤

Для Sn(x) =
n−1∑

k=0

akχk(x) пусть S
[1]
n (x) =

n−1∑

k=1

kakχk(x) —обобщенная производная первого порядка.

Подробнее об этом понятии см. [10].

Теорема 2. Пусть lim
n→∞

an ln(n + 1) = 0 и {ak}∞k=0 ∈ RBV S. Тогда ‖S[1]
n ‖1 = o(n), при n → ∞.

Доказательство. По определению и лемме 1 имеем

‖S[1]
n+1‖1 =

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

k=1

kakχk

∥
∥
∥
∥
∥

1

=

∥
∥
∥
∥
∥

n−1∑

k=1

kak(Dk+1 − D1 − (Dk − D1))

∥
∥
∥
∥
∥

1

=

=

∥
∥
∥
∥
∥

n−1∑

k=1

(k∆ak − ak+1)(Dk+1 − D1) + nan(Dn+1 − D1)

∥
∥
∥
∥
∥

1

6

6

n−1∑

k=1

k|∆ak| · ‖Dk+1 − D1‖1 +
n−1∑

k=1

|ak+1| · ‖Dk+1 − D1‖1 + nan‖Dn+1 − D1‖1 6

6 C1

(
n−1∑

k=1

k|∆ak| ln(k + 1) +

n−1∑

k=1

|ak+1| ln(n + 1) + nan ln(n + 1)

)

=: C1(I1 + I2 + I3).

Так как lim
n→∞

an ln(n + 1) = 0, то I3 = o(n), n → ∞, а в силу регулярности метода Чезаро верно,

что I2 = o(n). Чтобы оценить I1 рассмотрим Pk =
∞∑

i=k

|∆ai|, которые не превосходят C2ak согласно

условию. Сначала запишем

I1 =

n−1∑

k=1

k|∆ak| ln k +

n−1∑

k=1

k|∆ak| ln(1 + 1/k) = I11 + I12.

Так как ln(1 + 1/k) < 1/k, то I12 6
∞∑

k=1

|∆ak| 6 C2a1 и

0 6 I11 =
n−1∑

k=1

k ln k(Pk − Pk+1) =
n−1∑

k=2

Pk(k ln k − (k − 1) ln(k − 1)) − Pn(n − 1) ln(n − 1).

Так как (x ln x)′ = lnx−1, то при k > 4 по теореме Лагранжа (k ln k−(k−1) ln(k−1)) 6 ln k, а при

k = 2, 3 верно (k ln k − (k − 1) ln(k − 1)) 6 C3 ln k, где C3 > 1. Поэтому I11 6
n−1∑

k=2

C3C2ak ln k. Правая

часть последнего неравенства есть o(n) также в силу регулярности (C, 1) метода Чезаро. Объединяя

полученные оценки, получаем ‖S[1]
n ‖1 = o(n). ¤

Следствие 3. Пусть lim
n→∞

an ln(n + 1) = 0 и {ak}∞k=0 ∈ RBV S, f(x) — сумма ряда (2). Для

сходимости Sn(x) к f(x) в L1[0, 1) необходимо и достаточно, чтобы f(x) ∈ L1[0, 1).

Доказательство. Необходимость условия f(x) ∈ L1[0, 1) для равенства lim
n→∞

‖f − Sn‖1 = 0

очевидна.

Достаточность. Пусть f(x) ∈ L1[0, 1). Тогда lim
n→∞

‖f − σn‖1 = 0 (см. [7, гл. 4, § 10]). В то же

время по теореме 2

‖σn(f) − Sn(f)‖1 = n−1

∥
∥
∥
∥
∥

n−1∑

k=1

kakχk

∥
∥
∥
∥
∥

1

= o(1).
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Поэтому ‖f − Sn‖1 6 ‖f − σn‖1 + ‖σn − Sn‖1, где правая и, как следствие, левая части последнего

неравенства стремятся к нулю. ¤

Следствие 3 является аналогом и обобщением теоремы B.
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cient conditions for L1 convergence of trigonometric

series // Proc. Amer. Math. Soc. 1976. Vol. 60, № 1.

P. 68–71. DOI: 10.1090/S0002-9939-1976-0425

480-3.

7. Агаев Г. Н., Виленкин Н. Я., Джафарли Г. М.,

Рубинштейн А. И. Мультипликативные системы

функций и гармонический анализ на нульмерных

группах. Баку : ЭЛМ, 1981. 180 c.

8. Iofina T. V., Volosivets S. S. On the degree of ap-

proximation by means of Fourier – Vilenkin series

in Holder and Lp norm // East J. Approx. 2009.

Vol. 15, № 3. P. 143–158.

9. Volosivets S. S., Fadeev R. N. Estimates of best

approximations in integral metrics and Fourier co-

efficients with respect to multiplicative systems //

Analysis Mathematica. 2011. Vol. 37, № 3. P. 215–

238. DOI: 10.1007/s10476-011-0304-8.

10. Zelin H. The derivatives and integrals of fractional

order in Walsh-Fourier analysis, with applications to

approximation theory // J. of Approx. Theory. 1983.

Vol. 39, iss. 4. P. 361–373. DOI: 10.1016/0021-

9045(83)90079-5.

Образец для цитирования:

Агафонова Н. Ю. Об L1-сходимости рядов по мультипликативным системам // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.

Математика. Механика. Информатика. 2016. Т. 16, вып. 4. С. 371–377. DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-371-

377.

On the L
1-convergence of Series in Multiplicative Systems

N. Yu. Agafonova

Nina Yu. Agafonova, Saratov State University, 83, Astrakhanskaya str., 410012, Saratov, Russia, AgafonovaNYu@gmail.com

In the paper two analogs of Garrett – Stanojević trigonometric results are established for multiplicative systems {χn}
∞

n=0 of

bounded type. First, the modified partial sums of a series
∞∑

k=0

akχk with coefficients of bounded variation converge in L1[0, 1)

to its sum if and only if for all ε > 0 there exists δ > 0 such that
∫ δ

0

∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n

(ak − ak+1)Dk+1(x)

∣
∣
∣
∣

dx < ε, n ∈ Z+,

where Dk+1(x) =
k∑

i=0

χi(x). Secondly, if lim
n→∞

an ln(n + 1) = 0 and
∞∑

k=n

|ak − ak+1| 6 Can, n ∈ Z+, then the series

∞∑

n=0

anχn(x) converges to its sum f(x) in L1[0, 1) if and only if f ∈ L1[0, 1).

Key words: multiplicative systems, Fourier – Vilenkin series, multipliers, L1-convergence.
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УДК 517.986.62

ГРАФЫ С КОНТУРАМИ В КРАТНОМАСШТАБНОМ АНАЛИЗЕ
НА ГРУППАХ ВИЛЕНКИНА

Г. С. Бердников

Бердников Глеб Сергеевич, ассистент кафедры математического анализа, Саратовский национальный исследовательский

государственный университет имени Н. Г. Чернышевского, evrointelligent@gmail.com

В данной статье исследуется вопрос построения ортогонального кратномасштабного анализа на группах Виленкина. В

предыдущих работах С. Ф. Лукомского, Ю. С. Крусс и автора обсуждается алгоритм построения масштабирующей функ-

ции ϕ с компактным носителем, преобразование Фурье которой также имеет компактный носитель. Реализация данного

алгоритма тесно связана с определенного типа ориентированными графами, строящимися по так называемым N -валидным

деревьям. Особенностью этих графов является отсутствие ориентированных циклов — контуров, что позволяет строить

функции с ограниченным носителем преобразования Фурье. Такой подход обладает рядом преимуществ. Во-первых, он

не является переборным, в отличие от алгоритма, связанного с использованием блокированных множеств, описанного в

работах Ю. А. Фаркова. Во-вторых, он удобен для обобщения на локальные поля положительной характеристики, что было

проделано Ю. С. Крусс. Данная работа является первым шагом в использовании графов с контурами для аналогичных

целей. Развивая идеи из предыдущих работ, по 1-валидному дереву мы строим граф с единственным простым контуром.

Удается доказать, что такой граф также порождает ортогональную масштабирующую функцию. Однако из-за появления

контура преобразование Фурье масштабирующей функции уже не будет иметь компактный носитель.

Ключевые слова: кратномасштабный анализ, группа Виленкина, графы, масштабирующая функция, вейвлет-анализ.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть (G, +̇) — локально компактная группа Виленкина, элементами которой являются бесконеч-

ные в обе стороны последовательности

x = (. . . , 0n−1, xn, xn+1, . . . ), xj = 0, p − 1,

где p — любое простое число; gn = (. . . , 0n−1, 1n, 0n+1, . . . ) — базисные элементы в G. Опера-

ция сложения +̇ определяется как покоординатное сложение по модулю p, т. е. x+̇y = (xj+̇yj) =

= (xj + yj mod p).

Пусть Gn = {x ∈ G : x = (. . . , 0n−1, xn, xn+1, . . . )}, n ∈ Z, — основная цепочка подгрупп, G⊥
n —

совокупность аннуляторов, X — группа всех характеров, rn ∈ G⊥
n+1 \ G⊥

n — функции Радемахера на

c© Бердников Г. С., 2016
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группе G. Оператор растяжения A в группе G определяется равенством A x :=
+∞∑

n=−∞
angn−1, где

x =
+∞∑

n=−∞
angn ∈ G, в группе характеров — равенством (χA , x) = (χ,A x). Определим множества

H
(s)
0 = {h ∈ G : h = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−sg−s}, s ∈ N,

H0 = {x ∈ G : x = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−sg−s, s ∈ N}.

Множество H0 есть множество сдвигов в G. Оно есть аналог множества целых неотрицательных

чисел.

В. Протасов, Ю. Фарков в работах [1–3] охарактеризовали все двоичные финитные всплески

на R+ и указали алгоритм их построения. Ю. Фарков в работах [4, 5], рассматривая масштабиру-

ющие функции ϕ(x) с компактным носителем G−N , получил необходимые и достаточные условия

на маску m0(χ), которая порождает ортогональный кратномасштабный анализ (КМА). Эти условия

были даны при дополнительном предположении

p−1
∑

α0=0

|m0(G
⊥
−Nr

α−N

−N r
α−N+1

−N+1 . . . r
α−1

−1 rα0
0 )|2 = 1,

которое является необходимым для ортогональности системы сдвигов соответствующей масштабиру-

ющей функции ϕ. Ю. Фарков доказал, что в этом случае масштабирующая функция ϕ порождает

ортогональный КМА тогда и только тогда, когда маска m0 не имеет блокированных множеств. За-

дача нахождения блокированных множеств является переборной и требует перебора примерно 2pN

различных вариантов, что реально только при достаточно малых p и N .

Поэтому возникла необходимость найти алгоритм построения ортогональной масштабирующей

функции, не требующий перебора, что дало начало новому подходу, связанному с использованием

различного типа графов. В работах [6, 7] был найден непереборный алгоритм для нахождения ϕ, но

этот метод работает только в случае, когда функция |ϕ̂(χ)| постоянна на смежных классах по подгруп-

пе G⊥
−1 и принимает только два значения: 0 или 1. Впервые деревья появились в работах [8,9] и были

использованы для построения КМА Рисса. В [10] удалось избавиться от условия suppϕ(x) ⊂ G−1,

для этого было введено понятие N -валидного дерева и было доказано, что ступенчатая функция ϕ(x)

с носителем suppϕ(x) ⊂ G−1 и условием |ϕ̂(χ)| = 0 или 1 порождает ортогональный КМА тогда и

только тогда, когда ϕ(x) порождена N -валидным деревом.

В работе [11] удалось избавиться от условия |ϕ̂(χ)| = 0 или 1 и указан алгоритм построения орто-

гональной масштабирующей функции с единственным ограничением: ϕ̂(χ) — ступенчатая функция.

Полученный алгоритм не требует перебора.

Задача построения такой функции сводится к построению некоторого графа, который, в свою

очередь, строится по произвольному N -валидному дереву. Результатом является ортогональная мас-

штабирующая функция с компактным носителем, преобразование Фурье которой также имеет ком-

пактный носитель, или, можно сказать, что функция имеет компактный носитель и ограниченную

частотную полосу.

В данной работе идеи из работы [11] будут развиты с целью нахождения некоторых ортогональных

масштабирующих функций с компактным носителем и неограниченной частотной полосой.

Построение работы следующее. В параграфе 1 описаны основные понятия, связанные с масшта-

бирующей функцией, у которой преобразование Фурье имеет ограниченный носитель. В параграфе 2

описан алгоритм построения таких масштабирующих функций. Параграф 3 содержит новые резуль-

таты, касающиеся построения масштабирующей функции с неограниченной частотной полосой.

1. МАСШТАБИРУЮЩАЯ ФУНКЦИЯ С ОГРАНИЧЕННОЙ ЧАСТОТНОЙ ПОЛОСОЙ

Сначала обсудим случай, когда масштабирующая функция ϕ, порождающая ортогональный КМА,

является ступенчатой. Множество ступенчатых функций, постоянных на смежных классах по под-

группе GM с носителем supp(ϕ) ⊂ G−N , обозначим через DM (G−N ), M,N ∈ N. Аналогично

D−N (G⊥
M ) есть множество ступенчатых функций, постоянных на смежных классах по подгруппе G⊥

−N

с носителем supp(ϕ) ⊂ G⊥
M . Если функция ϕ ∈ DM (G−N ) порождает ортогональный КМА, то она
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удовлетворяет масштабирующему уравнению ϕ(x) =
∑

h∈H
(N+1)
0

βhϕ(A x−̇h), которое можно записать в

частотном виде (см. [7]):

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA
−1), (1)

где

m0(χ) =
1

p

∑

h∈H
(N+1)
0

βh(χA −1, h) (2)

— маска уравнения (1). В [7] были доказаны следующие утверждения.

1. Если ϕ̂(χ) ∈ D−N (G⊥
M ) есть решение масштабирующего уравнения (1) и система сдвигов

(ϕ(x−̇h))h∈H0
есть ортонормированная система, то ϕ порождает ортогональный КМА.

2. Если ϕ̂(χ) ∈ D−N (G⊥
M ), то система сдвигов (ϕ(x−̇h))h∈H0

будет ортонормированной системой

тогда и только тогда, когда для любых α−N , α−N+1, . . . , α−1 = (0, p − 1)

p−1
∑

α0,α1,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2 = 1. (3)

Таким образом, для построения ортогонального КМА нужно построить функцию ϕ̂(χ) ∈ D−N (G⊥
M ),

которая является решением масштабирующего уравнения (1) и для которой выполнены условия (3).

2. ПОСТРОЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНОЙ МАСШТАБИРУЮЩЕЙ ФУНКЦИИ
С ОГРАНИЧЕННОЙ ЧАСТОТНОЙ ПОЛОСОЙ

Определение 1. Пусть N — натуральное число, p — простое. Под N -валидным деревом мы будем

понимать дерево, ориентированное от листа к корню и удовлетворяющее следующим условиям:

1) корень и все вершины вплоть до (N − 1)-го уровня имеют значение, равное нулю;

2) любой путь (αk → αk+1 → · · · → αk+N−1) длины N − 1 присутствует в дереве ровно один раз.

Здесь αi = 0, p − 1.

Выберем N -валидное дерево T и будем строить по нему масштабирующую функцию.

Алгоритм 1.

1. По дереву T строим новое дерево T̃ следующим образом. Заменяем последовательность из

N нулей, заканчивающуюся корнем дерева на одну вершину со значением (0N , 0N−1, . . . , 01). Все

вершины (N+1)-го уровня дерева T теперь связаны с этой вершиной в дереве T̃ . Она является корнем

дерева T̃ . Без изменения связей переобозначаем остальные вершины. Если в дереве T с вершины αN

начинался путь из N элементов в направление к корню αN → αN−1 → · · · → α1, то в новом дереве T̃

данная вершина будет иметь значение, равное N -мерному вектору (αN , αN−1, . . . , α1). В силу условия

N -валидности дерева T каждому такому вектору в дереве T̃ соответствует единственная вершина.

Так, если мы обозначим height(T ) = H, height(T̃ ) = H̃, то, очевидно, H̃ = H − N + 1.

Такое дерево будем называть N -валидным деревом в развернутой форме записи.

2. Теперь по дереву T̃ строим граф Γ. Каждую вершину αN = (αN , αN−1, . . . , α1) дерева T̃ свяжем

со всеми вершинами низшего уровня, имеющими вид (αN−1, . . . , α1, α0), т. е. первые (N−1) элементов

этой вершины совпадают с последними (N − 1) элементами вершины αN . Вершины, с которыми

вершина αN связана, мы будем обозначать (αN−1, . . . , α1, α̃0), т. е. α0 ∈ {α̃0} тогда и только тогда,

когда вершина αN связана с вершиной (αN−1, . . . , α1, α0) в графе Γ.

3. Обозначим

λα−N ,α−N+1,...,α−1,α0
= |m0(G

⊥
−Nr

α−N

−N r
α−N+1

−N+1 . . . r
α−1

−1 rα0
0 )|2.

Если вершина (α−N , α−N+1, . . . , α−1) в графе Γ связана с вершинами (α−N+1, α−N+2, . . . , α−1, α̃0),

то значения маски определяем так, чтобы
∑

α̃0

λα−N ,α−N+1,...,α−1,α̃0
= 1, λα−N ,α−N+1,...,α−1,α0

= 0, α0 /∈ {α̃0}. (4)

Определим m0(G
⊥
−N ) = 1, откуда следует, что λ0,0,...,0 = 1.

4. Пользуясь равенством (1), по маске можно восстановить преобразование Фурье масштабирую-

щей функции ϕ̂. Затем при помощи обратного преобразования Фурье можно получить саму функ-

цию ϕ.
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В работе [11] был использован следующий подход. Можно заметить, что условие (3) ортонорми-

рованности системы сдвигов масштабирующей функции ϕ(x) можно переписать в виде

∀ α−N , α−N+1, . . . , α−1 = 0, p − 1,

1 =

p−1
∑

α0,α1,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . r
α−1

−1 rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2 =

=

p−1
∑

α0=0

λα−N ,α−N+1,...,α0

p−1
∑

α1=0

λα−N+1,α−N+2,...,α1
· · ·

p−1
∑

αM−2=0

λαM−N−2,αM−N−1,...,αM−2
,

p−1
∑

αM−1=0

λαM−N−1,αM−N ,...,αM−1
λαM−N ,αM−N+1,...,αM−1,0λαM−N+1,αM−N+2,...,αM−1,0,0 . . . λαM−1,0,...,0. (5)

Задается последовательность N -мерных массивов A(n) = (a
(n)
i1,i2,...,iN

)p−1
i1,i2,...,iN=0 рекуррентно через

их элементы:

a
(0)
i1,i2,...,iN

= λi1,i2,...,iN ,0λi2,i3,...,iN ,0,0 . . . λiN ,0,...,0, (6)

a
(n)
i1,i2,...,iN

=

p−1
∑

j=0

λi1,i2,...,iN ,ja
(n−1)
i2,i3,...,iN ,j . (7)

Мы будем говорить, что элемент массива a
(s)
i1,i2,...,iN

соответствует вершине (i1, i2, . . . , iN ). Пользуясь

новыми обозначениями, условие ортонормированности (5) можно переформулировать в следующем

виде.

Система сдвигов масштабирующей функции ϕ(x) ∈ DM (G−N ) будет ортонормированной то-

гда и только тогда, когда для любых i1, i2, . . . , iN a
(M)
i1,i2,...,iN

= 1, иными словами, когда массив

A(M) состоит только из единиц.

В работе [11] были доказаны следующие три утверждения.

Лемма 1. В массиве A(0) на местах, соответствующих вершинам уровня s 6 N в дереве T̃ ,

стоят единицы.

Лемма 2. Пусть по N -валидному дереву T построены дерево T̃ , граф Γ и определены значения

маски m0(χ) так, как указано в равенствах (4). Пусть (A(n))∞n=0 — последовательность массивов,

определяемая равенствами (6) и (7). Тогда в массиве A(n) элементы, соответствующие вершинам

уровня s 6 N + n в дереве T̃ , равны единице.

Теорема 1. Пусть по N -валидному дереву T построены дерево T̃ , граф Γ и определены значения

маски m0(χ) так, как указано в равенствах (4). Пусть H̃ = height(T̃ ). Тогда равенство

ϕ̂(χ) =
∞∏

k=0

m0(χA
−k) ∈ D−N (G⊥

M )

определяет ортогональную масштабирующую функцию ϕ(x) ∈ DM (G−N ), причем M = H̃ − N .

Таким образом, была решена задача о поиске алгоритма построения масштабирующей функции с

компактным носителем и ограниченной частотной полосой. В следующем параграфе будет представлен

алгоритм для нахождения масштабирующей функции с неограниченной частотной полосой для случая

N = 1. Этот алгоритм также будет представлен в терминах графов определенного типа.

3. МАСШТАБИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ С НЕОГРАНИЧЕННОЙ ЧАСТОТНОЙ ПОЛОСОЙ

В этом параграфе мы будем рассматривать такие функции ϕ, что промежутки постоянства их

преобразования Фурье ϕ̂ — смежные классы по G⊥
−1, а носитель неограничен. По аналогии с преды-

дущими обозначениями будем говорить, что ϕ̂ ∈ D−1(G
⊥
∞) и ϕ(x) ∈ D∞(G−1).
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Критерий ортонормированности системы сдвигов по функциям такого класса можно записать как:

lim
M→∞

p−1
∑

α0,α1,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−1r

α−1

−1 rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2 = 1, ∀ α−1 = 0, p − 1. (8)

Рассмотрим 1-валидное дерево T . Корнем его является 0, а остальные вершины принимают раз-

личные значения от 1 до p − 1.
Например, при p = 2 существует только одно 1-валидное дерево (рис. 1,а), а при p = 3 — три

различных дерева (рис. 1, б).

1

2

1

0

2 21

00

12

00

а б
Рис. 1. 1-валидные деревья

При увеличении p их количество быстро возрастает.

Найдем в 1-валидном дереве путь, удовлетворяющий следующим условиям:

T1. Он не содержит вершину 0.

T2. Полустепень захода всех вершин пути не более чем 1, т. е. в каждую вершину «входит» не

более чем одна дуга.

T3. Путь содержит лист.

Такой путь будем называть путем Th, где h > 0 — длина пути. В случае h = 0 будем считать, что

путь состоит только из листа.

Имея путь Th, соединим последнюю вершину пути со входящим в него листом. Получим граф Γh,

содержащий простой контур, который мы также будем обозначать Th.

Построить по такому контуру функцию ϕ̂ можно, воспользовавшись третьим пунктом алгоритма 1.

Для удобства доказательства последующей теоремы мы введем некоторые обозначения по анало-

гии с работой [11] (см. формулу (5)). Сначала заметим: условие (8) о том, что система сдвигов по

функции ϕ(x) ∈ D∞(G−1) является ортонормированной, можно переписать в следующем виде:

1 = lim
M→∞

p−1
∑

α0,α1,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−1r

α−1

−1 rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2 =

= lim
M→∞

p−1
∑

α0=0

λα−1,α0

p−1
∑

α1=0

λα0,α1
· · ·

p−1
∑

αM−2=0

λαM−3,αM−2

p−1
∑

αM−1=0

λαM−2,αM−1
λαM−1,0, ∀ α−1 = 0, p − 1.

Теперь зададим последовательность одномерных массивов A(n) = (a
(n)
i )p−1

i=0 рекуррентно через их

элементы:

a
(0)
i = λi,0, (9)

a
(n)
i =

p−1
∑

j=0

λi,ja
(n−1)
j . (10)

Мы будем говорить, что элемент массива a
(s)
i соответствует вершине i.

Если представить массивы A(n) в виде столбцов, то можно заметить, что в данном случае при

N = 1 рекуррентные соотношения (10) соответствуют умножению матрицы Λ = (λi1,i2)
p−1
i1,i2=0 на

столбец A(n−1) и могут быть переписаны в виде A(n) = ΛA(n−1).

Пользуясь новыми обозначениями, условие ортонормированности (8) можно переформулировать в

следующем виде.

Система сдвигов функции ϕ(x) ∈ D∞(G−1) будет ортонормированной тогда и только тогда,

когда limM→∞ a
(M)
i = 1 для всех i, иными словами, когда предел каждой компоненты масси-

ва A(M) равен единице.
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Лемма 3. Предел каждой компоненты массива A(M), построенного вышеописанным образом,

равен единице.

Доказательство. Пусть дано 1-валидное дерево T . Выберем путь Th, удовлетворяющий усло-

виям T1–T3 и построим граф Γh, связав последнюю вершину этого пути с первой. Теперь перенуме-

руем вершины, пользуясь обходом в ширину поддерева графа Γh, которое получается исключением

из него вершин и дуг контура Th. Таким образом, сначала будем иметь корень — вершину 0, затем —

вершины первого уровня, затем — вершины, связанные с первой из вершин первого уровня, затем —

вершины, связанные со второй из вершин второго уровня, и т. д. После этого нумеруем вершины пути

Th в порядке от вершины меньшего уровня до листа. Они будут иметь номера от p − h − 1 до p − 1.

Полученная по алгоритму 1 матрица значений маски будет иметь вид

Λ =

(

Λ̃ 0

B̃1 B̃2

)

.

Здесь Λ̃ — матрица размерности (p − h − 1) × (p − h − 1), состоящая из нулей и единиц, причем в

каждой строке ровно одна единица:

Λ̃ =





























1 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . 1 0





























.

Она описывает связи в поддереве графа Γh, которое получается исключением из него контура Th.

Матрица B̃1 имеет размерность (h+1)× (p−h−1) и описывает связь контура с остальной частью

графа. В ней только один ненулевой элемент. Если i — это номер (в новой нумерации) той вершины,

с которой связан путь Th, то b̃1
0,i = β1, а остальные элементы — нули.

Матрица B̃2 имеет размерность (h + 1) × (h + 1) и следующий вид:

B̃2 =













0 0 0 . . . 0 β2

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 1 0













.

Она описывает связи между элементами внутри контура. Заметим, что исходя из пункта 3 алго-

ритма 1 β1 > 0, β2 > 0, β1 + β2 = 1.

Нулевой столбец Λ0 матрицы Λ будет являться вектором A(0) = Λ0.

Представим столбец A(M) в виде

A(M) =

(

Ã(M)

B̃(M)

)

.

Здесь длины Ã(M) и B̃(M) равны p − h − 1 и h + 1 соответственно. Тогда

A(M+1) = ΛA(M) =

(

Λ̃ 0

B̃1 B̃2

)

·
(

Ã(M)

B̃(M)

)

=

(

Λ̃ · Ã(M)

B̃1 · Ã(M) + B̃2 · B̃(M)

)

=

(

Ã(M+1)

B̃(M+1)

)

.
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Матрица Λ̃ и столбец Ã(0), а также все столбцы Ã(M) соответствуют той части графа, в которой

контура нет, и видно, что ни матрицы, ни столбцы B̃ на них никак не влияют. Значит, применима

лемма 2 — на каждом месте i столбца Ã(M) единица появится на шаге M = l − 1, где l — уровень

вершины i. Следовательно, при M → ∞ единица появится на всех местах этого столбца.

Рассмотрим теперь столбец B̃(M). Пусть вершина низшего уровня в пути Th = ((p − 1) →
→ (p − 2) → · · · → (p − h − 1)) имела уровень s + 1, а вершина p − h − 1 связана с вершиной i,

очевидно, уровня s. Пусть s > 2. Тогда a
(s−1)
i = 1 по лемме 2, т. е. на (s − 1)-м шаге, на i-м месте в

массиве A(s−1) стоит единица. Во время предыдущих шагов на этом месте стоит ноль, следовательно,

и подстолбец B̃(s−1) состоит только из нулей.

Докажем, что на шаге s − 1 + n = s − 1 + k1(h + 1) + k2, k1 ∈ Z, k2 = 0, h столбец B̃(n+s) имеет

вид

B̃(n+s) = (ak1+1, ak1+1, . . . , ak1+1
︸ ︷︷ ︸

k2 раз

, ak1
, . . . , ak1

)T , (11)

где последовательность ak определяется формулами:

a0 = 0, ak+1 = β1 + β2ak. (12)

Доказательство проведем по индукции.

1. Сначала пусть n = 1, что означает k1 = 0, k2 = 1. Уже было замечено, что, с одной стороны,

a
(s)
i = 1, а с другой, b̃1

0,i = β1, а остальные элементы B̃1 равны нулю, следовательно,

B̃1 · Ã(s) =









0 . . . 0 β1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0









·

















a
(s)
0
...

a
(s)
i−1

1

a
(s)
i+1
...

a
(s)
p−h

















=









β1

0
...

0









.

Более того, этот же результат, очевидно, будет верен и для любого шага s − 1 + n, где s опреде-

лено ранее, а n — произвольное натуральное число, так как единица останется на том же месте, а

остальные элементы свой вклад не вносят.

Столбец B̃(s) состоит только из нулей, следовательно, B̃2 · B̃(s) — также нулевая матрица. Имеем

B̃(s+1) = B̃1Ã(s) + B̃2B̃(s) =









β1

0
...

0









=









a1

a0

...

a0









,

что доказывает базу индукции.

2. Пусть теперь равенство (11) выполняется для n = k. Докажем, что оно верно для n = k + 1.

Рассмотрим два случая.

2.1. Пусть k = k1(h + 1), k2 = 0. Значит, на шаге k имеем

B̃(s+k) =









ak1

ak1

...

ak1









; B̃1 · Ã(s+k) =









β1

0
...

0









.
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Можно заметить, что при умножении на вектор матрицы

B̃2 =













0 0 0 . . . 0 β2

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 1 0













происходит циклическая перестановка элементов вектора с последующим умножением первой компо-

ненты на β2. Тогда получаем

B̃(s+k+1) = B̃1Ã(s+k) + B̃2B̃(s+k) =









β1

0
...

0









+









β2ak1

ak1

...

ak1









=









ak1+1

ak1

...

ak1









.

2.2. Пусть теперь k = k1(h + 1) + k2, k2 = 1, h. Имеем

B̃(k+s) = (ak1+1, ak1+1, . . . , ak1+1
︸ ︷︷ ︸

k2 раз

, ak1
, . . . , ak1

)T .

Тогда

B̃(k+s+1) = B̃1Ã(s+k) + B̃2B̃(s+k) =



















β1

0
...

0

0

0
...

0



















+













0 0 0 . . . 0 β2

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 1 0































ak1+1

ak1+1

...

ak1+1

ak1

ak1

...

ak1



















=

=



















β1

0
...

0

0

0
...

0



















+



















β2ak1

ak1+1

...

ak1+1

ak1+1

ak1

...

ak1



















=



















ak1+1

ak1+1

...

ak1+1

ak1+1

ak1

...

ak1



















.

Индукция доказана, представление (11) верно.

Исследуем теперь последовательность (12). Нетрудно проверить, что последовательность ak+1 =

= β1 +β2ak является монотонно возрастающей и ограниченной сверху при β1 +β2 = 1, β1 > 0, β2 > 0,

следовательно, имеет конечный предел. Обозначим его a. Для нахождения предела положим в (12)

k → ∞. Получим

a = β1 + (1 − β1)a, a = 1.

Отсюда имеем

lim
M→∞

B̃(M) = (1, 1, . . . , 1)T .
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Учитывая, что также по лемме 2 lim
M→∞

Ã(M) = (1, 1, . . . , 1)T , получаем

lim
M→∞

A(M) = (1, 1, . . . , 1)T .

Таким образом, утверждение леммы справедливо при s > 2.

Напомним, что вершина низшего уровня в пути Th = ((p− 1) → (p− 2) → · · · → (p−h− 1)) имела

уровень s + 1, а вершина p − h − 1 связана с вершиной i, очевидно, уровня s. Пусть теперь s = 0

или s = 1. В этом случае уже на нулевом шаге в столбце A(0) на i-м месте стоит 1, что упрощает

доказательство. Результат, аналогичный результату при s > 2, можно получить, проведя подобную

индукцию для шагов вида n = k1(h + 1) + k2, т. е. в сравнении со случаем s > 2 пропадает слагаемое

s − 1. В остальном доказательство абсолютно идентичное. Лемма доказана полностью. ¤

Замечание. Стоит заметить, что перенумерация вершин, использованная для удобства построения

матрицы Λ и реализации блочного матричного умножения, не делает доказательство менее общим.

Перенумерация влечет за собой перестановку элементов в матрице, соответствующей графу Γh, и

аналогичную перестановку элементов в столбцах A(n). Соответственно элементы будут появляться

на других местах, но сам вид элементов не изменится.

Для иллюстрации этого процесса рассмотрим следующий пример.

Пример. Рассмотрим дерево p = 7 (рис. 2, а). Выберем путь T1 = (6 → 1) и соединим последнюю

вершину с первой. Получим граф Γ1 (рис. 2, б).

Следуя схеме доказательства теоремы, необходимо перенумеровать вершины. Сначала рассмот-

рим поддерево графа Γ1, получающееся исключением из него контура T1. Перенумеруем вершины

соответственно обходу в ширину, как показано на рис. 2, в.
После этого занумеруем вершины, входящие в контур, и получим граф, изображенный на рис. 2, г.
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6

0

5

4

3

0

2

1

6

0

5

а б

2

4

0

1

0

3

2

4

0

1

5

6

0

3

в г

Рис. 2. Построение графа Γ1 и перенумерация его вершин

Его матрица Λ имеет вид

Λ =















1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 β1 0 0 0 β2

0 0 0 0 0 1 0















.
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В этом случае

Λ̃ =










1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0










, B̃1 =

(

0 0 β1 0 0

0 0 0 0 0

)

, B̃2 =

(

0 β2

1 0

)

.

Далее выпишем несколько первых элементов последовательности столбцов A(n), определяемых

по формулам (9), (10). Иными словами, A(0) = Λ0, где Λ0 — нулевой столбец матрицы Λ, а

A(n) = ΛA(n−1). Последовательность получается следующая:














1

1

1

0

0

0

0















,















1

1

1

1

1

β1

0















,















1

1

1

1

1

β1

β1















,















1

1

1

1

1

β1 + β1β2

β1















,















1

1

1

1

1

β1 + β1β2

β1 + β1β2















,















1

1

1

1

1

β1 + β2(β1 + β1β2)

β1 + β1β2















, . . . . (13)

Так как s — уровень вершины, с которой связан контур, — равен 1, то уже на первом шаге в

массиве появляются элементы последовательности an, причем появляются они на последних местах.

Если же рассмотреть граф Γh до перенумерации и построить его матрицу Λ, то получим

Λ =















1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 β1 0 β2

1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0















Построенная по такой матрице последовательность A(n) будет иметь вид














1

0

1

0

1

0

0















,















1

β1

1

1

1

1

0















,















1

β1

1

1

1

1

β1















,















1

β1 + β2β1

1

1

1

1

β1















,















1

β1 + β2β1

1

1

1

1

β1 + β2β1















,















1

β1 + β2(β1 + β2β1)

1

1

1

1

β1 + β2β1















, . . . . (14)

Можно заметить, что в этом случае не изменился вид элементов, а изменился только их порядок.

Следовательно, и в случае (13), и в случае (14) в пределе получим столбец из единиц. На этом мы

заканчиваем пример.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 2. Пусть по 1-валидному дереву T построен граф Γh и определены значения мас-

ки m0(χ) так, как указано в пункте 3 алгоритма 1. Тогда равенство

ϕ̂(χ) =
∞∏

k=0

m0(χA
−k) ∈ D−1(G

⊥
∞)

определяет ортогональную масштабирующую функцию ϕ(x) ∈ D∞(G−1).

Доказательство этого факта очевидным образом вытекает из леммы 3.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-00152-а).

386 Научный отдел



Г. С. Бердников. Графы с контурами в кратномасштабном анализе на группах Виленкина

Библиографический список

1. Протасов В. Ю., Фарков Ю. А. Диадические вей-

влеты и масштабирующие функции на полупря-

мой // Матем. сб. 2006. Т. 197, № 10. С. 129–160.

DOI: 10.4213/sm1126.

2. Фарков Ю. А. Биортогональные диадические вей-

влеты на полупрямой // УМН. 2007. Т. 62,

№ 6(378). С. 189–190. DOI: 10.4213/rm8541.

3. Протасов В. Ю. Аппроксимация диадическими

всплесками // Матем. сб. 2007. Т. 198, № 11.

С. 135–152. DOI: 10.4213/sm1981.

4. Фарков Ю. А. Ортогональные вейвлеты с ком-

пактными носителями на локально компактных

Абелевых группах // Изв. РАН. Сер. матем. 2005.

Т. 69, вып. 3. С. 193–220. DOI: 10.4213/im644.

5. Фарков Ю. А. Ортогональные вейвлеты на пря-

мых произведениях циклических групп // Матем.

заметки. 2007. Т. 82, вып. 6. С. 934–952. DOI:

10.4213/mzm4181.

6. Лукомский С. Ф. Кратномасштабный анализ на

нульмерных группах и всплесковые базисы //

Матем. сб. 2010. Т. 201, № 5. С. 41–65. DOI:

10.4213/sm7580.

7. Lukomskii S. F. Step Refinable Functions and

Orthogonal MRA on Vilenkin Groups // J. Fourier

Anal. Appl. 2014. Vol. 20, iss. 1. P. 42–65. DOI:

10.1007/s00041-013-9301-6.

8. Лукомский С. Ф. Кратномасштабный анализ

Рисса на группах Виленкина // Докл. АН. 2014.

Т. 457, № 1. С. 24–27. DOI: 10.7868/S0869565214

190086.

9. Лукомский С. Ф. Кратномасштабный анализ

Рисса на нульмерных группах // Изв. РАН. Сер.

матем. 2015. Т. 79, вып. 1. С. 153–184. DOI:

10.4213/im8181.

10. Lukomskii S. F., Berdnikov G. S. N-Valid trees

in wavelet theory on Vilenkin groups // Int. J.

Wavelets Multiresolut Inf. Process. 2015. Vol. 13,

iss. 5, 1550037. 23 p. DOI: 10.1142/S02196913155

0037X.

11. Бердников Г. С., Лукомский С. Ф., Крусс Ю. С.

Об ортогональности системы сдвигов масштаби-

рующей функции на группах Виленкина // Ма-

тем. заметки. 2015. Т. 98, № 2. С. 310–313. DOI:

10.4213/mzm10664.

Образец для цитирования:

Бердников Г. С. Графы с контурами в кратномасштабном анализе на группах Виленкина // Изв. Сарат. ун-та.

Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2016. Т. 16, вып. 4. С. 377–388. DOI: 10.18500/1816-9791-

2016-16-4-377-388.

Graphs with Contours in Multiresolution Analysis on Vilenkin Groups

G. S. Berdnikov

Gleb S. Berdnikov, Saratov State University, 83, Astrakhanskaya str., 410012, Saratov, Russia, evrointelligent@gmail.com

The aim of this article is to study the problem of constructing mutiresolution analysis on Vilenkin group. Previous papers by

S. F. Lukomskii, Iu. S. Kruss and the author present an algorithm for constructing scaling functions ϕ with compact support, Fourier

transform of which also has compact support. The description of such algorithm is tightly connected with directed graphs of special

structure, which are constructed with the help of so-called N -valid trees. One of the special properties of these graphs is the absence

of directed cycles — contours. This property allowsadmits the construction of scaling functions ϕ, Fourier transform of which has

compact support. This approach has a number of advantages. Firstly, this algorithm does not include exhaustive search in contrast

to algorithm using the noton of "blocked sets", which is described in the papers by Yu. A. Farkov. Secondly, such approach is

conveniently generalized to the case of local fields of positive characteristic, which was done in the papers by Kruss Iu. S. The

contents of the current paper represents the first step of using digraphs with contours for similar purpose. Taking further the ideas of

previous research we construct digraph with only one simple contour using 1-valid tree. It appears that such graph also generates a

scaling function ϕ. However, since the contour appears, such scaling function’s Fourier transform does not have compact support.

Key words: multiresolution analysis, Vilenkin group, scaling function, graphs, wavelet analysis.
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УДК 517.52

РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА,
ОРТОГОНАЛЬНЫМ ПО СОБОЛЕВУ

Р. М. Гаджимирзаев

Гаджимирзаев Рамис Махмудович, младший научный сотрудник отдела математики и информатики, Дагестанский научный

центр РАН, Махачкала, ramis3004@gmail.com

В настоящей статье рассматривается система дискретных функций {ϕr,k(x)}∞k=0 , которая является ортонормированной

относительно скалярного произведения типа Соболева следующего вида:

〈f, g〉 =

r−1∑

ν=0

∆νf(−r)∆νg(−r) +
∑

t∈Ωr

∆rf(t)∆rg(t)µ(t),

где µ(t) = qt(1− q), Ωr = {−r,−r + 1, . . . , 0, 1, . . .}, 0 < q < 1. Показано, что сдвинутые классические полиномы

Мейкснера
{
M−r

k (x + r)
}∞

k=r
вместе с функциями вида

{
(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0
образуют полную ортогональную систему в

пространстве l2,µ(Ωr), в котором введено указанное скалярное произведение 〈f, g〉. Установлено, что ряд Фурье по

полиномам Мейкснера
{
akM−r

k (x + r)
}∞

k=r
(ak — нормирующие множители), ортонормированным в смысле Соболева,

является частным случаем смешанных рядов по полиномам Мейкснера. Кроме того, введен новый специальный ряд по

ортогональным полиномам Мейкснера Mα
k (x) с α > −1, который в случае α = r совпадает с соответсвующим смешан-

ным рядом по полиномам Мейкснера M0
k (x) и рядом Фурье по системе полиномов Мейкснера

{
akM−r

k (x + r)
}∞

k=r
,

ортонормированным в смысле Соболева.

Ключевые слова: полиномы Мейкснера, смешанный ряд, специальный ряд, скалярное произведение типа Соболева,

полиномы, ортогональные по Соболеву.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория полиномов, ортогональных относительно скалярных произведений типа Соболева (полино-

мы, ортогональные по Соболеву), получила развитие в работах многих авторов (см. [1–5] и цитиро-

ванную там литературу). Были достаточно подробно исследованы различные особенности полиномов,
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ортогональных по Соболеву, которыми не обладают обычные полиномы, ортогональные на интервале

(или на сетке) относительно положительных весов. В частности, может случится так, что полиномы,

ортогональные по Соболеву на заданном интервале (a, b), могут иметь нули, совпадающие с одним

или обоими концами этого интервала. Это свойство полиномов, ортогональных по Соболеву имеет

важное значение для некоторых приложений, для которых требуется, чтобы значения частичных сумм

ряда Фурье функции f(x) по рассматриваемой системе ортогональных полиномов совпали на одном из

концов (или на обоих концах) отрезка [a, b] со значениями функции f(x) в указанных точках. Заме-

тим, что обычные ортогональные с положительным на (a, b) весом полиномы этим важным свойством

не обладают. При этом вопросы, связанные с поточечной и равномерной сходимостью рядов Фурье по

полиномам, ортогональным по Соболеву, остаются мало изученными. Это, в первую очередь, связано

с тем, что асимптотические свойства полиномов, ортогональных по Соболеву, исследованы только

в отдельных частных случаях. В связи с этой проблемой отметим работу [6], в которой, исполь-

зуя идеи и технику А. А. Гончара [7], исследована задача о сравнительной асимптотике полиномов,

ортогональных относительно скалярного произведения типа Соболева с дискретными массами.

С другой стороны, отметим, что в работах И. И. Шарапудинова [8–12] были введены так называ-

емые смешанные ряды по классическим ортогональным полиномам, частичные суммы которых также

обладают свойством совпадения их значений на границе области ортогональности со значениями

исходной функции. В работах [8–12] были подробно исследованы аппроксимативные свойства сме-

шанных рядов для функций из различных пространств. В частности, было показано, что частичные

суммы смешанных рядов по классическим ортогональным полиномам, в отличие от сумм Фурье по

этим же полиномам, успешно могут быть использованы в задачах, в которых требуется одновременно

приближать исходную функцию и ее несколько разностных производных.

В настоящей статье показано, что если r > 0, то сдвинутые классические полиномы Мейкснера
{
akM−r

k (x + r)
}∞

k=r
образуют ортонормированную систему в пространстве l2,µ(Ωr), состоящем из

дискретных функций f, g, . . . , заданных на сетке Ωr = {−r,−r + 1, . . . , 0, 1, . . .}, в котором введено

скалярное произведение типа Соболева следующего вида:

〈f, g〉 =

r−1∑

ν=0

∆νf(−r)∆νg(−r) +
∑

t∈Ωr

∆rf(t)∆rg(t)µ(t), (1)

где µ(t) = qt(1 − q) — весовая функция, 0 < q < 1. Кроме того, показано, что если к систе-

ме
{
akM−r

k (x + r)
}∞

k=r
присоединить конечный набор степеней

{
(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0
, то мы получим пол-

ную в l2,µ(Ωr), ортонормированную относительно скалярного произведения (1) систему полиномов

Ψ =
{

(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0

⋃ {
akM−r

k (x + r)
}∞

k=r
. Показано, что ряд Фурье по системе Ψ представляет собой

смешанный ряд по полиномам Мейкснера Mα
k (x) с α = 0, в котором присутствуют только классиче-

ские полиномы Мейкснера. Это, в свою очередь, позволяет использовать при исследовании аппрок-

симативных свойств ряда Фурье по системе Ψ методы, разработанные в работах [8, 13] при решении

аналогичной задачи для смешанных рядов по полиномам Мейкснера. Кроме того, в параграфе 3 вве-

ден новый специальный ряд по ортогональным полиномам Мейкснера Mα
k (x) с α > −1, который в

случае α = r совпадает с рядом Фурье по системе Ψ и смешанным рядом по полиномам Мейкснера

M0
k (x).

Прежде чем перейти к формулировке основных результатов, приведем некоторые сведения о по-

линомах Мейкснера Mα
k (x).

1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПОЛИНОМАХ МЕЙКСНЕРА

Для q 6= 0 и произвольного α полином Мейкснера порядка n можно определить с помощью

равенства

Mα
n (x) = Mα

n (x, q) =
q−n

n!ρ(x)
∆n

{

ρ(x)x[n]
}

, (2)

где

ρ = ρ(x) = ρ(x;α, q) = qx Γ(x + α + 1)

Γ(x + 1)
(1 − q)α+1, x[n] = x(x − 1)...(x − n + 1).
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Хорошо известны следующие свойства полиномов Мейкснера [8]:

1◦ Ортогональность:

∑

x∈Ω0

Mα
k (x)Mα

n (x)ρ(x) = δnkhα
n(q) = δnk

(
n + α

n

)

q−nΓ(α + 1), 0 < q < 1, α > −1, (3)

где δnk — символ Кронекера. Из (3) следует,что ортонормированные полиномы Мейкснера имеют вид

mα
n(x) = {hα

n(q)}− 1
2 Mα

n (x).

В частности, при α = 0
∑

x∈Ω0

M0
k (x)M0

n(x)ρ(x; 0, q) = δnkh0
n(q); (4)

2◦ Явный вид:

Mα
n (x, q) =

(
n + α

n

) n∑

k=0

(−n)k(−x)k

(α + 1)kk!

(

1 − 1

q

)k

;

3◦ Конечные разности:

∆Mα
n (x) = Mα

n (x + 1) − Mα
n (x) =

q − 1

q
Mα+1

n−1 (x),

∆rMα
n (x) =

(
q − 1

q

)r

Mα+r
n−r (x); (5)

4◦ Формула Кристоффеля–Дарбу:

K
α

q,n(x, y) =

n∑

k=0

qkk!

Γ(k + α + 1)
Mα

k (x)Mα
k (y) =

(n + 1)!qn+1

Γ(n + α + 1)(q − 1)

Mα
n+1(x)Mα

n (y) − Mα
n (x)Mα

n+1(y)

x − y
;

5◦ Рекуррентные соотношения:

Mα
n+1(x) − Mα

n (x) = Mα−1
n+1 (x),

(n + 1)qMα
n+1(x) = [n(q + 1) + q(α + 1) + (q − 1)x]Mα

n (x) − (n + α)Mα
n−1(x), (6)

M−r
n (x) =

(n − r)!

n!

(
1

q
− 1

)r

(−x)rM
r
n−r(x − r), r — целое, 1 6 r 6 n. (7)

2. СМЕШАННЫЕ РЯДЫ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА

Смешанные ряды по полиномам Мейкснера впервые были введены в работах [8,13] как альтерна-

тивный рядам Фурье по тем же полиномам аппарат для одновременного приближения функций и их

разностных производных. Напомним определение этих рядов, следуя работе [8]. Пусть 0 < q < 1,

α > −1, 0 6 r — целое, l2,ρ(Ωr) — пространство дискретных функций g(x), заданных на Ωr и

таких, что
∑

Ω0
g2(x)ρ(x) < ∞. Рассмотрим дискретную функцию d(x) ∈ l2,ρ(Ωr). Из того, что

d(x) ∈ l2,ρ(Ωr), очевидно, следует, что функция ∆rd̄(x) = ∆rd(x − r) принадлежит пространству

l2,ρ(Ω0), поэтому мы можем определить коэффициенты Фурье – Мейкснера этой функции

dα
r,k =

∑

t∈Ω0

∆rd̄(t)mα
k (t, q)ρ(t). (8)

В [8] доказана следующая

Теорема 1. Пусть x ∈ Ωr, 0 < q < 1, α > −1, ρ = ρ(x) = ρ(x;α, q), d = d(x) ∈ l2,ρ, d̄(x) = d(x−r).

Тогда

d̄(x) =

r−1∑

ν=0

γr,ν
x[ν]

ν!
+

(
q

q − 1

)r ∞∑

k=0

dα
r,k

{hα
k (q)}1/2

Mα−r
k+r (x, q), (9)

где

γr,ν =

[

∆ν d̄(0) − (q/(q − 1))r−ν

Γ(ν − r + α + 1)
×

∞∑

k=0

dα
r,k

{hα
k (q)}1/2

Γ(k + α + 1)

Γ(k + r − ν + 1)

]

.
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Нам понадобится случай α = 0. При этом, если 0 6 ν 6 r − 1, то 1
Γ(ν−r+α+1) = 0, поэтому

γr,ν = ∆ν d̄(0).

Имеет место следующее следствие из теоремы 1.

Следствие 1. Пусть x ∈ Ωr, 0 < q < 1, ρ = ρ(x) = ρ(x; 0, q), d(x) ∈ l2,ρ(Ωr). Тогда

d(x) =

r−1∑

ν=0

∆νd(−r)
(x + r)[ν]

ν!
+ (x + r)[r]

∞∑

k=0

d0
r,k

(k + 1)r

Mr
k (x, q)

{h0
k(q)}1/2

. (10)

Правые части равенств (9) и (10) называются смешанными рядами по полиномам Мейкснера.

3. СПЕЦИАЛЬНЫЕ РЯДЫ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА

В работе [14] были введены специальные ряды по классическим полиномам Лагерра и исследо-

ваны аппроксимативные свойства их частичных сумм. В настоящей работе мы введем специальные

ряды по полиномам Мейкснера, которые являются дискретным аналогом специальных рядов по поли-

номам Лагерра. Следует отметить, что смешанный ряд (10) по полиномам Мейкснера M0
k (x) является

частным случаем специальных рядов по полиномам Мейкснера.

Пусть d(x) ∈ l2,ρ(Ωr),

Pr−1(x) = Pr−1(d, x) =

r−1∑

ν=0

∆νd(−r)
(x + r)[ν]

ν!
, (11)

dr(x) =
d(x) − Pr−1(x)

(x + r)[r]
. (12)

Предположим, что для функции dr(x), определенной равенством (12), существуют коэффициенты

Фурье – Мейкснера:

d̂α
r,k =

∑

t∈Ω0

dr(t)ρ(t)mα
k (t) =

∑

t∈Ω0

d(t) − Pr−1(t)

(t + r)[r]
ρ(t)mα

k (t).

Тогда мы можем рассмотреть ряд Фурье – Мейкснера функции dr(x):

dr(x) ∼
∞∑

k=0

d̂α
r,kmα

k (x). (13)

Если ряд (13) сходится к функции dr(x), то с учетом (12)

d(x) = Pr−1(x) + (x + r)[r]
∞∑

k=0

d̂α
r,kmα

k (x). (14)

Это и есть специальный ряд по полиномам Мейкснера функции d(x). Если α = r, то ряд (14)

совпадает с рядом (10). Действительно, в силу (2), (8) и (7) имеем

d0
r,k =

∑

t∈Ω0

∆rd(t − r)m0
k(t, q)ρ(t; 0, q) =

=
q−k

k!(h0
k(q))1/2

∑

t∈Ω0

∆r(d(t − r) − Pr−1(t − r))∆k
{

ρ(t; 0, q)t[k]
}

=

=
(−1)rq−k

k!(h0
k(q))1/2

∑

t∈Ω0

(d(t) − Pr−1(t))∆
k+r

{

ρ(t; 0, q)t[k]
}

=

=
(−1)r(k + r)!

k!(h0
k(q))1/2(1 − q)−r

∑

t∈Ω0

(d(t) − Pr−1(t))ρ(t + r;−r, q)M−r
k+r(t + r) =

=
1

(h0
k(q))1/2(1 − q)−r

·
(

1 − q

q

)r ∑

t∈Ω0

(d(t) − Pr−1(t))ρ(t + r;−r, q)Mr
k (t)(t + r)[r] =
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=
1

(h0
k(q))1/2

∑

t∈Ω0

d(t) − Pr−1(t)

(t + r)[r]
ρ(t; r, q)Mr

k (t) =
1

(h0
k(q))1/2

(hr
k(q))1/2d̂r

r,k.

В силу последнего равенства смешанный ряд (10) примет вид

d(x) =

r−1∑

ν=0

∆νd(−r)
(x + r)[ν]

ν!
+ (x + r)[r]

∞∑

k=0

(hr
k(q))1/2d̂r

r,k

(h0
k(q))1/2(k + 1)r

Mr
k (x, q)

(h0
k(q))1/2

=

= Pr−1(x) + (x + r)[r]
∞∑

k=0

d̂r
r,kmr

k(x),

который совпадает со специальным рядом (14).

4. РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ПОЛИНОМАМ МЕЙКСНЕРА M−r
k (x + r), ОРТОГОНАЛЬНЫМ ПО СОБОЛЕВУ

Пусть µ(x) = qx(1 − q), 0 < q < 1. Рассмотрим систему полиномов {ϕr,k(x)}∞k=0, в которой

ϕr,k(x) =
(x + r)[k]

k!
, 0 6 k 6 r − 1, (15)

ϕr,k(x) = akM−r
k (x + r), r 6 k, (16)

где ak =
q

k+r
2

(1 − q)r
.

Теорема 2. Полиномы ϕr,k(x) (k = 0, 1, . . .), определенные равенствами (15) и (16), образуют

полную в l2,µ(Ωr) ортонормированную систему относительно скалярного произведения (1).

Доказательство. Для полиномов ϕr,k(x) = akM−r
k (x + r) и ϕr,l(x) = alM

−r
l (x + r), k, l > r, с

учетом равенств (7), (5) и (4) имеем

〈ϕr,k, ϕr,l〉 = akal

r−1∑

ν=0

∆νM−r
k (x + r)∆νM−r

l (x + r)

∣
∣
∣
∣
∣
x=−r

+

+akal

∑

x∈Ωr

∆rM−r
k (x + r)∆rM−r

l (x + r)µ(x) =

= akal

(
q − 1

q

)2r ∑

x∈Ωr

M0
k−r(x + r)M0

l−r(x + r)qx(1 − q) =

= δkl a2
k h0

k−r

(
q − 1

q

)2r

= δkl q−k+r

(

q
k+r
2

(1 − q)r

)2 (
q − 1

q

)2r

= δkl.

Далее, легко заметить, что 〈ϕr,k, ϕr,l〉 = δkl в случаях, когда k, l 6 r − 1 и k 6 r − 1, l > r. Это

означает, что система полиномов {ϕr,k(x)}∞k=0 ортонормирована в l2,µ(Ωr) относительно скалярного

произведения (1). Убедимся в ее полноте в l2,µ(Ωr). Для этого покажем, что если для некоторой

функции d(x) ∈ l2,µ(Ωr) и для всех k = 0, 1, . . . справедливы равенства 〈d, ϕr,k〉 = 0, то d(x) ≡ 0.

Действительно, если k 6 r− 1, то 〈d, ϕr,k〉 = ∆kd(−r). Учитывая, что 〈d, ϕr,k〉 = 0 дискретный аналог

формулы Тейлора для функции d(x)

d(x) = d(−r) +
∆d(−r)

1!
(x + r) + . . . +

∆r−1d(−r)

(r − 1)!
(x + r)[r−1] +

1

(r − 1)!

x−1∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]∆rd(t)

примет вид

d(x) =
1

(r − 1)!

x−1∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]∆rd(t). (17)

При k > r имеем

0 = 〈d, ϕr,k〉 = ak

∑

x∈Ωr

∆rd(x)∆rM−r
k (x + r)(1 − q)qx =
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= ak(1 − q)

(
q − 1

q

)r ∑

x∈Ωr

∆rd(x)M0
k−r(x + r)qx.

Из последнего равенства и из того, что полиномы m0
k(x + r) = (h0

k(q))−
1
2 M0

k (x + r) (k = 0, 1, . . .)

образуют базис в l2,ρ(Ωr) следует, что ∆rd(x) = 0. Поэтому в силу (17) d(x) ≡ 0. ¤

Пусть d(x) ∈ l2,µ(Ωr). Тогда мы можем определить коэффициенты Фурье этой функции

d̂k = 〈d, ϕr,k〉 = ∆kd(−r), 0 6 k 6 r − 1, (18)

d̂k = 〈d, ϕr,k〉 = ak

∑

t∈Ωr

∆rd(t)∆rM−r
k (t + r)(1 − q)qt, k > r (19)

и рассмотреть ее ряд Фурье

d(x) ∼
∞∑

k=0

d̂kϕr,k(x) =
r−1∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] +

∞∑

k=r

d̂kakM−r
k (x + r). (20)

С другой стороны, из (19) и (8) с учетом (5) имеем

d̂k = ak

(
q − 1

q

)r ∑

t∈Ωr

∆rd(t)M0
k−r(t + r)(1 − q)qt =

= ak

(
q − 1

q

)r

(h0
k−r(q))

1/2
∑

t∈Ωr

∆rd(t)m0
k−r(t + r)(1 − q)qt = (−1)rd0

r,k−r. (21)

Из (20) и (21), учитывая (7), получаем

d(x) ∼
r−1∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] + (−1)r

∞∑

k=r

d0
r,k−rakM−r

k (x + r) =

=

r−1∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] +

(−1)rqr

(1 − q)r

∞∑

k=0

q
k
2 d0

r,kM−r
k+r(x + r) =

=

r−1∑

k=0

∆kd(−r)

k!
(x + r)[k] + (x + r)[r]

∞∑

k=0

d0
r,kMr

k (x)

(k + 1)r(h0
k(q))1/2

. (22)

Сравнивая ряды (10) и (22), заключаем, что смешанный ряд по полиномам Мейкснера M0
k (x) совпада-

ет с рядом Фурье по системе полиномов {ϕr,k(x)}∞k=0 , ортонормированной относительно скалярного

произведения (1). Это позволяет использовать при исследовании аппроксимативных свойств ряда (20)

методы, разработанные в работах [8, 13] при решении аналогичной задачи для смешанных рядов по

полиномам Мейкснера.

Автор искренне благодарит И. И. Шарапудинова за плодотворные беседы, результатом которых

явилась настоящая работа.
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The Fourier Series of the Meixner Polynomials Orthogonal with Respect
to the Sobolev-type Inner Product

R. M. Gadzhimirzaev

Ramis M. Gadzhimirzaev, Dagestan Scientific Center RAS, 45, M. Gadzhieva str., 367032, Makhachkala, Russia,

ramis3004@gmail.com

In this paper we consider the system of discrete functions {ϕr,k(x)}∞k=0 , which is orthonormal with respect to the Sobolev-type

inner product

〈f, g〉 =

r−1∑

ν=0

∆νf(−r)∆νg(−r) +
∑

t∈Ωr

∆rf(t)∆rg(t)µ(t),

where µ(t) = qt(1−q), 0 < q < 1. It is shown that the shifted classical Meixner polynomials
{
M−r

k (x + r)
}∞

k=r
together with

functions
{

(x+r)[k]

k!

}r−1

k=0
form a complete orthogonal system in the space l2,µ(Ωr) with respect to the Sobolev-type inner product.

It is shown that the Fourier series on Meixner polynomials
{
akM−r

k (x + r)
}∞

k=r
(ak— normalizing factors), orthonormal in terms

of Sobolev, is a special case of mixed series on Meixner polynomials. Some new special series on Meixner orthogonal polynomials

Mα
k (x) with α > −1 are considered. In the case when α = r these special series coincide with mixed series on Meixner

polynomials M0
k (x) and Fourier series on the system

{
akM−r

k (x + r)
}∞

k=r
orthonormal with respect to the Sobolev-type inner

product.

Key words: Meixner polynomials, mixed series, special series, Sobolev-type inner product, Sobolev orthogonal polynomials.
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОДНОГО КЛАССА РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ
С РАСТУЩИМ ПОТЕНЦИАЛОМ
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В работе метод подобных операторов применяется для спектрального анализа разностного замкнутого оператора вида

(A x)(n) = x(n + 1) + x(n − 1) − 2x(n) + a(n)x(n), n ∈ Z, рассматриваемого в гильбертовом пространстве

l2(Z) двусторонних последовательностей комплексных чисел с растущим потенциалом a : Z → C. Получены асимп-

тотики собственных значений, собственных векторов, оценки равносходимости спектральных разложений для исследу-

емого оператора и оператора умножения на последовательность a : Z → C. Для исследования рассматриваемого

оператора он представляется в виде A − B, где (Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z) с естественной обла-

стью определения. Этот оператор является нормальным с известными спектральными свойствами и выступает в качестве

невозмущенного оператора в методе подобных операторов. В качестве возмущения выступает ограниченный оператор

(Bx)(n) = −x(n + 1) − x(n − 1) + 2x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z).

Ключевые слова: метод подобных операторов, спектр, разностный оператор, спектральные проекторы.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим гильбертово пространство двусторонних комплексных последовательностей l2(Z) со

скалярным произведением (x, y) =
∞∑

n=−∞
x(n)y(n), где x, y ∈ l2(Z), x : Z → C, y : Z → C, и нор-

мой ‖x‖ =

(
∞∑

n=−∞
|x(n)|2

)1/2

, порождённой этим скалярным произведением. В пространстве l2(Z)

зададим линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ l2(Z) → l2(Z) формулой

(Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ D(A) (1)

с областью определения D(A) ⊂ l2(Z) вида

D(A) =

{

x ∈ l2(Z) :
∑

n∈Z

|a(n)|2|x(n)|2 < ∞
}

,

где a : Z → C — последовательность, обладающая свойствами:

1) a(i) 6= a(j) при i 6= j, i, j ∈ Z;

2) lim
|n|→∞

|a(n)| = ∞;

3) 0 < di = infi6=j |a(i) − a(j)| → ∞, |i| → ∞.

Символом ρ(A) обозначим резольвентное множество оператора A, а символом σ(A) — его спектр.

Из условий на последовательность a : Z → C следует, что σ(A) = {a(n), n ∈ Z}, т. е. спектр

оператора A состоит из простых изолированных собственных значений. Если число λ0 не совпадает

ни с одним a(n), то λ0 ∈ ρ(A), и оператор (A − λ0I)−1 : l2(Z) → l2(Z) действует по формуле

((A − λ0I)−1x)(n) = ((a(n) − λ0)
−1x)(n), n ∈ Z. Такой оператор является нормальным компактным

оператором. Поэтому оператор A также является нормальным оператором.

Рассмотрим самосопряженный ограниченный оператор B : l2(Z) → l2(Z) вида

(Bx)(n) = −2x(n) + x(n + 1) + x(n − 1), n ∈ Z, x ∈ l2(Z). (2)

Рассматриваемый класс разностных операторов и их матриц соответствует уравнениям Штурма –

Лиувилля при их дискретизации [1].

Основные результаты статьи содержатся в следующих теоремах.

Теорема 1. Существует такое целое число k > 0, что спектр σ(A − B) оператора A − B

представим в виде

σ(A − B) = σ(k) ∪ (∪|i|>kσi), (3)

где σ(k) содержит не более чем 2k + 1 собственных значений, σi = {µi}, |i| > k — одноточечные

множества, и имеют место следующие асимптотические формулы:

µi = a(i) + 2 + O(d−1
i ), (4)

µi = a(i) + 2 − a(i + 1) − 2a(i) + a(i − 1)

(a(i + 1) − a(i))(a(i − 1) − a(i))
+ O(d−2

i ), |i| > k. (5)

Соответствующие собственные векторы ẽi, |i| > k, образуют базис Рисса в l2(Z) и допускают

асимптотическую оценку

‖ẽi − ỹi‖ 6 Cd−2
i ,

где

ỹi(j) =







1, i = j,

(a(i ± 1) − a(i))−1, j = i ± 1,

0, в остальных случаях,

C > 0 — некоторая константа.

Обозначим символом Pn, n ∈ Z, проектор Рисса, построенный по спектральному множе-

ству {a(n)}, n ∈ Z, оператора A, т.е. Pn = P ({a(n)}, A), а символом P̃n, n ∈ Z, проектор

P̃n = P ({µn}, A − B). Здесь числа µn, |n| > k, определяются формулами (4) или (5).
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Теорема 2. Для спектральных проекторов P̃i, |i| > k имеют место оценки

‖P̃i − Pi‖ = O(d−1
i ), |i| > k, (6)

‖
N∑

i>m

P̃i −
N∑

i>m

Pi‖ = O(d−1
i ), (7)

где m > k, N > m, N ∈ N. Имеют место следующие оценки равносходимости спектральных

разложений:

‖P (σ(k), A − B) +

l∑

|i|>k

P̃i −
l∑

i=−l

Pi‖ = O(d−1
l ), (8)

где l > k и множество σ(k) определено в теореме 1.

Исследовать оператор A − B будем методом подобных операторов, который и изложим в адап-

тированном для рассматриваемого случая виде. Отметим, что для анализа спектральных свойств

операторов, близких к оператору A − B, метод подобных операторов ранее не применялся.

1. О МЕТОДЕ ПОДОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Метод подобных операторов берёт начало из работ А. Пуанкаре, А. А. Ляпунова, Н. М. Крылова,

Н. Н. Боголюбова, К. Фридрихса, Р. Тернера и окончательно оформляется в работах А. Г. Баскако-

ва [2–5]. Мы будем придерживаться идеологии и методологии работы [5]. Обычно метод подобных

операторов применяется для получения спектральных характеристик дифференциальных операторов

(см. например [6–11]).

Линейные операторы, действующие в пространстве операторов, будем согласно терминологии

М. Г. Крейна называть трансформаторами. Наиболее важным понятием метода подобных операто-

ров является понятие допустимой тройки.

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство и EndH — банахова алгебра ограниченных

линейных операторов, действующих в H.

Определение 1 (см. [5]). Пусть J : EndH → EndH, Γ : EndH → EndH — трансформаторы.

Тройку (EndH, J,Γ) назовём допустимой для невозмущенного оператора A, а EndH — допусти-

мым пространством возмущений, если

1) J и Γ — непрерывные трансформаторы, причём J — проектор;

2) (ΓX)(D(A)) ⊂ D(A), при этом

AΓX − ΓXA = X − JX, X ∈ EndH (9)

и Y = ΓX ∈ EndH — единственное решение уравнения AY − Y A = X − JX, удовлетворяющее

условию JY = 0;

3) существует постоянная γ > 0 такая, что ‖Γ‖ 6 γ, max{‖XΓY ‖, ‖ΓXY ‖} 6 γ‖X‖‖Y ‖;
4) для любого X ∈ EndH и ǫ > 0 существует λǫ ∈ ρ(A) такое, что ‖X(A − λǫI)−1‖ < ǫ.

Теорема 3 (см. [5]). Пусть (EndH, J,Γ) — допустимая тройка для оператора A : D(A) ⊂ H →
→ H и B — некоторый оператор из EndH. Тогда если γ‖B‖ < 1/4, то оператор A − B подобен

оператору A − JX∗, где оператор X∗ ∈ EndH является решением нелинейного операторного

уравнения

X = BΓX − (ΓX)(JB) − (ΓX)J(BΓX) + B. (10)

Решение X∗ может быть найдено методом простых итераций X0 = 0, X1 = B, .... (Опера-

тор Φ: EndH → EndH, определённый правой частью равенства (10), является сжимающим в

шаре {X ∈ EndH : ‖X − B‖ < 3‖B‖}). Преобразование подобия оператора A − B в оператор

A − JX∗ осуществляет оператор I + ΓX∗ ∈ EndH.
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2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ ИСХОДНОГО ОПЕРАТОРА

В этом параграфе символом H будет обозначаться гильбертово пространство l2(Z). Отметим, что в

дальнейшем удобно будет пользоваться матричным представлением операторов A и B, определённых

формулами (1) и (2) соответственно.

Собственными векторами оператора A являются базисные векторы en, n ∈ Z, а соответствующие

спектральные проекторы задаются формулой Pnx = (x, en)en.

Представим оператор A − B в виде A − B = Ã − B̃, где (Ãx)(n) = a(n)x(n) + 2x(n),

(B̃x)(n) = x(n − 1) + x(n + 1). Очевидно, что D(A) = D(Ã). Тогда σ(Ã) = {a(n) + 2, n ∈ Z}, соб-

ственные векторы и спектральные проекторы у оператора Ã те же, что и у оператора A. B̃ ∈ EndH,

‖B̃‖ = 2, и главная диагональ у матрицы оператора B̃ нулевая.

Перейдём к определению трансформаторов J : EndH → EndH и Γ : EndH → EndH. Положим

JX =
∑

n∈Z

PnXPn, X ∈ EndH.

Очевидно, что трансформатор J диагонализует матрицу оператора X и JB̃ = 0 в силу определения

оператора B̃.

Перепишем равенство (9) для матричных элементов матрицы Y = (ylm), где Y = ΓX:

a(l)ylm − ylma(m) = xlm, l 6= m,

откуда

ylm =
xlm

a(l) − a(m)
(11)

и yll = 0, l ∈ Z. Так как a(l) 6= a(m) при l 6= m, то формула (11) корректна. Таким образом, матричные

элементы оператора Y = ΓX определены. При этом Y ∈ EndH и

‖Y ‖ =
∑

p

‖Yp‖ 6 c(min
i 6=j

|a(i) − a(j)|)−1
∑

p

‖Xp‖ = c(min
i6=j

|a(i) − a(j)|)−1‖X‖.

Здесь для вычисления нормы оператора ΓX используется оценка нормы оператора, обратного к опе-

ратору коммутирования. Эта оценка является следствием более общих оценок, приводимых в [2, тео-

рема 1.3]. В случае если A — самосопряженный оператор, c = π/2 [2, теорема 1.3, а]. В случае

если A — нормальный оператор, точное значение константы c неизвестно, известны лишь её оценки:

c < 5 [2, теорема 1.3, б]. Так как мы далее получаем асимптотические оценки, то в дальнейшем

изложении эти оценки не используются.

Пусть Qk =
∑

|i|6k

Pi. Наряду с трансформаторами J и Γ рассмотрим семейство трансформаторов Jk

и Γk, k > 0, задаваемых формулами

JkX =
∑

|i|>k

PiXPi + QkXQk, (12)

ΓkX = ΓX − Γ(QkXQk) = ΓX − Qk(ΓX)Qk. (13)

Ясно, что J0X = JX, Γ0X = ΓX.

Замечание 1. Из формул (11)–(13) следует, что операторы J,Γ и Jk,Γk не изменятся, если вместо

оператора Ã рассматривать оператор Ã − λ0I, где λ0 ∈ ρ(Ã). Отметим, что D(Ã) = D(Ã − λ0I).

Лемма 1. Тройка (End l2(Z), Jk,Γk) является допустимой для оператора Ã тройкой при любом

k > 0.

Доказательство. Выполнение условия 1) и равенства (9) определения 1 вытекает непосредственно

из построения операторов Jk : EndH → EndH и Γk : EndH → EndH, k > 0.

Проверим выполнение условия (ΓX)(D(Ã)) ⊂ D(Ã), для этого нам потребуется семейство про-

екторов Qn =
∑

|i|6n

Pi, где n > k, n → ∞. Возьмем x ∈ l2(Z). В случае когда Ã является обра-

тимым оператором, имеем Ã−1x ∈ D(Ã). Пусть x0 = ΓkXÃ−1x, покажем, что x0 ∈ D(Ã). Рас-

смотрим семейство операторов Ã(QnΓkX)Ã−1, k > 0, и представим их на векторе x ∈ l2(Z) в
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виде yn = Ã(QnΓkX)Ã−1x = QnΓkXx + Qn(X − JkX)Ã−1x. Так как lim
n→∞

QnΓkXx = ΓkXx,

lim
n→∞

Qn(X − JkX)Ã−1x = (X − JkX)Ã−1x, то lim
n→∞

yn = Ã(ΓkX)Ã−1x = y0, y0 ∈ l2(Z). Тогда в

силу замкнутости оператора Ã имеем x0 ∈ D(Ã) и Ãx0 = y0.

Если же оператор Ã необратим, то при доказательстве вместо Ã рассмотрим оператор Ã − λ0I,

λ0 ∈ ρ(Ã), и учтем замечание 1.

Перейдем к условию 3) определения 1.

Элементы матрицы оператора ΓkX также определяются формулой (11) при max{l,m} > k и

ylm = 0, в противном случае, или при l = m, что следует из формулы (13) (т. е. у матрицы опе-

ратора ΓkX нулевая главная диагональ и центральный блок размера 2k + 1).

Для получения оценок на норму оператора Γk снова обратимся к работе [2] и рассмотрим оператор

adAY = AY − Y A, Y ∈ EndH. Представим пространство EndH как прямую сумму подпространств

EndH = Im Jk ⊕Ker Jk и adA| Im Jk
= 0, обозначим adA|Ker Jk

= Ak. Тогда опять же из [2] получаем,

что ΓkX = A−1
k , и так как σ(Ak) = {λi − λj}, где i > k или (и) j > k, то ‖Γk‖ = ‖A−1

k ‖ 6
c

dk
.

Так как XΓkY ∈ EndH, ‖(ΓkX)Y ‖ 6 ‖Γk‖‖X‖‖Y ‖ = γk‖X‖‖Y ‖, ‖X(ΓkY )‖ 6 ‖Γk‖‖X‖‖Y ‖ =

= γk‖X‖‖Y ‖, то условие 3) определения 1 выполнено.

Условие 4) выполняется ввиду того что величину ‖(Ã − λεI)−1‖ можно сделать малой за счёт

подходящего выбора числа λε ∈ ρ(Ã). А именно λε берём такое, что ρ(λε, σ(Ã)) >
1

ε‖X‖ . Здесь через

ρ(λε, σ(Ã)) обозначено расстояние от точки λε до спектра оператора Ã. ¤

Теорема 4. Существует такое k > 0, что оператор Ã − B̃ подобен оператору блочно-

диагонального вида Ã − JkX∗, т. е.

(Ã − B̃)(I + ΓkX∗) = (I + ΓkX∗)(Ã − JkX∗),

где оператор X∗ есть решение уравнения (9) с Γk и Jk и возмущением B̃.

Так как по условию dn → ∞ при n → ∞, то теорема 4 вытекает из леммы 1 и теоремы 3.

Замечание 2. Оператор B̃ таков, что JB̃ = 0, JkB̃ 6= 0. Матрица оператора B̃ΓB̃ имеет пятидиа-

гональную структуру, у неё являются ненулевыми −2, 0, 2 диагонали, остальные диагонали равны ну-

лю. Кроме того, непосредственно из определения операторов Jk и Γk следует, что Jk((ΓkX∗)JkB̃) = 0

и Jk((ΓkX∗)Jk(B̃ΓkX∗)) = 0.

Если X = (xij), то элементами матрицы оператора B̃ΓX = Z являются числа (при j 6= i ± 1)

zij =
x(i−1)j

a(i − 1) − a(j)
+

x(i+1)j

a(i + 1) − a(j)
,

а оператор B̃ΓkX∗ отличается от B̃ΓX∗ на оператор конечного ранга. Поэтому

|zij | = cd−1
j , |zii| = cd−1

i , |i|, |j| > k, j 6= i ± 1.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство теоремы 1. Из подобия операторов A − B и Ã − JkX∗ следует, что спектр опе-

ратора A−B (и Ã− JkX∗) допускает представление (3), где σi = σ(Ai) и Ai = (a(i) + 2)I −PiX∗|Hi
,

|i| > k, Hi = Im Pi. Таким образом, для асимптотической оценки собственных значений оператора

Ã − B̃ нам нужен оператор PiX∗|Hi
, но нам известен не сам оператор X∗, а последовательные при-

ближения к нему, причём первым приближением является оператор B̃. Второе приближение имеет

вид B̃ΓkB̃ − ΓkB̃JkB̃ − ΓkB̃Jk(B̃ΓkB̃) (и так далее).

Представим оператор PiX∗|Hi
в виде (PiB̃ + Pi(X∗ − B̃))|Hi

, при этом PiB̃|Hi
= 0, |i| > k. Из

уравнения (10) следует, что

X∗ − B̃ = B̃ΓkX∗ − (ΓkX∗)Jk(B̃ΓkX∗),

при этом Pi(X∗ − B̃)|Hi
= Pi(B̃ΓkX∗)|Hi

. Здесь учтено замечание 2, следовательно,

‖Pi(B̃ΓkX∗)|Hi
‖ =

∥
∥
∥
∥
∥

∑

l

B̃il(ΓkX∗)li

∥
∥
∥
∥
∥

6 ‖B̃‖ ‖X∗‖d−1
i .
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Таким образом, оценка (4) имеет место. Оценка (5) устанавливается аналогично, если в каче-

стве X∗ берём второе приближение к нему и учитываем, что

Pi(B̃ΓkB̃)|Hi
=

(
1

a(i − 1) − a(i)
+

1

a(i + 1) − a(i)

)

I, |i| > k.

Перейдём к оценкам собственных векторов. Так как ΓkX∗ ∈ EndH при всех k > 0, то собственные

векторы оператора A − B образуют базис Рисса в пространстве H. Опять же из подобия операторов

следуют соотношения

ẽi = (I + ΓkX∗)ei = ei + ΓkB̃ei + Γk(X∗ − B̃)ei = ỹi + Γk(X∗ − B̃)ei, |i| > k,

‖ẽi − ỹi‖ 6 ‖Γk(X∗ − B̃)ei‖ = ‖(Γk(BΓkX∗ − (ΓkX∗)JkB − ΓkX∗Jk(BΓkX∗)))ei‖ 6 O(d−2
i ),

где ẽi — собственный вектор оператора A−B, отвечающий собственному значению µi, определенному

формулой (4), а ei — собственный вектор оператора Ã, отвечающий собственному значению a(i) + 2,

|i| > k. Отметим, что ei также является вектором стандартного базиса пространства l2(Z). Так как

ΓkB̃ei есть i-столбец матрицы ΓkB̃, то

ΓkB̃ei =

{

0, ..., 0,
1

a(i − 1) − a(i)
, 0,

1

a(i + 1) − a(i)
, 0, ...

}

,

и вектор ỹi = ei + ΓkB̃ei определяется формулой (|i| > k)

ỹi(k) =







1, i = k,

(a(i ± 1) − a(i))−1, k = i ± 1,

0, в остальных случаях,

при этом ‖ẽi − ỹi‖ = O(d−2
i ). ¤

Лемма 2. Пусть имеет место теорема 1. Для спектральных проекторов P̃i = P ({µi}, A−B)),

|i| > k, и Q̃k =
∑

|i|6k

P̃i имеют место формулы

P̃i = PiU
−1 + ΓX∗PiU

−1, |i| > k, U = I + ΓX∗, (14)

Q̃k = QkU−1 + ΓX∗QkU−1, (15)

P̃i − Pi = (ΓkX∗Pi − PiΓkX∗)U
−1, |i| > k, (16)

Q̃k − Qk = (ΓkX∗Qk − QkΓkX∗)U
−1, (17)

Доказательство. Из подобия операторов Ã − B̃ и Ã − JkX∗ следует, что спектральные проекто-

ры Pi, |i| > k, оператора Ã (или оператора A) и спектральные проекторы P̃i = P (σ̃i, Ã − B̃) связаны

равенством

P̃i = (I + ΓkX∗)Pi(I + ΓkX∗)
−1,

откуда и следуют формулы (14), (16). Аналогично получаются формулы (15), (17) для проек-

тора Qk. ¤

Доказательство теоремы 2. Из леммы 2 следует, что

‖P̃i − Pi‖ 6 c(‖ΓkX∗Pi‖ + ‖PiΓkX∗‖)‖U−1‖

и

‖PiΓkX∗‖ = O(d−1
i ), ‖ΓkX∗Pi‖ = O(d−1

i ),

поэтому верно (6).

Обозначим символом Ω произвольное множество из Z\{−k, ...,−1, 0, 1, ..., k}. Для множества

△ = △(Ω) = {λn, n ∈ Ω} проектор Рисса P (△, A) определим равенством P△x = P (△, A)x =
∑

n∈Ω

Pnx,

x ∈ H. Аналогично △̃ = △̃(Ω) = {µn, n ∈ Ω}, P̃△x = P (△̃, A)x =
∑

n∈Ω

P̃nx, x ∈ H.
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Из подобия операторов Ã − B̃ и Ã − JkX∗ следуют равенства

P̃△ = (I + ΓkX∗)P△(I + ΓkX∗)
−1,

P̃△ − P△ = (ΓkX∗P△ − P△ΓkX∗)(I + ΓkX∗)
−1.

Следовательно,

‖P̃△ − P△‖ 6 ‖(I + ΓkX∗)
−1‖(‖ΓkX∗P△‖ + ‖P△ΓkX∗‖).

Оператор (I+ΓkX∗)
−1 ограничен, а нормы ‖ΓkX∗P△‖, ‖P△ΓkX∗‖ оцениваются величиной C(d(Ω))−1,

где d(Ω) = min
i∈Ω

di, ‖P̃△ − P△‖ = O(d−1(Ω)). В формуле (7) берем в качестве Ω множества

Ω = {m,m + 1, ..., N}, m > k, N > k. А в формуле (8) Ω = {n : |n| > l}, где l > k. ¤

Определение 2 (см. [12]). Пусть C : D(C) ⊂ H → H — линейный оператор, спектр которого

представим в виде объединения

σ(C) = ∪k∈Zσk (18)

взаимно непересекающихся компактных подмножеств из σk, k ∈ Z, и Pk — проектор Рисса, постро-

енный по множеству σk. Оператор C называется спектральным относительно разложения (18) или

обобщенно спектральным, если ряд
∑

k∈Z

Pkx сходится для любого вектора x ∈ H.

Отметим, что если σk = {λk}, k ∈ Z, — одноточечные множества, а проекторы Pk, k > 0, обладают

свойством CPk = λkPk, k ∈ Z, исключая конечное число, то оператор C является спектральным по

Данфорду, причём C — спектральный оператор скалярного типа, если CPk = λkPk при всех k ∈ Z.

Следствие 1. Оператор A − B является спектральным относительно разложения (3).

Пример. Пусть числа a(n), n ∈ Z, таковы, что a(n) = c1 · sign(n)|n|α + c2, α > 1, и оператор B

определен равенством (2). Тогда имеют место теоремы 1 и 2 об асимптотической оценке собственных

векторов, собственных значений и спектральных проекторов оператора A − B. Заметим, что в этом

случае di = c3|i|α−1, α > 1, di → ∞ при |i| → ∞.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-00197).
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The similar operator method is used for the spectral analysis of the closed difference operator of the form

(A x)(n) = x(n + 1) + x(n − 1) − 2x(n) + a(n)x(n), n ∈ Z under consideration in the Hilbert space l2(Z) of bi-

lateral sequences of complex numbers, with a growing potential a : Z → C. The asymptotic estimates of eigenvalue, eigenvectors,

spectral estimation of equiconvergence applications for the test operator and the operator of multiplication by a sequence a : Z → C.

For the study of the operator, it is represented in the form of A − B, where (Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z) with the

natural domain. This operator is normal with known spectral properties and acts as the unperturbed operator in the method of similar

operators. The bounded operator (Bx)(n) = −x(n + 1) − x(n − 1) + 2x(n), n ∈ Z, x ∈ l2(Z), acts as the perturbation.

Key words: similar operator method, spectrum, difference operator, spectral projections.
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Дается обоснование метода Фурье при получении классического решения в смешанной задаче для неоднородного вол-

нового уравнения с комплексным потенциалом и закрепленными краевыми условиями при минимальных требованиях на

начальные данные. Используемый резольвентный подход не требует никакой информации о собственных и присоединен-

ных функциях соответствующей спектральной задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

В работах [1–4] был изложен резольвентный подход к методу Фурье получения классического

решения в смешанных задачах для однородного волнового уравнения с различными краевыми усло-

виями. Этот подход позволяет дать строгое обоснование метода Фурье, не прибегая к завышенным

требованиям гладкости на начальные данные и не используя никакой информации о собственных

и присоединенных функциях соответствующей спектральной задачи. В данной статье этот резоль-

вентный подход используется для обоснования метода Фурье в смешанной задаче для неоднородного

волнового уравнения с комплексным потенциалом и закрепленными краевыми условиями при мини-

мальных требованиях на исходные данные.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим смешанную задачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Q = [0, 1] × (−∞,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′
t(x, 0) = ψ(x), (3)

где все функции предполагаются комплекснозначными, причем

q(x) ∈ C[0, 1], ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(x) ∈ C1[0, 1], f(x, t) непрерывна в Q. (4)

Для существования классического решения (т.е. u(x, t) вместе с частными производными по x и

t до второго порядка включительно непрерывна в Q и удовлетворяет (1)–(3)) необходимо должны

выполняться условия

ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, (5)

ϕ′′(0) + f(0, 0) = ϕ′′(1) + f(1, 0) = 0. (6)

Мы дополнительно потребуем еще, чтобы

f ′
t(x, t) ∈ C(Q). (7)

c© Корнев В. В., Хромов А. П., 2016
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Наша цель — доказать, что при сделанных предположениях формальный ряд, построенный по

методу Фурье, сходится и его сумма есть классическое решение задачи (1)–(3).

Приведем близкие к данной статье результаты. Справедлива следующая теорема [5, с. 198–200].

Теорема A. Пусть вещественные функции q(x) ∈ C2[0, 1], ϕ(x) ∈ C3[0, 1], ψ(x) ∈ C2[0, 1], при-

чем ϕ(0) = ϕ′′(0) = ϕ(1) = ϕ′′(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t) дважды непрерывно дифференцируема

по x и удовлетворяет условию

f(0, t) = f(1, t) = 0, t ∈ [0,∞). (8)

Тогда формальный ряд по методу Фурье и ряды, получающиеся из него почленным дифференциро-

ванием по x и t до двух раз включительно, сходятся абсолютно и равномерно в Q̃T = [0, 1]× [0, T ]

при любом T > 0, и сумма формального ряда является классическим решением задачи (1)–(3).

В [6] классическое решение u(x, t) задачи (1)–(3) в Q̃T ищется в виде

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), (9)

где u0(x, t) — решение задачи (1)–(3) при f(x, t) = 0, u1(x, t) — решение задачи (1)–(3) при

ϕ(x) = ψ(x) = 0. Для u0(x, t) в [6, с. 39] получена

Теорема B. Классическое решение u0(x, t) при вещественной q(x) ∈ C[0, 1] существует и един-

ственно тогда и только тогда, когда

ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(x) ∈ C1[0, 1],

ϕ(0) = ϕ′′(0) = ϕ(1) = ϕ′′(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0,
(10)

и находится по методу Фурье.

Относительно u1(x, t) из (9) утверждается [6, с. 17, 67]:

Теорема C. Для разрешимости задачи (1)–(3) при ϕ(x) = ψ(x) = 0, q(x) ∈ C[0, 1] и веще-

ственной необходимо и достаточно, чтобы f(x, t) была непрерывной с условием (8), и функции

p(x, t) =
t∫

0

f̃(x ± (t − τ), τ) dτ были непрерывно дифференцируемы по x и t, где f̃(x, t) — нечетное,

2-периодическое продолжение f(x, t) по переменной x на всю числовую ось. Ряд, построенный

по методу Фурье, сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при фиксированном t, и его сумма есть

классическое решение задачи (1)–(3).

Нам представляется, что условие (8) не является необходимым. Приведем пример. Рассмотрим

смешанную задачу

u′′
tt(x, t) = u′′

xx(x, t) − t, u(0, t) = u(1, t) = u(x, 0) = u′
t(x, 0) = 0, 0 6 x 6 1, t ∈ R. (11)

Введем в рассмотрение функцию

v(x, t) =
1

8
x(x + t)(x + 3t) + g

(
1

2
(x − t)

)

− g

(

−1

2
(x + t)

)

,

где g(x) = 1
2x2(1 − x) при 0 6 x 6 1 и продолжена на всю числовую ось по правилу

g(x + 1) − g(x) = −1

2
x(1 + 3x), x ∈ R.

Поскольку односторонние производные до второго порядка включительно так продолженной функции

g(x) в точке x = 1 совпадают, то g(x) ∈ C2(R) (см. также лемму 2). Непосредственные вычисления

показывают, что для v(x, t) справедливы соотношения

v′′
tt(x, t) = v′′

xx(x, t) − t, v(0, t) = v(1, t) = 0, x, t ∈ R.
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Далее рассмотрим функции ϕ(x) = v(x, 0) и ψ(x) = v′
t(x, 0), 0 6 x 6 1. Продолжим их с [0, 1] на

[−1, 0] нечетным образом, а затем на всю числовую ось периодически с периодом 2. Из соотношений

для функции v(x, t) следует, что ϕ(x) ∈ C2(R), ψ(x) ∈ C1(R), и они удовлетворяют условиям

ϕ(0) = ϕ′′(0) = ϕ(1) = ϕ′′(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0,

ϕ(−x) = −ϕ(x), ψ(−x) = −ψ(x), ϕ(1 − x) = −ϕ(1 + x), ψ(1 − x) = −ψ(1 + x).

С помощью этих условий нетрудно убедиться, что для функции

w(x, t) =
1

2



ϕ(x + t) + ϕ(x − t) +

x+t∫

x−t

ψ(τ) dτ





выполняются соотношения

w′′
tt(x, t) = w′′

xx(x, t), w(0, t) = w(1, t) = 0, w(x, 0) = ϕ(x), w′
t(x, 0) = ψ(x).

Следовательно, функция u(x, t) = v(x, t) − w(x, t) является классическим решением задачи (11).

Заметим, что в наших дальнейших рассуждениях мы не ищем решение задачи (1)–(3) в виде (9).

2. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

Метод Фурье в применении к (1)–(3) связан со спектральной задачей для оператора L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x), y(0) = y(1) = 0.

Известно, что собственные значения λn = ρ2
n оператора L при достаточно больших n имеют асимп-

тотику

ρn = nπ + εn, n = n0, n0 + 1, . . . , εn = O

(
1

n

)

.

Введем окружности γ̃n = {ρ| |ρ − nπ| = δ}, где δ > 0 и достаточно мало, n > n0, а n0 таково,

что внутри γ̃n находится только одно ρn. Пусть γn — образ γ̃n в λ-плоскости (λ = ρ2, Re ρ > 0).

Обозначим через Rλ резольвенту оператора L, т.е. Rλ = (L − λE)−1, где E — единичный оператор,

λ — спектральный параметр. Формальное решение по методу Фурье задачи (1)–(3) возьмем в виде

(см. также [7,8])

u(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






[

(Rλϕ)(x) cos ρt +
1

ρ
(Rλψ)(x) sin ρt+

+

t∫

0

(Rλf)(x, τ)
sin ρ(t − τ)

ρ
dτ

]

dλ, (12)

где Rλf — значение Rλ на функции f(x, τ) как функции x, r > 0 фиксировано, и контур |λ| = r

содержит внутри только те λn, номера которых меньше n0, причем на самом контуре собственных

значений нет.

Для дальнейшего потребуется явная формула для Rλ. Обозначим через z1(x, ρ) и z2(x, ρ) решения

уравнения y′′−q(x)y+ρ2y = 0 с начальными условиями z1(0, ρ) = z′2(0, ρ) = 1 и z′1(0, ρ) = z2(0, ρ) = 0.

Функции zj(x, ρ) целые по ρ и даже по λ, где λ = ρ2.

Лемма 1 (см. [2]). Для Rλ имеет место формула

Rλg = z2(x, ρ)(g, z1) − v(x, ρ)(g, z2) + Mρg, (13)

где (g, z) =
1∫

0

g(x)z(x) dx, v(x, ρ) = z2(x, ρ)z1(1, ρ)z−1
2 (1, ρ), Mρg =

x∫

0

M(x, ξ, ρ)g(ξ) dξ,

M(x, ξ, ρ) =

∣
∣
∣
∣
∣

z1(x, ρ) z2(x, ρ)

z1(ξ, ρ) z2(ξ, ρ)

∣
∣
∣
∣
∣
.
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Теорема 1. Если u(x, t) — классическое решение задачи (1)–(3), то для него справедлива

формула (12), причем ряд сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при каждом фиксированном t.

Доказательство. Пусть u(x, t) есть классическое решение задачи (1)–(3). Тогда при фиксиро-

ванном t она принадлежит области определения оператора L, краевые условия которого регулярны.

Следовательно, u(x, t) как функция x разлагается в равномерно сходящийся на [0, 1] ряд Фурье по

собственным и присоединенным функциям оператора L, который представим в виде

u(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




 Rλu dλ, (14)

где Rλu — значение Rλ на u(x, t) как функции x. Обозначим Rλu = y(x, t, λ). Отсюда следует, что

Ly = u(x, t) + λy(x, t, λ). (15)

Поскольку u(x, t) есть решение уравнения (1), то имеет место тождество

Rλu′′
tt = −Rλ(Lu) + Rλf,

из которого на основании равенств RλLu = LRλu и Rλu′′
tt = ∂2

∂t2 Rλu получаем, что

y′′
tt = −Ly + Rλf

или с учетом (15)

y′′
tt(x, t, λ) + λy(x, t, λ) = −u(x, t) + (Rλf)(x, t).

Кроме того,

y(x, 0, λ) = Rλϕ, y′
t(x, 0, λ) = Rλψ.

Следовательно, при фиксированных x и λ функция y(x, t, λ) является решением задачи Коши

y′′ + λy = −u + Rλf, y(0) = Rλϕ, y′(0) = Rλψ,

решение которой дается формулой

y(x, t, λ) = (Rλϕ)(x) cos ρt +
1

ρ
(Rλψ)(x) sin ρt +

1

ρ

t∫

0

sin ρ(t − τ)[−u(x, τ) + (Rλf)(x, τ)]dτ.

Подставляя эту формулу в правую часть (14) вместо Rλu и учитывая аналитичность по λ интегра-

ла 1
ρ

t∫

0

sin ρ(t − τ)u(x, τ) dτ , приходим к утверждению теоремы. ¤

Замечание. Теорема 1 не нова, схожий результат содержится, например, в [7, с. 171]. Мы приводим

ее доказательство для облегчения чтения работы.

Остановимся вначале на случае однородного уравнения (1).

Теорема 2. Пусть в задаче (1)–(3) f(x, t) = 0. Тогда ряд в (12) сходится абсолютно и рав-

номерно в QT = [0, 1] × [−T, T ], где T > 0 — произвольное фиксированное число, и формальное

решение (12) есть классическое решение этой задачи.

Доказательство. В работе [2] показано, что ряд

− 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




 (Rλϕ)(x) cos ρt dλ
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сходится указанным образом к классическому решению задачи (1)–(3) при ψ(x) = 0. Аналогичным

приемом можно доказать, что ряд

− 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




 (Rλψ)(x)

sin ρt

ρ
dλ

сходится тем же образом к классическому решению задачи (1)–(3) при ϕ(x) = 0. Отсюда следует

утверждение теоремы. ¤

Для исследования неоднородного случая нам понадобится следующая лемма.

Лемма 2. Пусть F (t) ∈ C2(R). Тогда существует функция H(t) ∈ C2(R), такая что

H(t + 1) − H(t) = F (t), t ∈ R. (16)

Доказательство. Положим H(t) = h(t) при t ∈ [0, 1], где h(t) — функция из C2[0, 1], для кото-

рой h(1)−h(0) = F (0). По формуле (16) функцию H(t) однозначно продолжаем с [0, 1] вправо и влево

на всю числовую ось. Очевидно, что

H(k)(1 − 0) = h(k)(1), H(k)(1 + 0) = h(k)(0) + F (k)(0), k = 0, 1, 2.

Выберем h(t) так, чтобы

h(k)(1) = h(k)(0) + F (k)(0), k = 0, 1, 2.

При этих условиях H(t) ∈ C2[0, 2]. Из непрерывности функций H(k)(t) (k = 0, 1, 2) в точке t = 1 и

формулы H(t + 1) = H(t) + F (t) вытекает непрерывность этих функций в точках t = 2, 3, . . ., а из

формулы H(t) = H(t + 1) − F (t) — в точках t = 0,−1,−2, . . . . Таким образом, H(t) ∈ C2(R). Лемма

доказана. ¤

Теперь рассмотрим еще один частный случай задачи (1)–(3), когда q(x) = ϕ(x) = ψ(x) = 0.

Обозначим через R0
λ резольвенту оператора L0, который есть оператор L при q(x) = 0 с собственными

значениями λ0
n = n2π2, n = 1, 2, . . . . По лемме 1

R0
λg = z0

2(x, ρ)(g, z0
1) − v0(x, ρ)(g, z0

2) + M0
ρ g, (17)

где z0
1 , z0

2 , v0, M0
ρ — те же, что и z1, z2, v, Mρ, но взятые для оператора L0. В этом случае

z0
1(x, ρ) = cos ρx, z0

2(x, ρ) =
1

ρ
sin ρx, v0(x, ρ) = sin ρxctg ρ.

Теорема 3. При выполнении условия

f(0, 0) = f(1, 0) = 0 (18)

классическое решение задачи (1)–(3) в случае q(x) = ϕ(x) = ψ(x) = 0 существует и дается

формулой

u(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(R0
λf)(x, τ)

sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ,

где R0
λf — значение R0

λ на функции f(x, τ) как функции x, причем ряд сходится равномерно

по x ∈ [0, 1] при любом фиксированном t.

Доказательство. Будем считать, что f(x, t) и f ′
t(x, t) определены и непрерывны в R

2, положив,

например, f(x, t) = f(1, t) при x > 1 и f(x, t) = f(0, t) при x < 0.

Решим вначале вспомогательную задачу:

u′′
tt = u′′

xx + f(x, t), u(0, t) = u(1, t) = 0, −∞ < x, t < ∞. (19)

После замены переменных x = ξ + η и t = ξ − η эта задача перейдет в задачу

v′′
ξη(ξ, η) = g(ξ, η), v(ξ,−ξ) = v(ξ, 1 − ξ) = 0, ξ, η ∈ R, (20)

где g(ξ, η) = −f(ξ + η, ξ − η).
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Общее решение уравнения задачи (20) имеет вид

v(ξ, η) = G(ξ, η) + c1(ξ) + c2(η),

где G(ξ, η) =
ξ∫

0

η∫

0

g(s, τ) dτ ds ∈ C2(R2), c1(ξ), c2(η) — произвольные функции из C2(R).

Подставив общее решение в краевые условия задачи (20), получим систему

G(ξ,−ξ) + c1(ξ) + c2(−ξ) = 0, G(ξ, 1 − ξ) + c1(ξ) + c2(1 − ξ) = 0. (21)

Вычитая из второго уравнения первое и выполняя замену θ = −ξ, приходим к уравнению для функ-

ции c2(θ)

c2(θ + 1) − c2(θ) = F (θ), θ ∈ R,

где F (θ) = G(−θ, 1 + θ) − G(−θ, θ).

Пусть c2(θ) — решение этого уравнения (оно существует по лемме 2). Тогда из первого урав-

нения системы (21) находим c1(ξ). В результате мы получили решение задачи (20). Следовательно,

задача (19) имеет решение в C2(R2). Пусть u0(x, t) — одно из таких решений.

Обозначим ϕ0(x) = u0(x, 0), ψ0(x) = u′
0t(x, 0). Очевидно, что

ϕ0(x) ∈ C2[0, 1], ψ0(x) ∈ C1[0, 1]. (22)

В силу условия (18) имеем

ϕ0(0) = ϕ0(1) = ϕ′′
0(0) = ϕ′′

0(1) = ψ0(0) = ψ0(1) = 0. (23)

Функция u0(x, t) есть решение задачи (1)–(3) при данной f(x, t), q(x) = 0, ϕ(x) = ϕ0(x),

ψ(x) = ψ0(x). Из условий (22), (23) следует, что существует классическое решение w(x, t) зада-

чи (1)–(3) при q(x) = 0, f(x, t) = 0, ϕ(x) = ϕ0(x), ψ(x) = ψ0(x). Нетрудно видеть, что функ-

ция u1(x, t) = u0(x, t) − w(x, t) с учетом теоремы 1 будет искомым решением.

Теорема доказана. ¤

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Для доказательства основной теоремы нам потребуются следующие факты.

Лемма 3 (см. [2]). При ρ ∈ γ̃n имеют место асимптотические формулы

v(j)(x, ρ) = v0(j)(x, ρ) + O(ρj−1), j = 0, 1, 2, (24)

где оценки O(. . .) равномерны по x ∈ [0, 1].

Лемма 4 (см. [2]). При ρ ∈ γ̃n имеют место формулы

(g, z2) = (nπ + µ)−1 [(g1(ξ) cos µξ, sin nπξ) + (g1(ξ) sin µξ, cos nπξ)] , (25)

(g, z2 − z0
2) = (nπ + µ)−2 [(g2(ξ) cos µξ, cos nπξ) − (g2(ξ) sin µξ, sin nπξ)] , (26)

где ρ = nπ +µ, µ ∈ γ̃0, g1(ξ) = g(ξ)+
1∫

ξ

K(s, ξ)g(s) ds, g2(ξ) = −g(ξ)K(ξ, ξ)+
1∫

ξ

K ′
ξ(s, ξ)g(s) ds, K(s, ξ)

непрерывно дифференцируема по s, ξ ∈ [0, 1].

Лемма 5. Обозначим через γ(x) функции cos x или sinx. Пусть f(x, t) ∈ C(QT ),

f(x, t, µ) = f(x, t)γ(µx), µ ∈ γ̃0 и βn(t, µ) = (f(x, t, µ), γ(nπx)). Тогда справедлива оценка

n2∑

n=n1

1

n
|βn(t, µ)| 6 c

(
n2∑

n=n1

1

n2

)1/2

, (27)

где постоянная c не зависит от t, µ, c1 и c2.
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Доказательство. По неравенству Коши – Буняковского имеем

n2∑

n=n1

1

n
|βn(t, µ)| 6

(
n2∑

n=n1

1

n2

)1/2 (
n2∑

n=n1

|β2
n(t, µ)|

)1/2

, (28)

а в силу неравенства Бесселя

n2∑

n=n1

|β2
n(t, µ)| 6 c1

1∫

0

|f(x, t, µ)|2 dx, (29)

причем

|f(x, t, µ)| 6 c2|f(x, t)| 6 c3,

где все ci не зависят от x, t, µ, n1 и n2.

Из (28) и (29) следует (27). Лемма доказана. ¤

Положим

an(x, t) =

∫

γn





t∫

0

(Rλf − R0
λf)(x, τ)

sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ. (30)

Лемма 6. Ряды
∑

n>n0

a
(j)
n,xj (x, t) и

∑

n>n0

a
(j)
n,tj (x, t) (j = 0, 1, 2) сходятся абсолютно и равномерно

по (x, t) ∈ QT .

Доказательство. Учитывая, что первые и третьи слагаемые в (13) и (17) есть целые функции по

λ, из (30) имеем

an(x, t) =

∫

γn





t∫

0

J(x, τ, ρ, f)
sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ. (31)

где J(x, τ, ρ, f) = v0(x, ρ)(f(ξ, τ), z0
2(ξ, ρ)) − v(x, ρ)(f(ξ, τ), z2(ξ, ρ)). Интегрируя в правой части (31)

по частям и дифференцируя обе части по x, получаем

a
(j)
n,xj (x, t) = 2

∫

γ̃n

ρ−1

[

J
(j)
xj (x, τ, ρ, f) cos ρ(t − τ)

∣
∣
∣

τ=t

τ=0
−

−
t∫

0

J
(j)
xj (x, τ, ρ, f ′

τ ) cos ρ(t − τ) dτ

]

dρ, j = 0, 1, 2. (32)

Представим J в виде

J(x, τ, ρ, f) = J1(x, τ, ρ, f) + J2(x, τ, ρ, f),

где J1 = (v0(x, ρ) − v(x, ρ))(f(ξ, τ), z2(ξ, ρ)), J2 = v0(x, ρ)(f(ξ, τ), z0
2(ξ, ρ) − z2(ξ, ρ)).

При ρ = nπ + µ и µ ∈ γ̃0 в силу формул (24)–(27) имеем

J
(j)
1,xj (x, t, ρ, f) = O(nj−2[β1n(t, µ) + β1n(t, µ)]), j = 0, 1, 2,

где первое β1n есть (g1(ξ, t) cos µξ, sin nπξ), второе β1n есть (g1(ξ, t) sin µξ, cos nπξ), g1(ξ, t) — функ-

ция g1 из леммы 4 при g = f(ξ, t), оценки O(. . .) равномерны по (x, t) ∈ QT , µ ∈ γ̃0.

Аналогично имеют место оценки

J
(j)
2,xj (x, t, ρ, f) = O(nj−2[β2n(t, µ) + β2n(t, µ)]), j = 0, 1, 2,

где первое β2n есть (g2(ξ, t) cos µξ, cos nπξ), второе β2n есть −(g2(ξ, t) sin µξ, sin nπξ), g2(ξ, t) — функ-

ция g2 из леммы 4 при g = f(ξ, t).

Из этих оценок получаем оценку

J
(j)
xj (x, t, ρ, f) = O(nj−2β̃n(t, µ)), j = 0, 1, 2,
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где β̃n(t, µ) = |β1n(t, µ)|+|β1n(t, µ)|+|β2n(t, µ)|+|β2n(t, µ)| и оценки O(. . .) равномерны по (x, t) ∈ QT ,

µ ∈ γ̃0. Такие же оценки справедливы для J
(j)
xj (x, t, ρ, f ′

τ ). Следовательно, подынтегральное выражение

в (32) есть O(nj−3βn(t, µ)), где
n2∑

n=n1

|β2
n(t, µ)| 6 c, c не зависит от n1, n2, t и µ ∈ γ̃0. Отсюда сразу

имеем абсолютную и равномерную сходимость рядов
∑

n>n0

a
(j)
n,xj (x, t) при j = 0, 1.

Если j = 2, то по лемме 5 справедлива оценка

n2∑

n=n1

|a′′
n,x2(x, t)| = O





∫

γ̃n

n2∑

n=n1

1

n
βn(t, µ)|dµ|



 = O





∫

γ̃n

(
n2∑

n=n1

1

n2

)1/2

|dµ|



 = O





(
n2∑

n=n1

1

n2

)1/2


 ,

равномерная по x, t, n1 и n2. Это дает абсолютную и равномерную сходимость ряда из вторых про-

изводных. Аналогично устанавливается абсолютная и равномерная сходимость рядов
∑

n>n0

a
(j)
n,tj (x, t),

j = 0, 1, 2, так как

a′
n,t(x, t) =

∫

γn





t∫

0

(Rλf − R0
λf)(x, τ) cos ρ(t − τ) dτ



 dλ,

a′′
n,t2(x, t) =

∫

γn



(Rλf − R0
λf)(x, t) − ρ

t∫

0

(Rλf − R0
λf)(x, τ) sin ρ(t − τ) dτ



 dλ =

=

∫

γn



(Rλf − R0
λf)(x, 0) cos ρt +

t∫

0

(Rλf ′
τ − R0

λf ′
τ )(x, τ) cos ρ(t − τ) dτ



 dλ.

Лемма доказана. ¤

4. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА

Запишем формальное решение (12) в виде

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t) + u4(x, t),

где

u1(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(R0
λf1)

sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ, (33)

u2(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




 (Rλψ)

sin ρt

ρ
dλ, (34)

u3(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(Rλf1 − R0
λf1)

sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ. (35)

u4(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn








(Rλϕ) cos ρt +

t∫

0

(Rλf2)
sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ, (36)

f1(x, τ) = f(x, τ) − f2(x), f2(x) = −ϕ′′(x) + q(x)ϕ(x).

Лемма 7. Ряд (33) сходится и функция u1(x, t) является классическим решением задачи (1)–(3)

при q(x) = ϕ(x) = ψ(x) = 0 с неоднородностью f1(x, t).

Доказательство. В силу условий (6) функция f1(x, t) удовлетворяет условию (18). Отсюда по

теореме 3 следует утверждение леммы. ¤
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Лемма 8. Ряд (34) сходится и функция u2(x, t) является классическим решением задачи (1)–

(3) при ϕ(x) = 0 и f(x, t) = 0.

Доказательство. Утверждение леммы следует из теоремы 2. ¤

Лемма 9. Ряд (36) сходится к функции ϕ(x).

Доказательство. Функцию ϕ(x) можно рассматривать как решение задачи (1)–(3) при ψ(x) = 0

с неоднородностью f2(x). Следовательно, по теореме 1 u4 = ϕ(x). ¤

Лемма 10. Ряд (35) сходится, и функция u3(x, t) непрерывна вместе с частными производными

u′′
3,xx(x, t) и u′′

3,tt(x, t), причем

u3(0, t) = u3(1, t) = u3(x, 0) = u′
3,t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ R, (37)

u′′
3,tt(x, t) − u′′

3,xx(x, t) =
1

2πi
q(x)






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(Rλf1)
sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ. (38)

Доказательство. Обозначим для краткости v(x, t) = u3(x, t). По лемме 6 функция v(x, t) непре-

рывна вместе с v′′
xx и v′

tt в QT и ряд (35) можно дважды дифференцировать почленно по t и по x.

Вначале отметим, что по свойству Rλ и R0
λ справедливы равенства (Rλf1)(x, τ) = (R0

λf1)(x, τ) = 0

при x = 0 и x = 1. Из этих равенств и формулы (35) сразу получаем, что

v(0, t) = v(1, t) = v(x, 0) = 0. (39)

Дифференцируя (35) по t, имеем

v′
t(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(Rλf1 − R0
λf1) cos ρ(t − τ) dτ



 dλ. (40)

Из (39), (40) следует справедливость (37). По известной теореме равносходимости выполняется тож-

дество

− 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn




 (Rλf1 − R0

λf1) dλ = 0, (x, t) ∈ QT . (41)

Дифференцируя обе части (40) по t, с учетом (41) получаем, что

v′′
tt(x, t) =

1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(Rλf1 − R0
λf1)ρ sin ρ(t − τ) dτ



 dλ. (42)

Теперь продифференцируем обе части (35) дважды по x:

v′′
xx(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(
(Rλf1)

′′
xx − (R0

λf1)
′′
xx

) sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ. (43)

Рассмотрим

(Rλf1)
′′
xx = −L(Rλf1) + q(x)Rλf1 = [−L(Rλf1) + λRλf1]−

−λRλf1 + q(x)Rλf1 = −f1 − λRλf1 + q(x)Rλf1.

Следовательно,

(Rλf1)
′′
xx − (R0

λf1)
′′
xx = q(x)Rλf1 − λ

(
Rλf1 − R0

λf1

)
. (44)

Подставляя (44) в (43), получаем формулу

v′′
xx(x, t) = − 1

2πi






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(
q(x)Rλf1 − λ

(
Rλf1 − R0

λf1

)) sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ. (45)

Из равенств (42) и (45) следует (38). Лемма доказана. ¤
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Теорема 4. Если выполняются условия (4)–(7), то при любых x ∈ [0, 1] и t ∈ R формальный

ряд (12) сходится, и его сумма u(x, t) является классическим решением задачи (1)–(3).

Доказательство. Согласно леммам 7–10 все uj(x, t), j = 1, . . . , 4, удовлетворяют условиям (2).

Следовательно, u(x, t) также удовлетворяет этим условиям. На основании этих же лемм

u(x, 0) =

4∑

j=1

uj(x, 0) = 0 + 0 + 0 + ϕ(x) = ϕ(x),

u′
t(x, 0) = 0 + ψ(x) + 0 + 0 = ψ(x),

т. е. u(x, t) удовлетворяет условиям (3).

Рассмотрим, наконец,

u′′
tt(x, t) − u′′

xx(x, t) =

4∑

j=1

(
u′′

j,tt(x, t) − u′′
j,xx(x, t)

)
=

= f1(x, t) − q(x)u2(x, t) +
1

2πi
q(x)






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(Rλf1)
sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ − ϕ′′(x) =

= f(x, t) − q(x)ϕ(x) − q(x)u2(x, t)−

−q(x)

(

− 1

2πi

)






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(Rλf1 − R0
λf1)

sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ−

−q(x)

(

− 1

2πi

)






∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn










t∫

0

(R0
λf1)

sin ρ(t − τ)

ρ
dτ



 dλ =

= f(x, t) − q(x) (u4(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t) + u1(x, t)) = f(x, t) − q(x)u(x, t).

Таким образом, функция u(x, t) является решением уравнения (1). Теорема доказана. ¤

Работа выполнена в рамках госзадания Минобрнауки России (проект № 1.1520.2014К).
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Fourier method of obtaining classic solution is being justified in a mixed problem for non-homogeneous wave equation with a complex

potential and fixed boundary conditions under minimal conditions on initial data. The proof is based on resolvent approach which

does not need any information on eigen and associated functions of the corresponding spectral problem.
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ТРЕХМЕРНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА,
НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ ИНВАРИАНТНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ

Н. П. Можей

Можей Наталья Павловна, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры программного обеспечения ин-

формационных технологий, Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск,

mozheynatalya@mail.ru

Если существует хотя бы одна инвариантная аффинная связность на однородном пространстве, то пространство является

изотропно-точным, однако обратное неверно. Возможность построения на однородном пространстве инвариантной

аффинной связности изучал П. К. Рашевский, к построениям П. К. Рашевского несколько позже пришел К. Номидзу.

Цель данной работы — изучить, в каких случаях невозможно построение инвариантной аффинной связности на трех-

мерном изотропно-точном однородном пространстве, и классифицировать пространства, не допускающие инвариантных

связностей. Локальная классификация однородных пространств эквивалентна описанию эффективных пар алгебр Ли,

c© Можей Н. П., 2016
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соответственно найдены все изотропно-точные пары и выделены пары, на которых не существует инвариантных связностей.

Особенностью представленной работы является применение чисто алгебраического подхода, сочетание различных методов

дифференциальной геометрии, теории групп Ли, алгебр Ли и однородных пространств.

Ключевые слова: инвариантная связность, однородное пространство, группа преобразований, алгебра Ли.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-413-421

ВВЕДЕНИЕ

Понятие аффинной связности ввел Г. Вейль для построения единой теории поля. Возможностью

построения на однородном пространстве инвариантной аффинной связности задавался П. К. Рашев-

ский (см. [1] и другие его работы), к построениям П. К. Рашевского несколько позже пришел К. Но-

мидзу (см. [2] и др.). Изучим, в каких случаях невозможно построение инвариантной аффинной

связности на трехмерном изотропно-точном однородном пространстве.

Пусть (G,M) — трехмерное однородное пространство, где G — группа Ли на многообразии M .

Зафиксируем произвольную точку o ∈ M и обозначим через G = Go стабилизатор точки o. Известно,

что проблема классификации однородных пространств (G,M) эквивалентна классификации пар групп

Ли (G,G) таких, что G ⊂ G. Для изучения однородных пространств важно рассматривать не саму

группу G, а ее образ на Diff(M), другими словами, достаточно рассматривать только эффективные

действия G на M . Поскольку нас интересует только проблема локальной эффективности, без огра-

ничения общности можно считать, что G и G связные. Поставим в соответствие (G,M) пару (ḡ, g)

алгебр Ли, где ḡ — алгебра Ли группы G, а g — подалгебра ḡ, соответствующая подгруппе G. Эта

пара локально однозначно определяет структуру (G,M), так как два однородных пространства ло-

кально изоморфны тогда и только тогда, когда соответствующие пары алгебр Ли эквивалентны. Пара

(ḡ, g) называется эффективной, если g не содержит ненулевых идеалов алгебры ḡ, однородное про-

странство (G,M) является локально эффективным тогда и только тогда, когда соответствующая пара

алгебр Ли эффективна. Изотропный g-модуль m — это g-модуль ḡ/g такой, что x.(y+g) = [x, y]+g.

Соответствующее представление λ : g → gl(m) является изотропным представлением пары (ḡ, g).

Пара (ḡ, g) называется изотропно-точной, если ее изотропное представление — инъекция.

Разобьем решение проблемы классификации трехмерных изотропно-точных пар (ḡ, g) на этапы.

Сначала классифицируем (с точностью до изоморфизма) точные трехмерные g-модули U . Это эквива-

лентно классификации подалгебр gl(3, R) с точностью до сопряженности. Для каждого полученного

g-модуля U классифицируем (с точностью до эквивалентности) все такие пары (ḡ, g), что g-модули

ḡ/g и U изоморфны. Соответствующая классификация приведена в [3]. Между инвариантными аф-

финными связностями на (G,M) и линейными отображениями Λ: ḡ → gl(m) такими, что Λ|g = λ

и отображение Λ является g-инвариантным, существует взаимно-однозначное соответствие (см. [2]).

Будем называть такие отображения (инвариантными) аффинными связностями на паре (ḡ, g). Если

возможна хотя бы одна связность на паре (ḡ, g), то такая пара является изотропно-точной (см. [4]).

Аффинные связности на трехмерных однородных пространствах рассматриваются, например, в [5].

Того, что пара является изотропно-точной, не достаточно для существования инвариантных связ-

ностей. Простейший пример этого можно привести в размерности codimḡg = 2. Зададим алгебру ḡ

следующей таблицей умножения:

e1 e2 u1 u2

e1 0 e2 2u1 e2 + u2

e2 −e2 0 0 u1

u1 −2u1 0 0 0

u2 −e2 − u2 −u1 0 0

,

а g порождается e1 и e2. Прямые вычисления показывают, что не существует аффинных связностей

на этой паре. Более того, полный анализ всех изотропно-точных эффективных пар коразмерности 2

(классификацию таких пар можно найти в [6]) показывает, что это единственный пример такой

коразмерности. Найдем теперь все возможные пары коразмерности 3.

Будем определять пару (ḡ, g) таблицей умножения алгебры Ли ḡ. Через {e1, ..., en} будем

обозначать базис ḡ (n = dim ḡ). Полагаем, что алгебра Ли g порождается e1, ..., en−3. Пусть
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{u1 = en−2, u2 = en−1, u3 = en} — базис m. Будем описывать аффинную связность через Λ(en−2),

Λ(en−1), Λ(en) (поскольку Λ|g = λ). Для ссылки на пару будем использовать соответствующее приве-

денному в [3] обозначение d.n.m, где d — размерность подалгебры, n — номер подалгебры в gl(3, R),

а m — номер пары (ḡ, g).

1. КЛАССИФИКАЦИЯ ПАР

Найдем изотропно-точные пары, не допускающие инвариантных связностей.

Теорема 1. Если пара (ḡ, g) не допускает инвариантных связностей, то подалгебра g ⊂ gl(3, R)

эквивалентна одной из следующих подалгебр:

5.10.

x z v

y u

λx+µy

λ = −1, µ = 1, 3;

λ = 1/2, µ = 0;

λ = −1/2, µ = 1;

4.6.

x u

z

y

; 4.8.

x u

y z

λx+µy

λ = 0,

µ = 1/2;

4.10.

z u

x

y

; 4.11.

x z u

y

λx+µy

λ = 1/2, µ = 0;

λ = 1, µ = −1;
4.12.

x z u

y

x+y

;

4.14.

λx+µy z u

y x

−x y

λ = 0,

µ = 0, 2;
4.20.

y u

x z

λx

λ = 0, 1, 3;

4.21.

x y u

λx z

µx

µ = 1/2;

µ = 3λ−1;

µ = (2λ−1)/2;

3.8.

y x

z

λy + µz

λ = 0, µ = 1/2, 3;

λ = 1, µ = 1;

3.13.

x z

λx y

µx

λ = 2µ,−1/26µ61/2;

µ = 1/2,−1<λ61;
3.14.

x z

−x y

1/2x

;

3.19.

y z

x

λx

|λ|61; 3.20.

x y z

λx

µx

λ<1/2, µ = 1/2;

λ = 1/2, µ>1/2;

λ = 1−µ, µ>1/2;

3.21.

y z

λx x

−x λx

λ60; 3.22.

λx y z

µx x

−x µx

λ = 2µ, µ>0;

3.23.

x y z

λx y

(2λ−1)x

λ = 0, 3/4; 3.24.

y z

x y

2x

; 3.25.

x z

y ;

3.26.

x z

y y

y

; 3.27.

y x z

1/2y y

1/2y

; 3.29.

x x z

x y

1/2x

;

2.8.

x

y ; 2.9.

y x

λy

µy

µ = 1/2;

µ = −1,λ = −2;
2.13.

y x

y .

Здесь переменные обозначены латинскими буквами и принадлежат R, параметры обозначаются

маленькими греческими буквами, подалгебры с одинаковыми номерами, но различными значени-

ями параметров, не сопряжены друг другу.

Доказательство. Для подалгебр g ⊂ gl(3, R) из [3] находим изотропно-точные пары (ḡ, g) и

определяем пары (и соответствующие подалгебры), не допускающие инвариантных связностей. Рас-
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смотрим, например, случай, когда изотропное представление имеет вид 3.23. Классифицируем (с

точностью до эквивалентности) пары (ḡ, g) такие, что g-модули ḡ/g изоморфны 3.23.

Лемма 1. Любая пара (ḡ, g) типа 3.23 эквивалентна одной и только одной из следующих пар:

1. e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1 − λ)e2 2(1 − λ)e3 u1 λu2 (2λ − 1)u3

e2 (λ − 1)e2 0 0 0 u1 u2

e3 2(λ − 1)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −λu2 −u1 0 0 0 0

u3 (1 − 2λ)u3 −u2 −u1 0 0 0

,

2. λ = 3/5 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 2
5e2

4
5e3 u1

3
5u2

1
5u3

e2 − 2
5e2 0 0 0 u1 u2

e3 − 4
5e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 − 3
5u2 −u1 0 0 0 e3

u3 − 1
5u3 −u2 −u1 0 −e3 0

,

3. λ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 1
2e2 e3 u1

1
2u2 0

e2 − 1
2e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 − 1
2u2 −u1 0 0 0 e2

u3 0 −u2 −u1 0 −e2 0

,

4. λ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/2)e2 e3 u1 (1/2)u2 0

e2 −(1/2)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(1/2)u2 −u1 0 0 0 −e2

u3 0 −u2 −u1 0 e2 0

,

5. λ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/2)e2 e3 u1 (1/2)u2 0

e2 −(1/2)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 u1

u2 −(1/2)u2 −u1 0 0 0 αe2 + u2

u3 0 −u2 −u1 −u1 −αe2 − u2 0

,

6. λ = 3/4 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/4)e2 (1/2)e3 u1 (3/4)u2 (1/2)u3 + e3

e2 −(1/4)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −(1/2)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(3/4)u2 −u1 0 0 0 0

u3 −(1/2)u3 − e3 −u2 −u1 0 0 0

,

7. λ = 0 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 2e3 u1 0 −u3

e2 −e2 0 0 −e3 u1 − 2e2 u2

e3 −2e3 0 0 0 −e3 u1

u1 −u1 e3 0 0 u1 0

u2 0 −u1 + 2e2 e3 −u1 0 −2u3

u3 u3 −u2 −u1 0 2u3 0

.
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Доказательство. Пусть E = {e1, e2, e3} — базис g, где

e1 =






1 0 0

0 λ 0

0 0 2λ − 1




 , e2 =






0 1 0

0 0 1

0 0 0




 , e3 =






0 0 1

0 0 0

0 0 0




 .

Через h обозначим нильпотентную подалгебру алгебры Ли g, порожденную вектором e1. Рассмотрим

следующие случаи:

1. λ /∈ {0, 2/3, 3/4}. Тогда

ḡ(1−λ)(h) ⊃ Re2, ḡ
(0)(h) ⊃ Re1, ḡ

(2−2λ)(h) ⊃ Re3, ḡ
(1)(h) ⊃ Ru1,

ḡ(λ)(h) ⊃ Ru2, ḡ
(2λ−1)(h) ⊃ Ru3,

[u1, u2] ∈ ḡ(1+λ)(h), [u1, u3] ∈ ḡ(2λ)(h), [u2, u3] ∈ ḡ(3λ−1)(h).

В силу тождества Якоби пара (ḡ, g) имеет вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1 − λ)e2 2(1 − λ)e3 u1 λu2 (2λ − 1)u3

e2 (λ − 1)e2 0 0 0 u1 u2

e3 2(λ − 1)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −λu2 −u1 0 0 0 c3e3

u3 (1 − 2λ)u3 −u2 −u1 0 −c3e3 0

,

где c3(λ − 3/5) = 0, или

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/2)e2 e3 u1 (1/2)u2 0

e2 −(1/2)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 β1u1

u2 −(1/2)u2 −u1 0 0 0 c2e2+β1u2

u3 0 −u2 −u1 −β1u1 −c2e2−β1u2 0

.

1.1. λ 6= 1/2.

1.1.1. c3 = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

1.1.2. λ = 3/5, c3 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ2,g2), эквивалентность показывает

отображение π : ḡ2 → ḡ, где π(e1) = e1, π(e2) = c3
−1/3e2, π(e3) = c3

−2/3e3, π(u1) = c3
−4/3u1,

π(u2) = (1/c3)u2, π(u3) = c3
−2/3u3.

1.2. λ = 1/2.

1.2.1. β1 = c2 = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

1.2.2. β1 = 0, c2 6= 0. Тогда пара (ḡ, g) эквивалентна паре (ḡi, gi), где i = 3 или i = 4 (отображение

π : ḡi → ḡ, где π(ej) = ej , j = 1, 3, π(uk) = |c2|−1/2
uk, k = 1, 3, если c2 > 0, то i = 3, если c2 < 0, то

i = 4).

1.2.3. β1 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ5,g5) посредством отображения π : ḡ5 → ḡ,

π(ei) = ei, i = 1, 3, π(uj) = (1/β1)uj , j = 1, 3.

2. λ = 3/4. Имеем ḡ(1/4)(h) = Re2, ḡ(0)(h) = Re1, ḡ(1)(h) = Ru1, ḡ(3/4)(h) = Ru2,

ḡ(1/2)(h) = Ru3 ⊕ Re3, [u1, u2]∈ ḡ(7/4)(h) ⇒ [u1, u2] = 0, [u1, u3]∈ ḡ(3/2)(h) ⇒ [u1, u3] = 0,

[u2, u3]∈ ḡ(5/4)(h) ⇒ [u2, u3] = 0.
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В силу тождества Якоби пара (ḡ, g) имеет вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/4)e2 (1/2)e3 u1 (3/4)u2 (1/2)u3+pe3

e2 −(1/4)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −(1/2)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(3/4)u2 −u1 0 0 0 0

u3 −(1/2)u3−pe3 −u2 −u1 0 0 0

.

2.1. p = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

2.2. p 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ6,g6), эквивалентность показывает отображение

π : ḡ6 → ḡ, π(ei) = ei, i = 1, 3, π(uj) = (1/p)uj , j = 1, 3.

3. λ = 0. Тогда ḡ(1)(h) = Re2 ⊕ Ru1, ḡ(0)(h) = Re1 ⊕ Ru2, ḡ(2)(h) = Re3, ḡ(−1)(h) = Ru3

и [u1, u2] ∈ ḡ(1)(h) ⇒ [u1, u2] = a2e2 + α1u1, [u1, u3] ∈ ḡ(0)(h) ⇒ [u1, u3] = b1e1 + β2u2,

[u2, u3] ∈ ḡ(−1)(h) ⇒ [u2, u3] = γ3u3. Учитывая тождество Якоби, получаем, что пара (ḡ, g) имеет

вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 2e3 u1 0 −u3

e2 −e2 0 0 pe3 u1 + 2pe2 u2

e3 −2e3 0 0 0 pe3 u1

u1 −u1 −pe3 0 0 −pu1 0

u2 0 −u1 − 2pe2 −pe3 pu1 0 2pu3

u3 u3 −u2 −u1 0 −2pu3 0

.

3.1. p = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

3.2. p 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ7,g7) посредством отображения π : ḡ7 → ḡ,

π(e1) = e1, π(u1) = u1, π(e2) = pe2, π(u2) = (1/p)u2, π(e3) = p2e3, π(u3) = (1/p2)u3.

4. λ = 2/3. Имеем ḡ(1/3)(h) = Re2 ⊕ Ru3, ḡ(0)(h) = Re1, ḡ(2/3)(h) = Re3 ⊕ Ru2, ḡ(1)(h) = Ru1,

[u1, u2] ∈ ḡ(5/3)(h) ⇒ [u1, u2] = 0, [u1, u3] ∈ ḡ(4/3)(h) ⇒ [u1, u3] = 0, [u2, u3] ∈ ḡ(1)(h) ⇒ [u2, u3] = γ1u1.

В силу тождества Якоби пара (ḡ, g) принимает вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/3)e2 (2/3)e3 u1 (2/3)u2 (1/3)u3

e2 −(1/3)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −(2/3)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(2/3)u2 −u1 0 0 0 γ1u1

u3 −(1/3)u3 −u2 −u1 0 −γ1u1 0

.

Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна тривиальной паре (ḡ1,g1), эквивалентность показывает отображение

π : ḡ1 → ḡ, π(ei) = ei, i = 1, 3, π(u1) = u1, π(u2) = u2, π(u3) = u3 + γ1e2.

Теперь осталось показать, что полученные пары не эквивалентны друг другу.

Поскольку dimD2ḡ1 6= dimD2ḡ2, видим, что пары (ḡ1, g1) и (ḡ2, g2) не эквивалентны.

Пусть λ = 3/4. Рассмотрим гомоморфизмы fi : ḡi → gl(5, R), i = 1, 6, где fi(x) — матрица отобра-

жения ad|Dḡi
x в базисе {e2, e3, u1, u2, u3} пространства Dḡi. Так как подалгебры fi(ḡi) не сопряжены,

можно заключить, что пары (ḡ1, g1) и (ḡ6, g6) не эквивалентны. Поскольку dim D2ḡ1 6= dimD2ḡ7,

видим, что пары (ḡ1, g1) и (ḡ7, g7) не эквивалентны.

Пусть λ = 1/2. Рассмотрим гомоморфизмы fi : ḡi → gl(4, R), i = 1, 3, 5, где fi(x) – матрица отоб-

ражения ad|Dḡi
x в базисе {e2, e3, u1, u2} пространства ḡi. Поскольку подалгебры fi(ḡi) не сопряжены,

то пары (ḡ1, g1), (ḡ3, g3), (ḡ4, g4), (ḡ5, g5) не эквивалентны друг другу. ¤

Лемма 2. Если пара (ḡ, g) не допускает инвариантных аффинных связностей, а g имеет вид

3.23, то (ḡ, g) эквивалентна одной из пар 3.23.6, 3.23.7.
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Доказательство. Пусть (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство типа 3.23.3, Λ|g — изо-

тропное представление g. Пусть здесь и далее

Λ(u1) =






p1,1 p1,2 p1,3

p2,1 p2,2 p2,3

p3,1 p3,2 p3,3




, Λ(u2) =






q1,1 q1,2 q1,3

q2,1 q2,2 q2,3

q3,1 q3,2 q3,3




, Λ(u3) =






r1,1 r1,2 r1,3

r2,1 r2,2 r2,3

r3,1 r3,2 r3,3




 .

Отображение Λ — g-инвариантно. Следовательно, из [Λ(e3),Λ(u1)] = Λ([e3, u1]) получаем

[Λ(e3),Λ(u1)] = 0. Тогда имеем p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0, p3,3 = p1,1. [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]), откуда

получаем [Λ(e2),Λ(u1)] = 0, p2,3 = p1,2, p2,2 = p1,1. [Λ(e1),Λ(u1)] = Λ(u1), тогда p1,1 = p1,2 = 0.

Если [Λ(e3),Λ(u2)] = 0, то q3,1 = q3,2 = q2,1 = 0, q3,3 = q1,1. [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(u1), полу-

чаем q2,3 = q1,2 + p1,3, q2,2 = q1,1. [Λ(e1),Λ(u2)] = (1/2)Λ(u2), откуда q1,1 = q1,3 = 0. Если

[Λ(e3),Λ(u3)] = Λ(u1), то r3,1 = r3,2 = r2,1 = 0, r3,3 = r1,1 + p1,3. [Λ(e2),Λ(u3)] = Λ(u2), следо-

вательно, r2,2 = r1,1, q1,2 = 0, r2,3 = r1,2. [Λ(e1),Λ(u3)] = 0, имеем r1,2 = r1,3 = 0, аффинная

связность существует и имеет вид

Λ(u1) =






0 0 p1,3

0 0 0

0 0 0




 , Λ(u2) =






0 0 0

0 0 p1,3

0 0 0




 , Λ(u3) =






r1,1 0 0

0 r1,1 0

0 0 r1,1+p1,3




 .

Тензор кривизны имеет вид

R(u1, u2) = 0, R(u1, u3) = [Λ(u1),Λ(u3)] − Λ([u1, u3]) =






0 0 p1,3
2

0 0 0

0 0 0




 ,

R(u2, u3) =






0 −1 0

0 0 p1,3
2−1

0 0 0




 ,

тензор кручения

T (u1, u2) = 0, T (u1, u3) = Λ(u1)(u3)m − Λ(u3)(u1)m − [u1, u3]m = (p1,3 − r1,1, 0, 0) ,

T (u2, u3) = Λ(u2)(u3)m − Λ(u3)(u2)m − [u2, u3]m = (0, p1,3 − r1,1, 0) .

Пусть (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство типа 3.23.6, отображение Λ g-инвариантно,

следовательно, [Λ(e3),Λ(u1)] = Λ([e3, u1]). Откуда [Λ(e3),Λ(u1)] = 0. Имеем p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0,

p3,3 = p1,1. Из [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]) получаем [Λ(e2),Λ(u1)] = 0, p2,3 = p1,2, p2,2 = p1,1.

[Λ(e1),Λ(u1)] = Λ(u1), тогда p1,1 = 0. Если [Λ(e3),Λ(u2)] = 0, то q3,1 = q3,2 = q2,1 = 0,

q3,3 = q1,1. [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(u1), следовательно, p1,2 = 0, q2,3 = q1,2 + p1,3, q2,2 = q1,1. Если

[Λ(e3),Λ(u3)] = Λ(u1), то r3,1 = r3,2 = r2,1 = 0, r3,3 = r1,1 + p1,3. [Λ(e2),Λ(u3)] = Λ(u2), тогда

r2,2 = r1,1, q1,2 = q1,1 = 0, r2,3 = r1,2 + q1,3. Если [Λ(e1),Λ(u3)] = 0, то r1,2 = r1,3 = 0. Учитывая

[Λ(e1),Λ(u3)] = (1/2)Λ(u3) + Λ(e3), имеем






−1/2r1,1 −1/4r1,2 −1

0 −1/2r1,1 −1/4r1,2 − 1/4q1,3

0 0 −1/2r1,1 − 1/2p1,3




 = 0,

т. е. у уравнения нет решений, пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей. Прямыми вычислениями

получаем результаты для остальных пар типа 3.23. ¤

Аналогично, если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 3.19, то (ḡ, g)

эквивалентна одной из пар 3.19.2, 3.19.3, 3.19.5, 3.19.6, 3.19.8, 3.19.9, 3.19.10, 3.19.11, 3.19.12, 3.19.13,

3.19.15 [3]. Например, если (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство типа 3.19.2, то

Λ(e1) =






0 0 0

0 1 0

0 0 λ




 , Λ(e2) =






0 1 0

0 0 0

0 0 0




 , Λ(e3) =






0 0 1

0 0 0

0 0 0





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(Λ|g = λ). Отображение Λ — g-инвариантно. Если [Λ(e3),Λ(u1)] = Λ([e3, u1]), то

[Λ(e3),Λ(u1)] = 0,






p3,1 p3,2 p3,3 − p1,1

0 0 −p2,1

0 0 −p3,1




 = 0, p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0, p3,3 = p1,1.

Если [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]), то

[Λ(e2),Λ(u1)] = −Λ(e2),






0 p2,2 − p1,1 − 1 p2,3

0 0 0

0 0 0




 = 0, p2,2 = p1,1 + 1, p2,3 = 0.

Если [Λ(e1),Λ(u1)] = Λ([e1, u1]), то [Λ(e1),Λ(u1)] = 0, p1,2 = 0.

Поскольку [Λ(e3),Λ(u2)] = 0, q3,1 = q3,2 = q2,1 = 0, q3,3 = q1,1; если [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(u1),

то






−p1,1 q2,2 − q1,1 q2,3 − p1,3

0 −p1,1 − 1 0

0 0 −p1,1




 = 0, уравнение не имеет решений, пара (ḡ, g) не допускает

аффинных связностей.

Если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 2.9, то (ḡ, g) эквивалентна

одной из пар 2.9.8, 2.9.9, 2.9.10, 2.9.17. Например, если (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство

типа 2.9.17 [3], то

Λ(e1) =






1 0 0

0 −2 0

0 0 −1




 , Λ(e2) =






0 0 1

0 0 0

0 0 0




 ,

(так как Λ|g = λ). Если Λ — g-инвариантно, то [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]). Следовательно,

[Λ(e2),Λ(u1)] = 0, p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0, p3,3 = p1,1. Из [Λ(e1),Λ(u1)] = Λ([e1, u1]) следует

[Λ(e1),Λ(u1)] = Λ(u1), тогда p1,1 = p1,2 = p1,3 = p2,2 = p2,3 = 0. Из [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(e1) следу-

ет, что






q3,1 − 1 q3,2 q3,3 − q1,1

0 2 −q2,1

0 0 −q3,1 + 1




 = 0, пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей. Прямыми

вычислениями получаем результаты в остальных случаях.

Аналогично, если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 4.6, то (ḡ, g)

эквивалентна паре 4.6.2 [3]. Если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 5.10,

то (ḡ, g) эквивалентна одной из пар 5.10.3, 5.10.4, 5.10.7, 5.10.8, 5.10.9. Если g имеет тип 4.8, то (ḡ, g)

эквивалентна одной из пар 4.8.7, 4.8.8. Если g имеет тип 4.10, то (ḡ, g) эквивалентна 4.10.2, 4.10.3.

Если g имеет тип 4.11, то (ḡ, g) эквивалентна 4.11.6, 4.11.7, 4.11.8, 4.11.9. Если g имеет тип 4.12, то

(ḡ, g) эквивалентна 4.12.2. Если g имеет тип 4.14, то (ḡ, g) эквивалентна 4.14.2, 4.14.3, 4.14.4, 4.14.5.

Если g имеет тип 4.20, то (ḡ, g) эквивалентна 4.20.6, 4.20.7, 4.20.8, 4.20.9, 4.20.10, 4.20.11, 4.20.12,

4.20.13. Если g имеет тип 4.21, то (ḡ, g) эквивалентна 4.21.8, 4.21.9, 4.21.10, 4.21.12, 4.21.13, 4.21.14,

4.21.15, 4.21.16, 4.21.17, 4.21.18, 4.21.19, 4.21.20, 4.21.21, 4.21.22, 4.21.23. Если g имеет тип 3.8, то

(ḡ, g) эквивалентна 3.8.4, 3.8.5, 3.8.6. Если g имеет тип 3.13, то (ḡ, g) эквивалентна 3.13.7, 3.13.14,

3.13.15, 3.13.16, 3.13.17, 3.13.18, 3.13.19, 3.13.20, 3.13.21, 3.13.22, 3.13.23, 3.13.24, 3.13.25. Если g имеет

тип 3.14, то (ḡ, g) эквивалентна 3.14.4. Если g имеет тип 3.20, то (ḡ, g) эквивалентна 3.20.6, 3.20.7,

3.20.8, 3.20.9, 3.20.10, 3.20.16, 3.20.17, 3.20.18, 3.20.19, 3.20.28, 3.20.29. Если g имеет тип 3.21, то

(ḡ, g) эквивалентна 3.21.2, 3.21.3, 3.21.4, 3.21.5. Если g имеет тип 3.22, то (ḡ, g) эквивалентна 3.22.2.

Если g имеет тип 3.24, то (ḡ, g) эквивалентна 3.24.2. Если g имеет тип 3.25, то (ḡ, g) эквивалентна

3.25.9, 3.25.10, 3.25.11, 3.25.12, 3.25.13, 3.25.14, 3.25.15, 3.25.16, 3.25.17, 3.25.18, 3.25.19, 3.25.20,

3.25.21, 3.25.22, 3.25.23, 3.25.24, 3.25.27, 3.25.28, 3.25.29, 3.25.31. Если g имеет тип 3.26, то (ḡ, g)

эквивалентна 3.26.2. Если g имеет тип 3.27, то (ḡ, g) эквивалентна 3.27.5. Если g имеет тип 3.29,

то (ḡ, g) эквивалентна 3.29.2. Если g имеет тип 2.8, то (ḡ, g) эквивалентна 2.8.8, 2.8.9, 2.8.10, 2.8.11.

Если g имеет тип 2.13, то (ḡ, g) эквивалентна 2.13.9.

Проводя аналогичные рассуждения для всех подалгебр, получаем, что других трехмерных

изотропно-точных однородных пространств, не допускающих инвариантных связностей, кроме пред-

ставленных выше, не существует. ¤
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, нормальные делители дискретной группы находятся во взаимно однозначном соот-

ветствии с отношениями конгруэнтности на ней, и факторгруппы по конгруэнтностям совпадают с

факторгруппами по нормальным делителям [1, с. 46]. Аналогичным образом мы можем получить все

факторполугруппы, рассматривая отношения конгруэнтности на данной полугруппе. Так, например,

Виктор Владимирович Вагнер показывал, что все гомоморфные образы полугруппы исчерпываются

(с точностью до изоморфизма) ее факторполугруппами по конгруэнтностям (стабильным отношениям

эквивалентности в его терминологии, которой мы и будем придерживаться) на заданной полугруппе.

Здесь мы покажем, что данный подход можно применить к определению топологической факторпо-

лугруппы и факторгруппы, и установим в связи с этим аналоги некоторых известных свойств.

Напомним некоторые определения и известные результаты. Пусть G — полугруппа и ε — ста-

бильное отношение эквивалентности на полугруппе G, т. е. для любых элементов a, b, c, d полу-

группы G из эквивалентностей a ∼ b и c ∼ d следует ac ∼ bd. Определим операцию «·» произве-

дения классов в фактор-множестве G/ε, полагая для любых классов эквивалентности ε (a) и ε (b):

ε (a) · ε (b) = ε (a′ b′), где a′ и b′ — произвольные элементы из классов ε (a) и ε (b) соответствен-

но. Тогда фактор-множество G/ε с определенной выше операцией «·» образует факторполугруппу

полугруппы G.

1. ТОПОЛОГИЯ ФАКТОРПОЛУГРУППЫ

Перейдем к вопросу определения топологической факторполугруппы. Пусть G — топологиче-

ская полугруппа и ε — стабильное отношение эквивалентности на полугруппе G. Наделим фактор-

множество G/ε фактортопологией [2, с. 147] и покажем, что если отношение эквивалентности ε

является открытым на пространстве G, то определенная нами операция произведения классов «·» бу-

дет непрерывной в факторполугруппе G/ε, наделенной фактортопологией. Действительно, пусть a∗,

b∗ — произвольные элементы факторпространства G/ε, U∗ является открытой окрестностью элемента

a∗ · b∗ в пространстве G/ε. Тогда множество f−1(U∗) = U является открытым в пространстве G, где

f — естественное отображение пространства G на G/ε. Пусть a∗ = ε(a), b∗ = ε(b). Поскольку f —

гомоморфизм полугруппы G на факторполугруппу G/ε, то ab ∈ U . Следовательно, найдутся открытые

в пространстве G множества V ∋ a и W ∋ b такие, что V W ⊂ U . Тогда f(V W ) ⊂ U∗, а поскольку

f(V W ) = f(V ) · f(W ), то f(V )f(W ) ⊂ U∗. Заметим, что f(V ) и f(W ) являются открытыми окрест-

ностями точек a∗ и b∗ факторпространства G/ε в силу открытости отображения f , и, следовательно,

непрерывность операции «·» в G/ε доказана.
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Таким образом, мы установили что каждое открытое стабильное отношение эквивалентности на

топологической полугруппе G будет определять топологическую факторполугруппу (G/ε, ·), кото-

рую в дальнейшем мы будем называть факторполугруппой топологической полугруппы G.

2. ГОМОМОРФИЗМЫ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПОЛУГРУПП И ГРУПП

Докажем аналог известного для дискретной полугруппы свойства стабильных отношений эквива-

лентности.

Теорема 1. Каждое стабильное открытое отношение эквивалентности на топологической

полугруппе G определяет на ней открытый гомоморфизм, и обратно, каждому открытому го-

моморфизму, определенному на топологической полугруппе G, будет соответствовать порож-

денное им открытое стабильное отношение эквивалентности на данной полугруппе.

Доказательство. Пусть ε — стабильное открытое отношение эквивалентности на топологической

полугруппе G. Тогда естественное отображение f пространства G на факторпространство G/ε яв-

ляется открытым гомоморфизмом топологической полугруппы G на ее факторполугруппу G/ε, и,

следовательно, первая часть утверждения доказана. Далее, пусть g — открытый гомоморфизм топо-

логической полугруппы G на топологическую полугруппу G′. Тогда гомоморфизм g определяет на

полугруппе G стабильное отношение эквивалентности ε, задаваемое условием: a ∼ b тогда и только

тогда, когда g (a) = g (b) для всех элементов a и b из G. Далее заметим, что если U — открытое мно-

жество в G, то g (U) открыто в G′, а тогда g−1(g (U)) является открытым подмножеством G, совпадая

при этом с объединением всех классов эквивалентности ε, пересекающихся с U , и ,следовательно,

отношение ε является открытым [3, с. 149]. Теорема доказана. ¤

Полученный результат позволяет нам описать все открытые гомоморфизмы топологической полу-

группы.

Теорема 2. Открытые гомоморфные образы топологической полугруппы G исчерпываются (с

точностью до изоморфизма) ее факторполугруппами по всем открытым стабильным отноше-

ниям эквивалентности на данной полугруппе G.

Доказательство. Как было показано выше, каждая факторполугруппа G/ε топологической полу-

группы G по открытому стабильному отношению эквивалентности ε на G является образом данной

полугруппы G при открытом естественном гоморфизме G на G/ε. Покажем, что других открытых

гомоморфных образов у полугруппы G не существует (с точностью до изоморфизма). Пусть топо-

логическая полугруппа G′ является гомоморфным образом полугруппы G при некотором открытом

гомоморфизме g. Тогда, как было показано, данный гомоморфизм порождает открытое стабильное

отношение эквивалентности ε на полугруппе G, определяющее разбиение G на классы эквивалентно-

сти
{
g−1(y)

}

y∈G′
. Заметим, что гомоморфизм g является факторотображением по следствию 2.4.8 [2,

с. 149]. Тогда отображение g факторпространства G/ε на пространство G′, определяемое формулой

g(g−1(y)) = y для каждого y ∈ G′, является гомеоморфизмом по теореме 2.4.3 [2, с. 148]. Заметим

далее, что поскольку ε (a) · ε (b) = ε (ab) для всех a, b ∈ G, то g−1(a′) · g−1(b′) = g−1(a′b′) для любых

a′b′ ∈ G′, а тогда g(g−1(a′) · g−1(b′)) = g(g−1(a′b′)) = a′b′ = g(g−1(a′))g(g−1(b′)), и, следовательно,

g является гомоморфизмом полугруппы G/ε на G′. Таким образом, топологические полугруппы G/ε

и G′ будут изоморфны. Теорема доказана. ¤

Перейдем к рассмотрению стабильных отношений эквивалентности, заданных на топологической

группе G. Как известно, каждое такое отношение порождает в дискретной группе ее нормальный

делитель, совпадающий с классом эквивалентных единице элементов группы, и обратно, каждый нор-

мальный делитель дискретной группы задает на ней стабильное отношение эквивалентности. Также

известно, что все открытые гомоморфные образы топологической группы G исчерпываются (с точ-

ностью до изоморфизма) всеми ее факторгруппами по нормальным делителям группы G [2, с. 123].

Опираясь на эти факты, покажем справедливость следующей теоремы.
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Теорема 3. Открытые гомоморфные образы топологической группы G исчерпываются (с

точностью до изоморфизма) ее факторгруппами G/ε по всем стабильным отношениям эквива-

лентности на группе G, обладающим замкнутыми классами эквивалентности.

Доказательство. Заметим, что между всеми нормальными делителями топологической группы G

и стабильными отношениями эквивалентности на ней, обладающими замкнутыми классами эквива-

лентности, существует взаимно однозначное соответствие. Действительно, если N — нормальный

делитель топологической группы G, то разбиение группы G на смежные классы по нормальному де-

лителю N порождает на группе G стабильное отношение эквивалентности ε. Заметим, что множество

ε (e) будет замкнутым подмножеством G в силу равенства ε (e) = N , тогда каждый класс ε (a) = aN

также замкнут в пространстве G. Обратно, пусть ε — стабильное отношение эквивалентности на

топологической группе G, и классы эквивалентности замкнуты в G. Тогда класс ε (e) является нор-

мальным делителем топологической группы G, и таким образом указанное соответствие установлено.

Тогда если ε — стабильное отношение эквивалентности в группе G, обладающее замкнутыми клас-

сами эквивалентности, то класс ε (e) является нормальным делителем топологической группы G и

факторгруппа G/ε является открытым гомоморфным образом группы G при естественном отображе-

нии [2, с. 122]. Пусть далее топологическая группа G′ является гомоморфным образом группы G при

некотором открытом гомоморфизме g. Тогда ядро данного гомоморфизма, являясь замкнутым нормаль-

ным делителем группы G, порождает на ней стабильное отношение эквивалентности ε, обладающее

замкнутыми классами эквивалентности, и группы G/ε и G′ будут изоморфны по теореме 11 [2, с. 123].

Теорема доказана. ¤
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соотношения, из которых строго выведено разложение Поповичу. Указаны удобные формулы для первой и второй произ-
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ВВЕДЕНИЕ

Основные факты из теории классических полиномов Бернштейна на стандартном отрезке [0, 1]

представлены в [1–5]. В недавнем исследовании [6] (см. также обзор [7]) подробно изучены мате-

матические эффекты, связанные с полиномами Бернштейна для функции f(x) = |2x − 1|, т. е. для

простого симметричного модуля, взятого на отрезке [0, 1]. Там же [6, c. 38] отмечено, что характер

некоторых результатов может измениться при переносе ситуации на другой отрезок. В частности,

полезно специально выделить стандартный модуль

f(x) = |x| (1)

на симметричном отрезке [−1, 1]. В настоящей работе мы установим и систематически изложим все

ключевые формулы, связанные с полиномами Бернштейна от функции (1). Исследование проведем

непосредственно на [−1, 1] без обращения к прежним результатам [6], полученным для [0, 1].

Отметим, что случай симметричного отрезка [−1, 1] в теории полиномов Бернштейна привлек

внимание в последнее время в связи со своими характерными особенностями (см. [8]). В работе [9]

подробно обсуждается специальное правило склеивания, действующее для полиномов Бернштейна

на [−1, 1]. Используем некоторые соображения из [9].

Напомним, что для произвольной функции f ∈ C[−1, 1] полиномы Бернштейна определяют фор-

мулой

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
2k

n
− 1

)

Ck
n (1 + x)k (1 − x)n−k, n ∈ N, (2)

с независимой переменной x ∈ R и биномиальными коэффициентами Ck
n. Это так называемые поли-

номы Бернштейна на симметричном отрезке [−1, 1].

Важную роль играет формула Темпла, действующая для разности двух последовательных поли-

номов Бернштейна. На симметричном отрезке для полиномов (2) формула Темпла приобретает вид

Bn+1(f, x) − Bn(f, x) =
1

2n+1

n∑

k=1

Qn,k(f) (1 + x)k (1 − x)n−k+1, n ∈ N, (3)

с коэффициентами

Qn,k(f) = Ck
n+1 f

(
2k

n + 1
− 1

)

− Ck
n f

(
2k

n
− 1

)

− Ck−1
n f

(
2(k − 1)

n
− 1

)

. (4)
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Используя обозначения для разделенных разностей первого и второго порядков

[f ; x1, x0] ≡
f(x1) − f(x0)

x1 − x0
, [f ; x2, x1, x0] ≡

[f ; x2, x1] − [f ; x1, x0]

x2 − x0
,

можно перейти к эквивалентным выражениям

Qn,k(f) = − 2

n + 1
Ck−1

n−1

([

f ;
2k

n
− 1,

2k

n + 1
− 1

]

−
[

f ;
2k

n + 1
− 1,

2(k − 1)

n
− 1

])

(5)

и

Qn,k(f) = − 4

n(n + 1)
Ck−1

n−1

[

f ;
2k

n
− 1,

2k

n + 1
− 1,

2(k − 1)

n
− 1

]

. (6)

При работе с формулами (4)–(6) полезно учитывать расположение точек

−1 6
2(k − 1)

n
− 1 <

2k

n + 1
− 1 <

2k

n
− 1 6 1, k = 1, . . . , n,

верное при любом n ∈ N. Подробнее о формуле Темпла на [−1, 1] см. [9]. Будем основываться на

перечисленных соотношениях при выводе ключевых формул, связанных с полиномами Бернштейна

для стандартного модуля (1).

1. ПОЛИНОМЫ БЕРНШТЕЙНА ДЛЯ МОДУЛЯ

Для функции (1) определение полиномов Бернштейна (2) дает выражение

Bn(x) =
1

2n

n∑

k=0

∣
∣
∣
∣

2k

n
− 1

∣
∣
∣
∣

Ck
n (1 + x)k (1 − x)n−k, n ∈ N. (7)

Полиномы (7) обозначаем просто Bn(x) без указания на функцию f из формулы (1).

Прямые вычисления по правилу (7) приводят к результатам:

B1(x) = 1,

B2(x) = B3(x) =
1

2

(
1 + x2

)
,

B4(x) = B5(x) =
1

8

(
3 + 6x2 − x4

)
,

B6(x) = B7(x) =
1

16

(
5 + 15x2 − 5x4 + x6

)
,

B8(x) = B9(x) =
1

128

(
35 + 140x2 − 70x4 + 28x6 − 5x8

)
,

B10(x) = B11(x) =
1

256

(
63 + 315x2 − 210x4 + 126x6 − 45x8 + 7x10

)
,

B12(x) = B13(x) =
1

1024

(
231 + 1386x2 − 1155x4 + 924x6 − 495x8 + 154x10 − 21x12

)
.

Объем проводимых вычислений быстро увеличивается с ростом номера n ∈ N, и последние формулы

из представленного списка сложно получить без компьютерной поддержки.

Установим общую алгебраическую запись по степеням переменной x, действующую для всех

полиномов (7). Попутно отметим ряд других интересных фактов. Вывод нужных формул прямо из

определения (7) представляется достаточно сложным. Используем обходной путь, связанный с форму-

лой Темпла. Начнем со вспомогательных рекуррентных соотношений, показывающих, что происходит

с полиномами (7) при последовательном увеличении номера n ∈ N.

2. РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Всюду далее рассматриваем полиномы Bn(x) из формулы (7). Базу исследования составляет такое

утверждение.
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Теорема 1. При всех m ∈ N справедливы равенства

B2m+1(x) = B2m(x), (8)

B2m+2(x) = B2m+1(x) − 1

m + 1
2−2m−1 Cm

2m (1 − x2)m+1. (9)

Доказательство. Используем формулу Темпла (3) с коэффициентами Qn,k(f) в записи (5).

Для функции (1) вычислим разделенные разности на [−1, 1]. Заметим, что [f ; x1, x0] = −1 при

x1, x0 ∈ [−1, 0] и [f ; x1, x0] = 1 при x1, x0 ∈ [0, 1] всякий раз, когда x1 6= x0. Учтем также, что

−1 6
2(k − 1)

n
− 1 <

2k

n + 1
− 1 <

2k

n
− 1 6 0, k 6

n

2
,

и

0 6
2(k − 1)

n
− 1 <

2k

n + 1
− 1 <

2k

n
− 1 6 1, k >

n + 2

2
.

Далее надо различать два случая.

Пусть n = 2m. Тогда n/2 = m и (n + 2)/2 = m + 1. По формуле (5) заключаем, что Qn,k(f) = 0

при всех k 6 m и при всех k > m + 1, т. е. вообще при всех k от 1 до n. Принимая во внимание

формулу Темпла (3), получаем равенство (8).

Пусть n = 2m + 1. Тогда, кроме нулевых слагаемых при k 6 n/2 = (2m + 1)/2

и k > (n + 2)/2 = (2m + 3)/2, в формуле (3) возникнет единственное ненулевое слагаемое при

k = m + 1 с коэффициентом

Q2m+1, m+1(f) = − 1

m + 1
Cm

2m

([

f ;
2(m + 1)

2m + 1
− 1, 0

]

−
[

f ; 0,
2m

2m + 1
− 1

])

=

= − 1

m + 1
Cm

2m

(
1 − (−1)

)
= − 2

m + 1
Cm

2m.

Подставляя данное значение в (3), получаем равенство (9). Теорема доказана. ¤

Соотношение (8) для полиномов (7) есть проявление общего правила склеивания, действующего

на [−1, 1] для полиномов Бернштейна от кусочно-линейных функций с рациональными абсцисса-

ми точек излома (см. [9]). В силу свойства (8) изучаем далее лишь полиномы B2m(x) с четными

номерами n = 2m.

Комбинируя (8) и (9) и замечая, что

1

m + 1
2−2m−1 Cm

2m =
1

2m + 1
2−2(m+1) Cm+1

2m+2, m ∈ N,

получаем соответствующее рекуррентное соотношение

B2m+2(x) = B2m(x) − 1

2m + 1
2−2(m+1) Cm+1

2m+2 (1 − x2)m+1, m ∈ N. (10)

Формула (10) позволяет быстро вывести ключевое представление для полиномов Бернштейна от

функции (1), упомянутое без обоснования в работе Поповичу (Popoviciu) [10].

3. РАЗЛОЖЕНИЕ ПОПОВИЧУ

Следующее соотношение будем называть разложением Поповичу (ср. с [10, с. 54]).

Теорема 2. При любом m ∈ N справедлива формула

B2m(x) = 1 −
m∑

k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k (1 − x2)k. (11)

Доказательство. При m = 1 для полинома B2(x) имеем представление

B2(x) =
1

2

(
1 + x2

)
= 1 − 1

2

(
1 − x2

)
,

очевидно согласованное с (11). Дальнейшая индукция по m ∈ N также очевидна с учетом рекуррент-

ного соотношения (10). Теорема доказана. ¤
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Тот же Поповичу указал в [10] на связь формулы (11) с известным разложением для стандартного

модуля. Действительно, следуя идее Лебега [11], представим модуль следующим «биномиальным»

рядом:

|x| =
√

x2 =
√

1 − (1 − x2) = 1 − 1

2

(
1 − x2

)
−

∞∑

k=2

(2k − 3)!!

2k k!
(1 − x2)k =

= 1 −
∞∑

k=1

1

2k − 1

(2k)!

22k (k!)2
(1 − x2)k

с равномерной сходимостью при |1−x2| 6 1 и расходимостью при |1−x2| > 1. В окончательном виде

|x| = 1 −
∞∑

k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k (1 − x2)k, x ∈
[

−
√

2,
√

2
]

. (12)

Согласно (11) полиномы B2m(x) совпадают с частичными суммами ряда (12). Отсюда следует такой

результат.

Теорема 3. При n → ∞ последовательность полиномов Бернштейна (7) сходится к функ-

ции (1) равномерно на отрезке
[

−
√

2,
√

2
]

и расходится на R всюду вне этого отрезка.

Доказательство. Сделанное утверждение становится очевидным, если учесть правило склеива-

ния (8) и сравнить разложение (11) с равномерно сходящимся рядом (12). ¤

Теорему 3 можно дополнительно усилить, осуществив естественный выход в комплексную плос-

кость. Заменив в рассуждениях переменную x ∈ R комплексной переменной z ∈ C, получим, что

полиномы B2m(z) при m → ∞ будут равномерно сходиться на компакте в C, ограниченном лемнис-

катой
∣
∣1 − z2

∣
∣ = 1, (13)

в левой петле — к функции f1(z) = −z, а в правой петле — к функции f2(z) = z. Данный факт тесно

связан с общей теорией Канторовича о сходимости полиномов Бернштейна в комплексной плоскости

(ср. [1, с. 91–92]). Отрезок сходимости, упомянутый в теореме 3, является большой центральной

осью для лемнискаты (13). Можно дополнительно уточнить характер сходимости полиномов Берн-

штейна внутри лемнискаты, но это выходит за рамки нашего исследования. Сейчас нас интересуют

комбинаторные и алгебраические аспекты, возникающие при изучении полиномов (7).

4. ПРОИЗВОДНЫЕ ПОЛИНОМОВ БЕРНШТЕЙНА

С помощью разложения Поповичу можно получить удобные выражения для первой и второй

производных от рассматриваемых полиномов Бернштейна.

Теорема 4. При любом m ∈ N справедливы формулы

B ′
2m(x) = x

m−1∑

k=0

2−2k Ck
2k (1 − x2)k, (14)

B ′′
2m(x) = 2−2m+1 Cm

2m m (1 − x2)m−1. (15)

Доказательство. Продифференцировав разложение (11), получим

B ′
2m(x) = x

m∑

k=1

k

2k − 1
2−2k+1 Ck

2k (1 − x2)k−1.

Заметим, что
k

2k − 1
2−2k+1 Ck

2k = 2−2(k−1) Ck−1
2k−2, k ∈ N.

Поэтому

B ′
2m(x) = x

m∑

k=1

2−2(k−1) Ck−1
2k−2 (1 − x2)k−1 = x

m−1∑

k=0

2−2k Ck
2k (1 − x2)k.
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Равенство (14) доказано. Для второй производной имеем соответственно

B ′′
2m(x) =

m−1∑

k=0

2−2k Ck
2k (1 − x2)k − x2

m−1∑

k=0

2−2k+1 Ck
2k k (1 − x2)k−1 =

=

m−1∑

k=0

2−2k Ck
2k (1 − x2)k + (1 − x2 − 1)

m−1∑

k=0

2−2k+1 Ck
2k k (1 − x2)k−1 =

=
m−1∑

k=0

(2k + 1) 2−2k Ck
2k (1 − x2)k −

m−1∑

k=1

2−2k+1 Ck
2k k (1 − x2)k−1 =

=

m−1∑

k=0

(2k + 1) 2−2k Ck
2k (1 − x2)k −

m−2∑

k=0

(k + 1) 2−2k−1 Ck+1
2k+2 (1 − x2)k.

Поскольку

(k + 1) 2−2k−1 Ck+1
2k+2 = (2k + 1) 2−2k Ck

2k, k ∈ N ∪ {0},

то

B ′′
2m(x) =

m−1∑

k=0

(2k + 1) 2−2k Ck
2k (1 − x2)k −

m−2∑

k=0

(2k + 1) 2−2k Ck
2k (1 − x2)k =

= (2m − 1) 2−2(m−1) Cm−1
2m−2 (1 − x2)m−1 = 2−2m+1 Cm

2m m (1 − x2)m−1,

что соответствует формуле (15). Теорема доказана. ¤

Формула, подобная (15), без обоснований (и с опечаткой) также была отмечена в [10, с. 54] в каче-

стве добавления к разложению (11). Несколько неожиданно, что при двукратном дифференцировании

полинома B2m(x) происходят такие упрощения. Однако, результат допускает простое объяснение на

качественном уровне.

Действительно, вторая производная от порождающей функции f(x) = |x| в некотором естествен-

ном смысле совпадает с удвоенной δ-функцией. Сходимость же, присущая полиномам Бернштейна,

обладает определенной устойчивостью по отношению к дифференцированию (см. [1, с. 25–27]). Раз-

бираемый пример наглядно показывает, что такая устойчивость сохраняется при дифференцирова-

нии вплоть до обобщенных функций. В случае стандартного отрезка [0, 1] этот момент обсуждался

в [6, с. 16] (см. также [7, с. 149]). Для полноты картины проверим, что и сейчас полиномы B ′′
2m(x)

из формулы (15) образуют на [−1, 1] классическую 2δ-образную последовательность, сходящуюся

к 2δ(x).

Базовые геометрические свойства очевидны: первый полином B ′′
2 (x) ≡ 1 оказывается вырожден-

ным, прочие же полиномы (15), являясь четными и непостоянными, строго положительны на (−1, 1),

обращаются в нуль при x = ±1 и имеют центральный максимум при x = 0. Остальное заключено в

следующем утверждении.

Теорема 5. Последовательность полиномов из формулы (15), взятая на [−1, 1], обладает ха-

рактерными свойствами 2δ-образной последовательности:

1. B ′′
2m(0) → ∞ при m → ∞;

2. B ′′
2m(x) → 0 при m → ∞ для любого x 6= 0 из отрезка [−1, 1];

3.
1∫

−1

B ′′
2m(x) dx = 2 при всех m ∈ N.

Доказательство. Два первых свойства полиномов (15) без труда проверяются с помощью класси-

ческой асимптотики

2−2m Cm
2m ∼ 1√

mπ
, m → ∞, (16)
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и при учете значений выражения 1 − x2 в зависимости от выбора точки x ∈ [−1, 1]. При проверке

третьего свойства, привлекая формулу (14), имеем

1∫

−1

B ′′
2m(x) dx = B ′

2m(1) − B ′
2m(−1) = 1 − (−1) = 2, m ∈ N,

что и требовалось показать. Означенный интеграл можно также вычислить непосредственно, исходя

из представления (15), если сделать замену x = 2t − 1 и воспользоваться известным равенством

1∫

0

tp (1 − t)q dt =
p! q!

(p + q + 1)!
, p, q ∈ N ∪ {0}.

Результат будет такой же. Теорема доказана. ¤

Любопытно, что последовательность полиномов (15) отличается лишь константой и способом ну-

мерации от последовательности

Pm(x) ≡ 1

2

(2m + 1)!!

(2m)!!
(1 − x2)m

(

=
1

2
B ′′

2m+2(x)

)

, m ∈ N, (17)

использованной Э. Ландау [12] в его доказательстве аппроксимационной теоремы Вейерштрасса.

В связи с доказательством Ландау отметим содержательный обзор Валле Пуссена [13, с. 112], хотя

полиномы (17) даны там с ошибкой в числовом множителе.

Итак, изучаемые полиномы Бернштейна (7) воплощают неожиданную связь трех основных под-

ходов, принятых в литературе (см., например, [14, c. 101–110]) для доказательства теоремы Вейер-

штрасса. Связь с методом Лебега осуществляется посредством разложения (12) для функции |x|;
связь с методом Ландау заложена в выражениях (15) для вторых производных B ′′

2m(x); и наконец,

связь с методом Бернштейна ясна из самого генезиса полиномов (7).

5. ЗНАЧЕНИЯ В НУЛЕ

При получении основного результата понадобится следующая информация о значениях полиномов

Бернштейна в нуле.

Теорема 6. При всех m ∈ N верны соотношения

B2m(0) = 2−2m Cm
2m, B ′

2m(0) = 0. (18)

Доказательство. По формуле (11) имеем

B2m(0) = 1 −
m∑

k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k, m ∈ N.

Воспользуемся тождеством

1

2k − 1
Ck

2k = 4Ck−1
2k−2 − Ck

2k, k ∈ N,

и получим

B2m(0) = 1 −
m∑

k=1

2−2(k−1) Ck−1
2k−2 +

m∑

k=1

2−2k Ck
2k =

= 1 −
m−1∑

k=0

2−2k Ck
2k +

m∑

k=1

2−2k Ck
2k = 2−2m Cm

2m.

Значения B2m(0) найдены. Результат для B ′
2m(0) очевиден в силу явной записи (14), а также по

соображениям четности полиномов B2m(x). Теорема доказана. ¤
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Упомянем к месту, что значения полиномов Бернштейна в точке излома порождающего их модуля

вычислялись по разным поводам многими авторами, начиная с Поповичу [10, с. 53]. Изложенный

способ, основанный на разложении (11), предложен в обзоре [7, с. 154].

6. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ЗАПИСЬ ПОЛИНОМОВ БЕРНШТЕЙНА

Установим итоговый результат, относящийся к явной алгебраической записи изучаемых полиномов

Бернштейна.

Теорема 7. При любом m ∈ N справедлива формула

B2m(x) = 2−2m Cm
2m

[

1 +

m∑

k=1

(−1)k−1

2k − 1
Ck

m x2k

]

. (19)

Доказательство. Руководящая идея проста: исходим из того, что вторая производная B ′′
2m(x)

имеет компактное представление (15). Разложим по биному

(1 − x2)m−1 =

m−1∑

j=0

(−1)j Cj
m−1 x2j , m ∈ N.

Подставляя в (15), запишем

B ′′
2m(x) = 2−2m+1 Cm

2m m
m−1∑

j=0

(−1)j Cj
m−1 x2j = 2−2m+1 Cm

2m m!
m−1∑

j=0

(−1)j

j! (m − 1 − j)!
x2j .

Дважды проинтегрируем возникшее равенство с учетом начальных условий (18). Получим

B2m(x) = 2−2m Cm
2m



 1 + 2m!

m−1∑

j=0

(−1)j

j! (m − 1 − j)!

x2j+2

(2j + 1)(2j + 2)



 =

= 2−2m Cm
2m



 1 +
m−1∑

j=0

(−1)j

2j + 1

m!

(j + 1)! (m − j − 1)!
x2j+2



 =

= 2−2m Cm
2m



 1 +
m−1∑

j=0

(−1)j

2j + 1
Cj+1

m x2j+2



 = 2−2m Cm
2m

[

1 +
m∑

k=1

(−1)k−1

2k − 1
Ck

m x2k

]

.

Теорема доказана. ¤

Явная формула (19) соответствует одному прежнему результату, отмеченному в работе [6, с. 38].

Способ рассуждения в [6] был принципиально иным и, в итоге, более сложным. Отметим также,

что пример функции f(x) = |x| как порождающей для полиномов Бернштейна (7) упоминался в

классической монографии [14, с. 111] (ср. с № 3130 в задачнике Б. П. Демидовича). Однако форма

записи для B2m(x), предложенная в [14], была весьма несовершенной и мало отличалась от исходного

определения (7).

Как видно из нашей формулы (19), полиномы B2m(x) имеют характерную особенность: два млад-

ших слагаемых всегда положительны, а последующие — знакопеременны. Означенный эффект хорошо

виден на примерах, представленных в параграфе 2. Допустима сокращенная запись

B2m(x) = 2−2m Cm
2m

m∑

k=0

(−1)k−1

2k − 1
Ck

m x2k, m ∈ N, (20)

очевидно согласованная с (19). Укажем еще на связи полученных результатов с некоторыми комби-

наторными соотношениями.
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7. КОМБИНАТОРНЫЕ СЛЕДСТВИЯ

Как известно, значения полиномов Бернштейна на концах исходного отрезка совпадают со зна-

чениями порождающей функции. Соответственно в нашем случае верно, что B2m(1) = 1 при любом

m ∈ N. Подставляя x = 1 в представление (20) и преобразуя результат, приходим к тождеству

m∑

k=0

(−1)k−1

2k − 1
Ck

m =
22m

Cm
2m

=
(2m)!!

(2m − 1)!!
, m ∈ N. (21)

Формула (21) согласована с общим правилом [15, пример 4.2.2.45] вида

m∑

k=0

(−1)k

k + a
Ck

m =
m!

a(a + 1) . . . (a + m)
, m ∈ N. (22)

Для получения (21) надо подставить в (22) значение a = −1/2.

Нахождение в компактной форме значений B2m(x) в точках x ∈ R, отличных от 0 и ±1, представ-

ляет серьезные трудности, возможно, даже не разрешимые. Однако согласно теореме 3 для полиномов

B2m(x) известна точная область сходимости. Обращаясь к формуле (20), можем утверждать, что

2−2m Cm
2m

m∑

k=0

(−1)k−1

2k − 1
Ck

m x2k → x (23)

при m → ∞ для любого x ∈
[

0,
√

2
]

. Делая подстановку q = x2 и учитывая соотношение (16),

получаем асимптотику
m∑

k=0

(−1)k−1

2k − 1
Ck

m qk ∼ √
mπq, m → ∞, (24)

верную при любом q ∈ (0, 2]. Асимптотика (24) равномерна по q ∈ [ δ, 2 ] с фиксированным ма-

лым δ > 0. Поскольку характер сходимости в формуле (23) можно конкретизировать, а выражение

2−2m Cm
2m допускает точные оценки на основе (16), то и соотношение (24) можно подкрепить соот-

ветствующими двустронними оценками, годными при всех m ∈ N (если, конечно, подобный результат

будет представлять интерес).

Нам не удалось обнаружить аналогов формулы (24) в фундаментальном справочнике [15]. Имею-

щееся там правило [15, пример 4.2.3.20] вида

m∑

k=0

(−1)k

k + a
Ck

m qk = q−a

q∫

0

ta−1 (1 − t)m dt, m ∈ N, (25)

применимо лишь при a > 0. Между прочим, явная формула (22) очевидно получена из (25) вычисле-

нием интеграла при q = 1 с последующим аналитическим продолжением на все значения a ∈ C, кроме

a = 0, a = −1, . . . , a = −m. Переход же от тождества (25) к асимптотике (24) представляется не

вполне очевидным.

8. ПРОБЛЕМА РОСТА КОЭФФИЦИЕНТОВ

В связи с формулами, установленными для полиномов Бернштейна от стандартного модуля (1),

возникает содержательное направление нового специального исследования. На наш взгляд, суще-

ственный интерес представляет задача о скорости роста коэффициентов полиномов B2m(x) в явной

алгебраической записи (19). Требуется выделить максимальный по модулю коэффициент и по воз-

можности точно выяснить его поведение при возрастании значения m ∈ N. Аналогичные вопросы

желательно разрешить и для других, «соседних», коэффициентов. Было бы полезно также оценить

скорость роста при m → ∞ суммы модулей всех коэффициентов в (19), т. е. суммы

σ2m = 2−2m Cm
2m

[

1 +

m∑

k=1

1

2k − 1
Ck

m

]

, m ∈ N. (26)

Подходящую асимптотику для суммы (26) целесообразно дополнить качественными двусторонними

оценками, верными при всех m ∈ N.
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Предварительные результаты, представленные в [16], показывают, что случай симметричного от-

резка [−1, 1] обладает существенной спецификой по сравнению со случаем стандартного отрезка [0, 1],

на котором проведено подробное исследование [6]. В частности, на симметричном отрезке поведение

коэффициентов первых полиномов B2(x), B4(x), . . . , B12(x), перечисленных в параграфе 1 насто-

ящей статьи, резко отличается от того, что будет наблюдаться для полиномов (19) при больших

значениях m ∈ N.

Отмеченные вопросы находятся в русле общих исследований [17–19] по скорости роста коэффи-

циентов полиномов при равномерных аппроксимациях непрерывных функций.

Авторы признательны А. Ю. Трынину, обратившему внимание на связь наших задач c указанным

общим направлением.
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Bernstein polynomials are studied on a symmetric interval. Basic relations connected with Bernstein polynomials for a standard

module function are received. By the Templ’s formula we establish recurrence relations from which the Popoviciu’s expansion is

derived. Suitable formulas for the first and second derivatives are found. As a result an explicit algebraic form for Bernstein polynomials

is obtained. We also notice some corollaries.
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ПРИЗНАК ДИНИ – ЛИПШИЦА ДЛЯ ОБОБЩЁННЫХ СИСТЕМ ХААРА
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B работе рассматриваются обобщённые системы Хаара, порождённые (вообще говоря, неограниченной) последовательно-

стью {pn}
∞

n=1 и определённые на модифицированном отрезке [0, 1]∗, т. е. на отрезке [0, 1] c «раздвоенными» {pn} —

рациональными точками. Основной результат данной работы — установление поточечной оценки между абсолютной

величиной разности между непрерывной в заданной точке функции и её n-й частичной суммой Фурье и «поточечным»

модулем непрерывности (это понятие (поточечный модуль непрерывности ωn(x, f)) также определяется в данной работе)

заданной функции. На основании этой «поточечной» оценки устанавливается равномерная оценка абсолютной величины

разности между функцией и её частичными суммами Фурье и модулем непрерывности данной функции. Установлено

также достаточное условие поточечной и равномерной ограниченности частичных сумм Фурье по обобщённой системе

Хаара для заданной непрерывной функции. На основании этих оценок устанавливается признак сходимости ряда Фурье

по обобщённой системе Хаара, аналогичный признаку Дини – Липшица. Показана также неулучшаемость полученного в

работе условия. Для любых {pn}
∞

n=1 c sup
n

pn = ∞ построен пример непрерывной на [0, 1]∗ функции, ряд Фурье

которой по обобщённой системе Хаара, порождённой последовательностью {pn}, ограниченно расходится в некоторой

фиксированной точке. Данный результат может быть применён и на нульмерных компактных абелевых группах.

Ключевые слова: абелева группа, модифицированный отрезок [0; 1], непрерывность на модифицированном отрезке [0; 1],

системы характеров, системы Прайса, обобщённые системы Хаара, ядра Дирихле, признак Дини – Липшица.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-435-448

1. ВВЕДЕНИЕ. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть N — множество целых неотрицательных чисел, p0 = 1, {pn}∞n=1 — целочисленная последо-

вательность с pn > 2, mn =
n∏

k=0

pk, n ∈ N. Всякое число n ∈ N \ {0} единственным образом можно

представить в виде

n =

s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)

где ak, s и n′ — целые с 0 6 ak 6 pk+1−1, 1 6 as 6 ps+1−1 (т. е. ms 6 n 6 ms+1−1) и 0 6 n′ 6 ms−1.

Рассмотрим систему целочисленных последовательностей G = {{xn}∞n=1|xn ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}} c

операцией +̇ покоординатного сложения по модулю pn : {xn}+̇{yn} = {(xn + yn) mod pn}, относи-

тельно которой G является абелевой группой, пусть «−̇» — обратная операция.

Окрестностями нуля в G являются подгруппы Gn = {{xk}∞k=1 ∈ G| x1 = x2 = . . . = xn = 0},
G0 = G, смежные классы x+̇Gn будут окрестностями точки x ∈ G. Подгруппы Gn образуют убыва-

ющую последовательность

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . ,

∞⋂

n=0

Gn = {0G},

c© Щербаков В. И., 2016
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и фактор-группа Gn−1/Gn имеет порядок pn (n ∈ N \ {0}, 0G — нулевой элемент группы G, то есть

0G = {0, 0, . . . , 0, . . .}) . Таким образом, G стала нульмерной компактной абелевой группой, которую

часто называют группой Виленкина [1, 2].

Относительно топологии, заданной цепочкой подгрупп (Gn), определяется предел и непрерывность

на G.

Обозначим

ωn(x, f) = sup
t∈Gn

|f(x+̇t) − f(x)| и ωn(f) = sup
x∈G

ωn(x, f). (2)

Невозрастающую последовательность {ωn(f)}∞n=0 называют модулем непрерывности функ-

ции f(t). Очевидно, что lim
n→∞

ωn(f) = 0, если f(t) непрерывна на G.

Отображение

M : x = {xn}∞n=1 7→ M(x) =
∞∑

n=1

xk

mk
(3)

переводит группу G на отрезок [0, 1] с нарушением взаимной однозначности в pn-ично рациональных

точках. Его иногда называют отображением Монна [3,4]. Последовательности

x = {l1, l2, . . . , ln−1, ln, 0, 0, . . .}, (4)

y = {l1, l2, . . . , ln−1, ln − 1, pn+1 − 1, pn+2 − 1, . . . , pn+k − 1, . . .} (5)

при отображении Монна переходят в одно и то же число l/mn. Если это число l/mn считать дважды:

как правое (4), так и левое (5), то отрезок [0, 1] c такими точками называют модифицированным

отрезком и обычно обозначают через [0, 1]∗ . Такой модифицированный отрезок является геометри-

ческой моделью группы Виленкина.

Меру µ на G вначале определяют на полукольце смежных классов x+̇Gn как µ(x+̇Gn) = 1/mn и

затем продолжают по схеме Каратеодори. Полученная таким образом мера инвариантна относительно

сдвигов и на борелевских множествах совпадает с мерой Хаара. Эту меру будем обозначать через dx.

По данной мере по схеме Лебега строится абсолютно сходящийся интеграл
∫

G
f(x) dx.

Положим en = {0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

, 1, 0, 0, . . .}. Систему {en}∞n=1(e1 = {1, 0, 0, . . . , 0, . . .}) назовём базисной.

Очевидно, что для x = {xn}∞n=1 ∈ G справедливо равенство

x = x1e1+̇x2e2+̇ . . . +̇xnen+̇ . . .

(len = {0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

, l, 0, 0, . . .} ). Используя базисную последовательность {en}∞n=1, имеем

Gn =

pn+1−1
⋃

j=0

(jen+1+̇Gn) и G = G0 =

p1−1
⋃

j1=0

. . .

pn−1
⋃

jn=0

(j1e1+̇j2e2+̇ . . . +̇jnen+̇Gn).

Смежный класс j1e1+̇j2e2+̇ . . . +̇jnen+̇Gn при отображении Монна переходит в отрезок
[

k
mn

, k+1
mn

]

,

где k связано с числами j1, . . . , jn равенством

k = jn + jn−1pn + jn−2pn−1pn + . . . + j1p2 . . . pn, jl ∈ 0; pl − 1.

Далее будем обозначать len+̇Gn = Gl,n, l ∈ 0, pn − 1. Очевидно, что

M(Gl,n) =

[
l

mn
,
l + 1

mn

]

и M(Gn \ Gn+1) =

[
1

mn+1
,

1

mn

]

. (6)

Положим

x̃0 = 0, x̃n =

n∑

k=1

xk

mk
. (7)

436 Научный отдел



В. И. Щербаков. Признак Дини–Липшица для обобщённых систем Хаара

2. ОБОБЩЁННЫЕ СИСТЕМЫ ХААРА И УОЛША

Пусть (названия систем даются в п. 7.1) Ψ = {ψn(x)}∞n=0, где ψ0(x) ≡ 1, rk(x) = ψmk
(x) =

= exp 2iπxk+1

pk+1
, если k = 0, 1, 2, . . . и ψn(x) =

s∏

k=0

(rk(x))ak , где ak и s определены формулой (1). Как

будет сказано в п. 7.1, иногда rk(x) называют функциями Радемахера. Пусть {ψn(x)}∞n=0 — полная

ортонормированная система непрерывных на группе G функций со свойствами

ψn(x+̇y) = ψn(x) × ψn(y), |ψn(x)| ≡ 1. (8)

Рассмотрим ещё одну полную ортонормированную систему непрерывных на группе G кусочно-

постоянных функций

Γ = {γn(x)}∞n=0 : γ0(x) ≡ 1,

γn(x) = γasms+n′(x) =







√
ms exp

2iπasxs+1

ps+1
, если n′ = x̃sms,

0, если n′ 6= x̃sms,
(9)

где x̃s определены формулой (7), а s, as, n′ — равенством (1).

3. ЯДРА ДИРИХЛЕ ПО ОБОБЩЁННЫМ СИСТЕМАМ ХААРА И УОЛША И ИХ ВЗАИМОСВЯЗЬ

Напомним, что n-е ядро Дирихле по ортонормированной системе функций {ϕn(x)}∞n=0 вычисля-

ется по формуле

Dn(x) =
n−1∑

k=0

ϕk(x)ϕk(t).

Так как |ψn(x)| ≡ 1, то ψk(t) = 1
ψk(t) = ψk(−̇t), и, используя формулу (8), для системы Ψ имеем

Dn(x, t) =

n−1∑

k=0

ψk(x)ψk(t) =

n−1∑

k=0

ψk(x−̇t) = Dn(x−̇t),

т. е. здесь можно считать, что

Dn(x) =

n−1∑

k=0

ψk(x), (10)

и тогда Dn(−̇x) = Dn(x).
В дальнейшем ядра Дирихле по системе Ψ будем обозначать как Dn(x−̇t) (либо Dn(x)(как функ-

цию одной переменной)), а по системам Γ — как Dn(x, t).
Справедливы следующие теоремы (см. [5, равенства (22), (23)].

Теорема A. Ядра Дирихле для систем Ψ = {ψn(x)}∞n=0 и Γ = {γn(x)}∞n=0 с номерами jmn

(j = 1, 2, . . . , pn+1 − 1) совпадают, т. е.

Djmn
(x, t) = Djmn

(x−̇t). (11)

Теорема B. Для систем Γ = {γn(x)}∞n=0 либо Dn(x, t) = Dasms+n′(x, t) = Dasms
(x, t), либо

Dn(x, t) = Dasms+n′(x, t) = D(as+1)ms
(x, t), a точнее

Dn(x, t) =







Dasms
(x, t), если x−̇t ∈ Gs, n′ 6 x̃sms = t̃sms,

D(as+1)ms
(x, t), если x−̇t ∈ Gs, n′ > x̃sms = t̃sms,

Dasms
(x, t) = 0, если x−̇t ∈ G \ Gs,

(12)

числа as, ms и n′ определяются формулой (1).

Известно также, что (см., например, [1,6–8]

Dmn
(x) =

{

mn, если x ∈ Gn,

0, если x ∈ G \ Gn.
(13)

Математика 437



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2016. Т. 16, вып. 4

Если j — целое 1 6 j 6 pn+1 − 1, то

Djmn
(x) = Dmn

(x)
1 − (rn(x))j

1 − rn(x)
(14)

и (так как для x ∈ Gn+1, k < mn+1 : ψk(x) = 1 имеем Djmn
(x) =

jmn−1∑

k=0

ψk(x) = jmn)

Djmn
(x) =







jmn, если x ∈ Gn+1,

mn
1 − (rn(x))j

1 − rn(x)
, если x ∈ Gn \ Gn+1,

0, еслиx ∈ G \ Gn.

(15)

4. S-МАЖОРАНТА И ЕЁ ИНТЕГРАЛЬНАЯ ОЦЕНКА

Определим функцию

S(x) =
mn

sin πxn+1

pn+1

, (16)

где xn+1 — первый отличный от нуля (слева) элемент последовательности {xk}∞k=1 (т. е.

x1 = x2 = . . . = xn = 0, xn+1 6= 0, если x ∈ G \ G1, для x1 6= 0 будет n = 0).

B [6] S(x) обозначена как q(x). Функцию S(x) можно определить и так:

S(x) =
mn

sin πl
pn+1

, если x ∈ Gl,n+1, l = 1, 2, . . . pn+1 − 1, n = 0, 1, 2, . . . , (17)

т. е. Gl,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1, а смежные классы Gl,n определены в (6).

Рассмотрим множества

Gn,+ =

[pn+1/2]
⋃

l=1

Gl,n+1 и G+ =

∞⋃

n=0

Gn,+ (18)

([x] означает целую часть действительного числа x), а также

Gn,− = −̇Gn,+ и G− = −̇G+ =
∞⋃

n=0

Gn,−. (19)

Отметим, что

Gn,+ ∪ Gn,− = Gn \ Gn+1, G+ ∪ G− = G \ {0G}, (20)

Gn,+ ∩ Gn,− =

{

Gl,
pn+1

2 ,n+1, если pn+1 — чётное,

∅, если pn+1 — нечётное.
(21)

Очевидно, что S(x) обладаeт свойством групповой чётности:

S(−̇x) = S(x). (22)

Сравним теперь S(x) со «стандартной» мажорантой 1/M(x).

Если x ∈ Gl,n+1, l = 1, 2, . . . , pn+1 − 1, n = 0, 1, 2, . . ., то (см. равенство (6)) M(x) ∈
[

l
mn+1

; l+1
mn+1

]

и
mn+1

2l 6
mn+1

l+1 6 1
M(x) 6

mn+1

l .

Поэтому для x ∈ Gl,n+1 ⊂ Gn,+, т. е. l 6
[pn+1

2

]
, тогда πl

pn+1
6 π

2 и sin πl
pn+1

> 2
π × πl

pn+1
,

S(x) =
mn

sin πl
pn+1

6
mn

2
π

πl
pn+1

=
mnpn+1

2l
=

mn+1

2l
6

1

M(x)
, (23)

а если x ∈ Gl,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1 (или l ∈ 0, pn+1 − 1 ), то

S(x) =
mn

sin πl
pn+1

>
mnpn+1

πl
=

mn+1

πl
>

1

π

1

M(x)
. (24)
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А ввиду того что обе части неравенства (24) не зависят от n, то оно справедливо при всех x 6= 0.

Оценим
∫

Gn\Gn+1
S(x) dx.

1. Оценка сверху. Имеем
∫

Gn\Gn+1

S(x) dx 6
∫

Gn,+
S(x) dx +

∫

Gn,−
S(x) dx. Во втором слагаемом

делаем подстановку x = −̇t. Используя далее формулы (22) и (23), получим
∫

Gn\Gn+1

S(x) dx 6 2

∫

Gn,+

S(x) dx 6 2

∫

Gn,+

dx

M(x)
6

6 2

∫

Gn\Gn+1

dx

M(x)
= 2

1/mn∫

1/mn+1

du

u
= 2 ln

mn+1

mn
= 2 ln pn+1 (25)

(в последнем интеграле сделана подстановка u = M(t) и использовано равенство (6)).

2. Оценка снизу. Из неравенства (24) имеем:
∫

Gn\Gn+1

S(x) dx >
1

π

∫

Gn\Gn+1

dx

M(x)
=

1

π
ln pn+1. (26)

Мы показали, что имеет место следующая

Лемма 1. Для любого целого n выполнено неравенство

1

π
ln pn+1 6

∫

Gn\Gn+1

S(x) dx 6 2 ln pn+1. (27)

Справедлива также следующая лемма.

Лемма 2. Для всех x, t ∈ G и целых n верна оценка

|Dn(x, t)| 6 S(x−̇t). (28)

Доказательство. Из теоремы B (равенства (12)) непосредственно получаемого равенства

1 − e2iα = −2i sin α eiα, (29)

формул (8), (15) и (17) для x ∈ Gs \ Gs+1 имеем

|Dn(x, t)| = |Djsms
(x, t)| = |Djsms

(x
·
− t)| = ms

|1 − (rs(x
·
− t))js |

|1 − rs(x
·
− t)|

=

= ms

∣
∣
∣1 − exp

(
2iπ(xs+1−ts+1)js

ps+1

)∣
∣
∣

∣
∣
∣1 − exp

(
2iπ(xs+1−ts+1)

ps+1

)∣
∣
∣

= ms

∣
∣
∣ sin π(xs+1−ts+1)js

ps+1

∣
∣
∣

sin π(xs+1−ts+1)
ps+1

6
ms

sin π(xs+1−ts+1)
ps+1

= S(x−̇t),

так как в зависимости от n′ (см. (12)) js = as либо js = as + 1. ¤

А из формул (8), (10), (11) и (12) получим, что для всех x, t ∈ G и целых n

|Dn(x, t)| = |Djsms
(x, t)| = |Djsms

(x−̇t)| =

∣
∣
∣
∣
∣

jsms−1
∑

k=0

ψk(x)

∣
∣
∣
∣
∣
6

6 jsms 6 (as + 1)ms 6 ps+1ms 6 ms+1. (30)

5. ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Пусть Sn(x, f) n-я частичная сумма Фурье по системе Γ. Справедлива

Теорема 1. Для всех целых n и любого x ∈ G произвольной интегрируемой на группе G и

непрерывной в точке x ∈ G функции f(t) имеет место неравенство

|Sn(x, f) − f(x)| 6 (1 + 2 ln ps+1)ωs(x, f), (31)

где n и s связаны формулой (1), a ωn(x, f) — модуль непрерывности f(t) (см. (2)) .
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Из теоремы 1 легко вытекают следующие выводы.

Следствие 1. Для любой непрерывной на группе G функции f(t), всех x ∈ G и натуральных n

справедлива оценка

|Sn(x, f) − f(x)| 6 (1 + 2 ln ps+1)ωs(f), (32)

где n и s связаны формулой (1), a ωn(f) — модуль непрерывности f(t) (см. (2)).

Как будет упомянуто в п. 7.1, следствие 1 можно получить из некоторых результатов [9].

Следствие 2. Если ωn(x, f) = o
(

1
ln pn+1

)

, то ряд Фурье по системе Γ от удовлетворяющей

условиям теоремы 1 функции f(t) сходится к ней в точке x.

Следствие 3 (признак Дини–Липшица по обобщённым системам Хаара). Если

ωn(f) = o

(
1

ln pn+1

)

, (33)

то ряд Фурье по системе Γ от непрерывной на G функции f(t) сходится к ней равномерно на G.

Следствие 4. B случае ωn(x, f) = O
(

1
ln pn+1

)

частичные суммы Фурье от удовлетворяющей

условиям теоремы 1 функции f(t) по системе Γ ограничены в точке x.

Следствие 5. Если sup
n

pn < ∞, то ряд Фурье по системе Γ от любой непрерывной на группе G

функции f(t) сходится к ней равномерно на G.

Свойство 5 было известно ранее, см. условие (51) в п. 7.2..

Отметим, что условие (33) не улучшается, ибо имеет место

Теорема 2. В случае sup
n

pn = ∞ для любой точки x ∈ G существует непрерывная на группе G

функция, модуль непрерывности которой ωn(x, f) = O
(

1
ln pn+1

)

, однако её ряд Фурье по системе Γ

расходится (ввиду следствия 4 — ограниченно) в точке x.

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Известно, что n-я частичная сумма Фурье от функции f(t) в точке x по ортонормированной

системе Φ = {ϕn(t)}∞n=0 можно найти по формуле

S(Φ)
n (x, f) =

1∫

0

f(t)Dn(x, t) dt,

где Dn(x, t) — ядра Дирихле.

Тогда для системы Γ: S
(Γ)
n (x, f) =

∫

G

f(t)Dn(x, t) dt.

Рассмотрим S
(Γ)
n (x, f) − f(x). Ввиду того, что

∫

G

Dn(x, t) dt = 1, получаем

S(Γ)
n (x, f) − f(x) =

∫

G

f(t)Dn(x, t) dt − f(x)

∫

G

Dn(x, t) dt =

∫

G

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt =

=

∫

x+̇Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt +

∫

x+̇Gs\Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt +

∫

x+̇G\Gs

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt.

Исходя из равенства (12) для третьего слагаемого в полученной формуле справедливы равенства:

∫

x+̇G\Gs

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt =

∫

x−̇t∈G\Gs

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt = 0.
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Мы показали, что

S(Γ)
n (x, f) − f(x) =

∫

x−̇t∈Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt. (34)

Первое слагаемое в равенстве (34) оценим исходя из (30):

0 6 |
∫

x+̇t∈Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt| 6

∫

x−̇t∈Gs+1

|f(t) − f(x)||Dn(x, t)| dt 6

6 ωs+1(x, f)

∫

x−̇t∈Gs+1

|Dn(x, t)| dt 6 ωs+1(x, f)ms+1

∫

x−̇t∈Gs+1

dt = ωs(x, f) 6 ωs(x, f), (35)

так как мера Gs+1 : µ(Gs+1) = 1
ms+1

, а последовательность {ωn(f)}∞n=0 (см. формулу (2)) не убывает.

Применяя формулы (27) и (28), рассмотрим второй интеграл в (34)

0 6 |
∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

(f(t) − f(x))Dn(x, t) dt| 6

∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

|f(t) − f(x)||Dn(x, t)| dt 6

6 ωs(x, f)

∫

x−̇t∈Gs\Gs+1

S(x−̇t) dt 6 2ωs(f) ln ps+1. (36)

Подставляя (35) и (36) в (34), получим неравенство (31). Теорема доказана. ¤

7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

7.1. Построение контрпримера в случае, когда последовательность {pn}∞n=1 имеет бесконечную подпосле-
довательность, состоящую только из нечётных чисел

Пусть pn+1 — нечётное, а jn = pn+1−1
2 . Тогда из равенства (29), формулы (15) и теоремы A найдём

по системе Γ Djnmn
(x, t) при x−̇t ∈ G4l+1,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1 (т. е. l — целое с 0 6 l 6

pn+1−2
4 ):

Djnmn
(x, t) = Djnmn

(x−̇t) = mn
1 − (rn(x−̇t))jn

1 − rn(x−̇t)
= mn

1 − exp 2iπ(4l+1)jn

pn+1

1 − exp 2iπ(4l+1)
pn+1

=

= mn

−2i sin π(4l+1)jn

pn+1
exp

(

iπ(4l+1)jn

pn+1

)

−2i sin π(4l+1)
pn+1

exp
(

iπ(4l+1)
pn+1

) = mn

sin π(4l+1)(pn+1−1)
2pn+1

sin π(4l+1)
pn+1

e
i

π(4l+1)(jn−1)
pn+1 =

= mn

sin
(

π(4l+1)pn+1

2pn+1
− π(4l+1)

2pn+1

)

2 sin π(4l+1)
2pn+1

cos π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 = mn

sin
(

2πl + π
2 − π(4l+1)

2pn+1

)

2 sin π(4l+1)
2pn+1

cos π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 =

= mn

cos π(4l+1)
2pn+1

2 sin π(4l+1)
2pn+1

cos π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 =
mn

2 sin π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 .

Мы показали, что для x ∈ G4l+1,n+1, l = 0, 1, 2, . . . ,
[

pn+1−2
4

]

справедливо равенство

Djnmn
(x, t) =

mn

2 sin π(4l+1)
2pn+1

e
i

π(4l+1)(pn+1−3)

2pn+1 . (37)

Пусть {pnk+1}∞k=1 — бесконечная возрастающая подпоследовательность последовательности

{pn}∞n=0, состоящая только из нечётных чисел, и такая, что

pnk+1 > 12. (38)

Так как pnk+1 — нечётные, то числа

jk =
pnk+1 − 1

2
(39)

целые.
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Рассмотрим функцию

f(t) =







1

ln pnk+1
e
−i

π(4l+1)(pnk+1−3)

2pnk+1 , если x−̇t ∈ G4l+1,nk+1, l = 0, 1, 2, . . . ,
[

pnk+1−2

4

]

, k = 1, 2, . . . ,

0, для остальных t.

Так как lim
t→x

|f(t)| = lim
k→∞

1

ln pnk+1
= 0 = f(x), то функция f(t) непрерывна на группе G и

ωnk
(x, f) 6

1

ln pnk+1
. B [9–11] показано, что для систем Γ (обобщённых систем Хаара) будет

lim
n→∞

Smn
(x, f) = f(x). (40)

Найдём частичную сумму Фурье Sjkmnk
(x, f) по системе Γ (jk определено в (39))

S
(Γ)
jkmnk

(x, f) =

∫

G

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

=

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈G\Gnk

f(t)Djkmnk
(x, t) dt.

Ввиду формулы (15) и теоремы A, третье слагаемое в правой части последнего равенства обраща-

ется в нуль. Таким образом, мы показали, что

S
(Γ)
jkmnk

(x, f) =

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. (41)

Исходя из теоремы A и (15) оценим первое слагаемое в (41) (в (39) jnk
обозначено через jk)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(, t) dt| 6 jkmnk

|
∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
pnk+1 − 1

2
mnk

∫

x−̇t∈Gnk+1

|f(t)| dt <

<
pnk+1mnk

ln pnk+1

∫

x−̇t∈Gnk+1

dt =
mnk+1

mnk+1 ln pnk+1
=

1

ln pnk+1
,

ибо мера множества µ(Gnk+1) =
1

mnk
+ 1

.

Мы получили неравенство
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
1

ln pnk+1
. (42)

Второе слагаемое в формуле (41) оцениваем исходя из равенства (37):

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

∫

x−̇∈G4l+1,nk+1

e
−i

π(4l+1)(pnk+1−3)

2pnk+1
mnk

2 sin π(4l+1)
2pnk+1

e
i

π(4l+1)(pnk+1−3)

2pnk+1 dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=
mnk

2 ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

1

sin π(4l+1)
2pnk+1

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

dt >
mnk

2mnk+1 ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

2pnk+1

π(4l + 1)
>
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>
2mnk

pnk+1

2πmnk+1 ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

1

4(l + 1)
>

ln
[

pnk+1−2

4

]

4π ln pnk+1
>

ln
(

pnk+1−2

4 − 1
)

4π ln pnk+1
=

ln(pnk+1 − 6) − ln 4

4π ln pnk+1
.

Показано неравенство
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
ln(pnk+1 − 6) − ln 4

4π ln pnk+1
. (43)

Ввиду условия (38) pnk+1 − 6 > pnk+1 − pnk+1

2 =
pnk+1

2 . Поэтому из (43) имеем
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
ln pnk+1 − ln 8

4π ln pnk+1
=

1

4π
− ln 8

4π ln pnk+1
. (44)

Подставляя неравенства (44) и (42) в (41), получим

|S(Γ)
jkmnk

(x, f)| >
1

4π
− ln 8

4π ln pnk+1
− 1

ln pnk+1
, (45)

т. е. S
(Γ)
jkmnk

(x, f) не стремится к нулю при k → ∞. Сопоставляя это с равенством (40), выводим, что

ряд Фурье по системе Γ в точке от функции f(t) расходится (ограниченно). Теорема 2 доказана

в случае, если последовательность {pn}∞n=0 имеет бесконечную подпоследовательность, состоящую

только из нечётных чисел.

7.2. Построение контрпримера в случае, когда последовательность {pn}∞n=1 не удовлетворяет условию п. 7.1

Пусть число pn+1 — чётное, а jn = pn+1

2 . Найдём Djnmn
(x, t) для x−̇t ∈ G4l+1,n+1 ⊂ Gn \ Gn+1

(или l = 0, 1, 2, . . . ,
[

pn+1−2
4

]

). Используя равенство (15) и теорему A, а также формулу (29), имеем

Djnmn
(x, t) = Djnmn

(x−̇t) = mn
1 − (rn(x−̇t))jn

1 − rn(x−̇t)
= mn

1 − exp
(

2iπ(4l+1)jn

pn+1

)

1 − exp
(

2iπ(4l+1)
pn+1

) =

= mn

−2i sin π(4l+1)jn

pn+1

−2i sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)jn

pn+1 e
−iπ(4l+1)

pn+1 = mn

sin π(4l+1)pn+1

2pn+1

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(jn−1)

pn+1 =

= mn

sin π(4l+1)
2

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(pn+1−2)

2pn+1 =
mn sin(2πl + π

2 )

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(pn+1−2)

2pn+1 .

Мы показали, что для x−̇t ∈ G4l+1,n+1 ⊂ Gn \Gn+1, т. е. l — целое с 0 6 l 6

[
pn+1−2

4

]

и jn = pn+1

2

Djnmn
(x, t) =

mn

sin π(4l+1)
pn+1

e
iπ(4l+1)(pn+1−2)

2pn+1 . (46)

Пусть неограниченная последовательность {pn}∞n=1 не удовлетворяет условию п. 7.1. Это озна-

чает, что всякая её бесконечная подпоследовательность (а она должна быть, так как sup
n

pn = ∞)

может содержать не более чем конечное число нeчётных чисел. Отбросив их, получим бесконечную

подпоследовательность, состоящую только из чётных чисел. Перейдя в ней, в случае необходимости,

к подпоследовательности, построим бесконечную возрастающую подпоследовательность {pnk+1}∞k=1,

состоящую только из чётных чисел и удовлетворяющей условию (38). Рассмотрим функцию

f(t) =







1

ln pnk+1
e
−

iπ(4l+1)(pnk+1−2)

2pnk+1 , если x−̇t ∈ G4l+1,nk+1 ⊂ Gnk
\ Gnk+1,

l = 0, 1, 2, . . .
[

pnk+1−2

4

]

, k = 1, 2, 3, . . . ,

0, для остальных t.
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Аналогично п. 7.1 показываем, что функция f(t) непрерывна на группе G и её частичные суммы

Фурье удовлетворяют условию (40). Положим

jk =
pnk+1

2
. (47)

Рассмотрим
∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. Из равенства (46) получим

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

=
1

ln pnk+1
× mnk

sin π(4l+1)
pnk+1

×
∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

e
iπ(4l+1)(pnk+1−2)

2pnk+1 e
−

iπ(4l+1)(pnk+1−2)

2pnk+1 dt >

>
mnk

ln pnk+1
π(4l+1)
pnk+1

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

dt =
mnk

pnk+1

π(4l + 1) ln pnk+1mnk+1
=

1

π(4l + 1) ln pnk+1
.

Мы доказали формулу

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt >

1

π(4l + 1) ln pnk+1
(48)

(неравенство (48), в частности, означает, что его левая часть всегда действительна).

Теперь рассмотрим S
(Γ)
jkmnk

(x, f):

S
(Γ)
jkmnk

(x, f) =

∫

G

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt+

+

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈G\Gnk

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. (49)

Ввиду равенства (12) последнее слагаемое в (49) обращается в нуль. Мы показали, что

S
(Γ)
jkmnk

(, f) =

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt +

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt. (50)

Первое слагаемое в (50) оценим исходя из теоремы A и равенства (15) (jk определены в (47)):

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= jkmnk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

x−̇t∈Gnk+1

f(t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6
pnk+1mnk

2

∫

x−̇t∈Gnk+1

|f(t)| dt 6

6
mnk+1

2 ln pnk+1

∫

x−̇t∈Gnk+1

dt 6
mnk+1

ln pnk+1
× 1

mnk+1
=

1

ln pnk+1
,

так как мера µ(Gnk+1) = 1
mnk+1

.

Заметим, что равенства (41) и (50) идентичны.

Мы показали, что первое слагаемое в (50) удовлетворяет неравенству (42).

Используя определение функции f(t) (перед формулой (47)), рассмотрим второй интеграл в правой

части равенства (50). Из неравенства (48) имеем

∫

x−̇t∈Gnk
\Gnk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt =

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

∫

x−̇t∈G4l+1,nk+1

f(t)Djkmnk
(x, t) dt >
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>
1

π ln pnk+1

[
pnk+1−2

4

]

∑

l=0

1

4(l + 1)
>

ln
[

pnk+1−2

4

]

4π ln pnk+1
>

ln
(

pnk+1−2

4 − 1
)

4π ln pnk+1
=

ln (pnk+1 − 6) − ln 4

4π ln pnk+1
.

Итак, второе слагаемое в (50) оценивается неравенством (43). Рассуждая далее как в п. 7.1, мы

приходим к выводу, что ряд Фурье по системе Γ от функции f(t) в точке расходится (ограниченно).

Теорема 2 полностью доказана. ¤

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. О БОЛЕЕ РАННИХ РЕЗУЛЬТАТАХ И ИСТОРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Систему Ψ рассматривали Н. Я. Виленкин [1] для простых pn как систему характеров нульмерной

компактной абелевой группы и Прайс (Price) [12] на отрезке [0, 1] (условия простоты pn Прайс

не накладывал). В данной работе система Ψ рассматривается на группе последовательностей G,

которая отображением Монна взаимно-однозначно переводится на модифицированный отрезок [0, 1]∗ c

сохранением меры и интеграла Лебега. Условие простоты на числа из последовательности {pn}∞n=1 не

накладывается, а базисный элемент en выбирается не произвольный из смежного класса в Gn−1/Gn,

как в нульмерных компактных абелевых группах, а строго задан. Поэтому рассматриваемую в работе

систему Ψ лучше называть системой Прайса.

Для pn ≡ p система Ψ переходит в систему Крестенсона (Chrestenson) [13] (либо Крестенсона –

Леви); для pn ≡ 2 — в систему Уолша (Walsh) [14] W = {wn}∞n=0 в нумерации Пэли (Paley) [15].

При pn ≡ 2 функции rn(x) = ψmn
(x) = w2n(x) рассматривались Радемахером (Rademacher) [16].

Поэтому их часто называют функциями Радемахера (для систем Виленкина либо Прайса).

Систему Γ на отрезке [0; 1] рассматривали (по-видимому, впервые) Б. И. Голубов и А. И. Рубин-

штейн [10] (с ограничением sup
n

pn < ∞) и Б. И. Голубов [9] (без ограничений на последовательность

{pn}∞n=0; сама система Γ обозначена в честь Б. И. Голубова). В случае pn ≡ 2 последовательность

функций {γn(x)}∞n=0 является системой Хаара (Haar) [17] H = {hn(x)}∞n=0. На нульмерной компакт-

ной абелевой группе система {γn(x)}∞n=0 была рассмотрена С. Ф. Лукомским [11]. Следует отметить,

что, как показывает теорема 2, система типа Хаара Γ в отличие от системы Хаара H при sup
n

pn = ∞
уже не является системой сходимости.

Так как двусторонняя оценка S-мажоранты (27) не зависит от выбора базисных элементов {en}∞n=1

(хотя сама S-мажоранта к ним привязана), а при доказательстве теоремы 1 используется только эта

оценка S-мажоранты, то теорему 1 и все следствия из неё (в том числе и следствие 2 — признак

Дини – Липшица по системам типа Хаара) можно распространить и на группы Виленкина.

C. Ф. Лукомский [11] показал, что если выполнено условие

ωn(f) = o

(
1

pn+1

)

, (51)

то ряд Фурье по обобщённой системе Хаара от непрерывной на группе G функции f(t) сходится

к ней равномерно на G, откуда, в частности, легко вывести и следствие 5 (ранее получено в [11]).

B [11] результат рассматривался на нульмерных компактных абелевых группах. Теорема 1 (точнее —

следствие 3) является улучшением условия (51), a теорема 2 показывает, что отменить (51) (либо

хотя бы улучшить (33)) уже нельзя.

Интегральные оценки ядер Дирихле (функции Лебега) по обобщённым системам Хаара на нуль-

мерных компактных группах найдены также Н. Е. Комиссаровой [18] .

Для систем Ψ условие Дини – Липшица было получено в [8], где показано, что если

ωn(f) = o

(
1

lnmn+1

)

,

то ряд Фурье по системе Виленкина от непрерывной на группе G функции f(t) сходится к ней

равномерно на G, а также в случае sup
n

pn = ∞ существует непрерывная на группе G функция f(t),

такая, что ωn(f) = O
(

1
ln mn+1

)

, однако её ряд Фурье по системе Виленкина расходится в точке x = 0.
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Не лишне было бы упомянуть, что следствие 1 можно получить из установленного Б. И. Голубовым

[9, формула (4.10)] неравенства

‖f(t) − Sn(t, f)‖C(G) 6 (1 + Ls)E
∞
s (f),

где n и s связаны соотношением (1), Ln — константа Лебега (Комиссаровой [18] было показано, что

Ln = O(ln n) ), a E∞
n (f) — наилучшее приближение в метрике C(G) непрерывной на G функции f(t)

полиномом n-й степени по обобщённой системе Хаара {γn(t)}∞n=0. Однако в данной работе приведено

иное доказательство с получением соответствующей поточечной оценки для непрерывной в заданной

точке (и совсем не обязательно на группе G) функции f(t) (теорема 1).

Автор выражает благодарность Б. И. Голубову, Т. П. Лукашенко, С. Ф. Лукомскому, В. А. Сквор-

цову и Д. В. Фуфаеву за ценные советы и замечания, С. А. Маненкову, А. Ю. Кудрявцеву и
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Dini – Lipschitz Test on the Generalized Haar Systems

V. I. Shcherbakov

Victor I. Shcherbakov, Moscow Technical University of Communication and Information, 32, Narodnogo Opolchenija str., 123995,

Moscow, Russia, kafmathan@mail.ru (for Shcherbakov V. I.)

Generalized Haar systems, which are generated (generally speaking, unbounded) by a sequence {pn}
∞

n=1 and which is defined

on the modification segment [0, 1]∗, thai is on a segment [0, 1], where {pn}— rational points are calculated two times and which is

a geometrical representation of zero-dimensional compact Abelians group are considering in this work. The main result of this work

is a setting of the pointwise estimation between of an absolute value of difference between continuous in the given point function

and it’s n-s particular Fourier sums and “pointwise” module of continuity of this function (this notion (“pointwise” module of continuity

ωn(x, f)) is also defined in this work). Based on this a uniform estimation between an absolute value of difference between a

continious on the [0, 1]∗ function and it’s particular Fourier Sums and the module of continuity of this function is established. A

sufficient condition of the pointwise and uniformly boundedness of particular Fourier Sums by generalized Haar’s systems for the

given continuous function is established too. Based on this estimation we establish a test of convergence of Fourier Series with

respect to generalized Haar’s systems analogous Dini – Lipschitz test. The unimprovement of the test, which is obtained in this

work, is showed too. For any {pn}
∞

n=1 with sup
n

pn = ∞ a model of the continuous on [0, 1]∗ function, which Fourier Series

by generalized Haar’s system, which generated by sequence {pn}
∞

n=1 boundly diverges in some fixed point, is constructed. This

result may be applied to the zero-dimentions compact Abelian groups.

Key words: Abelian group, modification segment [0; 1], a continuous functions on the modification segment [0; 1], characters

systems, Price’s systems, a generalized Haar’s systems, Dirichler’s kernels, Dini – Lipschitz’s test .
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Определение характеристик твердых тел по дополнительным данным об ам-

плитудах смещений или резонансным значениям в последние годы все чаще

привлекает внимание исследователей. Среди такого типа задач особый интерес

вызывают задачи, связанные с определением параметров,входящих в гранич-

ные условия и характеризующих взаимодействие исследуемого тела с окружа-

ющими телами. В настоящей работе исследуется задача об определении па-

раметров граничных условий в балке, представлен новый подход к решению

обратной задачи о реконструкции параметров опирания неоднородной вязко-

упругой балки с вязкоупругими связями на правом конце и жестким закрепле-

нием на левом конце на основе анализа амплитуды и сдвига фазы смещения

в двух точках на фиксированной частоте. Использован принцип соответствия

для составления дифференциального уравнения колебаний на основе модели

стандартного вязкоупругого тела. Представлен способ сведения задачи к ка-

ноническому виду. Составлены вспомогательные задачи Коши для численного

решения как прямой, так и обратной задачи методом пристрелки. В рамках пред-

ставленной модели проведены вычислительные эксперименты по восстановле-

нию 4 параметров, характеризующих вязкоупругие связи в краевых условиях.

Проанализировано влияние изменения параметров на резонансную частоту и

амплитуду смещений. Проведена оценка влияния зашумления входных данных

на реконструкцию искомых параметров. Отмечено, что представленный способ

реконструкции позволяет восстанавливать параметры в граничных условиях с

достаточно высокой точностью.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение 4-го порядка с переменными

коэффициентами, краевые условия, колебания, реконструкция, вязкоупругость.
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи об определении характеристик твердых тел по дополни-

тельным данным об амплитудах смещений или резонансным значе-

ниям в последние годы все чаще привлекают внимание специали-

стов. Среди этого класса задач наиболее разработанным является

класс граничных обратных задач по реконструкции параметров в

граничных условиях. В реальных конструкциях часто характер за-

крепления на некоторой части границы оказывается отличным от

канонического и моделируется некоторой упругой или вязкоупру-

гой связью, причем для расчетов на прочность и колебания которой

необходимо определить характеристики этой связи. Среди методов,
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позволяющих оценить характеристики упругих систем, следует в первую очередь отметить акустиче-

ские; в [1,2] изложены теоретические основы низкочастотных акустических методов контроля. Отме-

тим, что подобная задача для упругой балки с постоянной жесткостью была рассмотрена ранее [3–5],

причем в этом случае можно выписать аналитическое решение, например через функции Крылова,

соответственно составить частотное уравнение в явном виде и далее на основе анализа аналитических

зависимостей определять искомые параметры на основе данных о нескольких резонансных частотах.

В случае переменной жесткости анализировать аналитические зависимости при произвольных зако-

нах неоднородности не представляется возможным ввиду их отсутствия, однако можно реализовать

построение численного решения с любой степенью точности на основе введения некоторых специаль-

ных задач Коши, порожденных исходной краевой задачей. В то же время вопрос об эффективности

реконструкции параметров опирания при наличии затухания остается открытым. В настоящей рабо-

те представлен метод восстановления параметров закрепления вязкоупругого стержня с переменной

жесткостью, жестко закрепленного на левом конце и имеющего вязкоупругие связи на другом конце

при известных смещениях, заданных (измеренных) в двух точках. Применен принцип соответствия

для составления дифференциального уравнения собственных колебаний на основе модели стандарт-

ного вязкоупругого тела. Представлен способ сведения задачи к каноническому виду. Составлены

вспомогательные задачи Коши для численного решения как прямой, так и обратной задачи методом

пристрелки. Поскольку искомые параметры вязкоупругости содержатся только в граничных условиях,

то произведена оценка влияния этих параметров на амплитуду смещения точек балки и разработан

эффективный способ их реконструкции, представлены результаты вычислительных экспериментов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим колебания неоднородной вязкоупругой балки длины L. Будем считать, что левый

конец балки защемлен, а правый — оперт, причем опора имеет вязкоупругие свойства. Для общего

случая уравнение колебаний упругой балки переменной жесткости имеет вид [6]

(E(x)Jy
′′

(x))
′′ − ρFω2y(x) = q, (1)

где q — распределенная нагрузка. Для изучения колебаний балки из вязкоупругого материала будем

использовать модель стандартного вязкоупругого тела [7], для которого определяющее соотношение

имеет вид

nσ̇ + σ = Enε̇ + Hε, (2)

где n — время релаксации, σ — напряжение, E — мгновенный модуль упругости, ε — деформация,

H — длительный модуль упругости. Будем использовать принцип соответствия [7], согласно которому

для изучения колебаний балки из вязкоупругого материала в уравнении (1) необходимо заменить

модуль упругости комплексной функцией частоты координаты аналогично [8]. Вводя безразмерный

параметр

k4 =
ρ0F0l

4

G0
ω2

и выражая

ω =
k2

l2

√

G0

ρ0F0

(G0 — характерная жесткость, ρ0 — характерная плотность материала, F0 — характерная площадь

поперечного сечения), получим, что в силу принципа соответствия необходимо заменить E(x)на

динамический модуль:

G0f(ξ, k) = G0
h(ξ) + ik2cg(ξ)

1 + ik2c
,

где h(ξ) = H(ξ)
G0

, g(ξ) = E(ξ)
G0

, k2c = nω, ξ = x
l — безразмерная координата, причем g(ξ) > h(ξ). Тогда

аналог уравнения (1) для вязкоупругого случая имеет вид

(f(ξ, k)y
′′

(ξ))
′′ − k4y(ξ) = q0, (3)

450 Научный отдел



А. О. Ватульян, Л. В. Васильев. Об определении параметров закрепления балки

где q0 = q
G0

. Вязкоупругую связь на конце ξ = 1 будем характеризовать 4 параметрами вязкоупруго-

сти. Тогда граничные условия для уравнения (3) примут вид







y(0) = 0,

y
′

(0) = 0

f(1, k)y
′′

(1, k) − F1(k)y
′

(1, k) = 0,

(f(1, k)y
′′

(1, k))
′

+ F2(k)y(1, k) = 0,

(4)

где F1(k) и F2(k) — комплексные функции вида

Fi(k) =
βi(1 + ick2qi)

1 + ick2
,

βi, qi, c — параметры вязкоупругости (далее считаем параметр c заданным). Для решения краевой

задачи (3), (4) используем метод стрельбы [9]. Приведем (3) к каноническому виду:







y
′

1 = y2,

y
′

2 = y3

f(ξ,k) ,

y
′

3 = y4,

y
′

4 = k4y1 + q0,

(5)







y1(0, k) = 0,

y2(0, k) = 0,

f(1, k)y3(1, k) − F1(k)y2(1, k) = 0,

f(1, k)
′

y4(1, k) + F2(k)y1(1, k) = 0.

(6)

Решение краевой задачи (5), (6) получается путем формирования линейной комбинации решений

с разными начальными условиями:

y = y0 + y1c1 + y2c2. (7)

Здесь y0 — есть частное решение неоднородной задачи (6) c начальными условиями:

y0
1(0) = 0, y0

2(0) = 0, y0
3(0) = 0, y0

4(0) = 0,

y1 и y2 — есть решения вспомогательных задач Коши для системы (6) при q0 = 0 с начальными

условиями:

1) y1
1(0) = 0, y1

2(0) = 0, y1
3(0) = 0, y1

4(0) = 1,

2) y2
1(0) = 0, y2

2(0) = 0, y2
3(0) = 1, y2

4(0) = 0.

Удовлетворяя граничным условиям исходной задачи, получим, что c1 и c2 определяются из решения

следующей алгебраической системы:

{

f(1, k)(y0
3(1, k) + y1

3(1, k)c1 + y2
3(1, k)c2) − F1(k)(y0

2(1, k) + y1
2(1, k)c1 + y2

2(1, k)c2) = 0,

f(1, k)
′

(y0
4(1, k) + y1

4(1, k)c1 + y2
4(1, k)c2) + F2(k)(y0

1(1, k) + y1
1(1, k)c1 + y2

1(1, k)c2) = 0.
(8)

Проведена серия численных экспериментов для прямой задачи при законах неоднородности

h(ξ) = ξ2 + 0.2, g(ξ) = 1 + ξ, c = 0.01. Амплитуда смещения при резонансном значении максимальна

в вязкоупругом случае и принимает конечное значение в отличие от упругого случая, так как име-

ется затухание, обусловленное вязкоупругостью балки. Приведем сравнение амплитудно-частотных

характеристик(АЧХ) для упругого и вязкоупругого случая, которое представлено на рис. 1.
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Рис. 1. АЧХ упругой и вязкоупругой балки

Крестики на рис. 1 обозначают амплитуды смещений для упругого случая, а кружочки для вязко-

упругого, таким образом, вязкоупругие свойства балки на значение резонанса и значение амплитуды

влияет достаточно сильно. Обозначим a = |y(1, k)|.
На рис. 2 изображены кривые, характеризующие участок АЧХ, соответствующий первому резонан-

су для разных параметров q1. Кривая, соответствующая q1 = 1, обозначена квадратиками, q1 = 2 —

крестиками, q1 = 3 — кружочками.

На рис. 3 изображены кривые, характеризующие участок АЧХ, соответствующий первому резо-

нансу для разных параметров b1. Кривая, соответствующая b1 = 1, обозначена точками, b1 = 0.6 —

плюсами, b1 = 0.3 — крестиками, b1 = 0 — кружочками.

2.0 2.1 2.2

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

a

k 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

a

k

Рис. 2. Зависимость АЧХ от параметра q1 Рис. 3. Зависимость АЧХ от параметра b1

На рис. 4 изображена АЧХ для неоднородности вида h(ξ) = −ξ2 + 1.2, g(ξ) = 1.3 + ξ.

1.6 1.71.5 1.8 1.9 2.0 2.1 k2.2

0.5

1

1.5

2

a

Рис. 4. АЧХ при h(ξ) = −ξ2 + 1.2, g(ξ) = 1.3 + ξ

Таким образом, вид функций h(ξ) и g(ξ) существенно влияет на резонансную частоту и амплитуду

колебаний.
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2. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ВЯЗКОУПРУГОСТИ

Рассмотрим несколько способов восстановления параметров, входящих в граничные условия.

Пусть известны две резонансные частоты и комплексные значения перемещений. Тогда можно при

помощи метода пристрелки восстановить неизвестные параметры β1 и β2. Решая систему (8) относи-

тельно параметров c1 и c2, получаем

c1 = − b

P
и c2 =

d

P
,

где

P = a0 + a1F1(k) + a2F2(k) + a3F1(k)F2(k),

a0 = f(1, k)f
′

(1, k)(y2
4(1, k)y1

3(1, k)− y2
3(1, k)y1

4(1, k)), a1 = f
′

(1, k)(y2
3(1, k)y1

1(1, k)− y2
1(1, k)y1

3(1, k)),

a2 = f(1, k)(y2
4(1, k)y1

2(1, k) − y2
2(1, k)y1

4(1, k)), a3 = y2
2(1, k)y1

1(1, k) − y2
1(1, k)y1

2(1, k),

b = b0 + b1F1(k) + b2F2(k) + b3F1(k)F2(k),

b0 = f(1, k)f
′

(1, k)(y0
4(1, k)y2

3(1, k) − y0
3(1, k)y2

4(1, k)), b1 = f
′

(1, k)(y0
4(1, k)y2

2(1, k) − y0
2(1, k)y2

4(1, k)),

b2 = f(1, k)(y0
3(1, k)y2

1(1, k) − y0
1(1, k)y2

3(1, k)), b3 = y0
1(1, k)y2

2(1, k) − y0
2(1, k)y2

1(1, k),

d = d0 + d1F1(k) + d2F2(k) + d3F1(k)F2(k),

d0 = f(1, k)f
′

(1, k)(y0
4(1, k)y2

3(1, k) − y0
3(1, k)y2

4(1, k)), d1 = f
′

(1, k)(y0
4(1, k)y1

2(1, k) − y0
2(1, k)y1

4(1, k)),

d2 = f(1, k)(y0
3(1, k)y1

1(1, k) − y0
1(1, k)y1

3(1, k)), d3 = y0
1(1, k)y1

2(1, k) − y0
2(1, k)y1

1(1, k).

Решения содержат в себе F1(k) и F2(k). Подставляя эти выражения в (7), получим формулы для

расчета прогиба балки в произвольной точке. Будем считать, что для восстановления неизвестных

параметров вязкоупругости известны две резонансные частоты и смещения в них, на основании этих

данных составим систему двух уравнений
{

PA1 = −(y2
2(1, k1)F2(k1) + f(1, k1)

′

y2
3(1, k1))y

1
1(1, k1) + (y1

2(1, k1)F2(k1) + f(1, k1)
′

y1
3(1, k1))y

2
1(1, k1),

PA2 = −(y2
2(1, k2)F2(k2) + f(1, k2)

′

y2
3(1, k2))y

1
1(1, k2) + (y1

2(1, k2)F2(k2) + f(1, k2)
′

y1
3(1, k2))y

2
1(1, k2),

(9)

где A1 и A2 — известные комплексные значения амплитуд. Решая систему (9), получаем два на-

бора решений. Пример вычислительного эксперимента по реконструкции параметров вязкоупругости

приведен в табл. 1.
Таблица 1

Результаты реконструкции

Заданные β1 и β2 Восстановленные β1 и β2

β1 = 0.2, β2 = 0.3 β1 = 0.2004, β2 = 0.2994

β1 = 31.384, β2 = −2.4799

Отметим, что такой подход, как и в упругом

случае, дает два набора параметров. Учитывая, что

β1 и β2 положительны по физическому смыслу, то

второе решение можно отбросить. Также можно

восстанавливать β1 и β2, если известно только од-

но резонансное значение k. При этом получим сис-

тему типа (9) путем разбиения условий на вещественную и мнимую части, но при такой схеме рекон-

струкции возникает ещё 4 фантомных решения; результаты реконструкции представлены в табл. 2.

Это свидетельствует о том, что для однозначной реконструкции искомых параметров необходимо

иметь информацию о двух амплитудах.

Представленный выше подход приводит к нелинейной проблеме при реконструкции параметров

вязкоупругости. Заметим, что можно составить простые линейные уравнения для нахождения неиз-

вестных параметров и уже восстанавливать четыре различных параметра, тогда как восстановление

Таблица 2

Результаты реконструкции

Заданные β1 и β2 Восстановленные β1 и β2

β1 = 0.2, β2 = 0.3 β1 = 0.2407, β2 = 0.2575

β1 = 0.2132, β2 = 0.2860

β1 = 0.2227, β2 = −0.2915

β1 = −1434.3, β2 = −2.7329

β1 = 0.2227, β2 = −0.29158

более трех параметров в указанном выше спосо-

бе вызывает трудности из-за нелинейности уравне-

ний. Для этого необходимо знать амплитуды, из-

меренные в двух точках балки на одной частоте, в

этом случае составим систему из двух уравнений

относительно амплитуд:

{

A1 = y0
1(ξ1) + c1y

1
1(ξ1) + c2y

2
1(ξ1),

A2 = y0
1(ξ2) + c1y

1
1(ξ2) + c2y

2
1(ξ2).

(10)
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Решая (10) относительно c1 и c2 и подставляя полученные соотношения в (8), необходимо разде-

лить уравнения в системе на мнимую и вещественную части и получить систему уравнений, линейно

зависящих от искомых параметров вязкоупругости






Re (f(1, k)(y0
3(1, k) + y1

3(1, k)c1 + y2
3(1, k)c2) − F1(k)(y0

2(1, k) + y1
2(1, k)c1 + y2

2(1, k)c2)) = 0,

Im (f(1, k)(y0
3(1, k) + y1

3(1, k)c1 + y2
3(1, k)c2) − F1(k)(y0

2(1, k) + y1
2(1, k)c1 + y2

2(1, k)c2)) = 0,

Re (f(1, k)
′

(y0
4(1, k) + y1

4(1, k)c1 + y2
4(1, k)c2) + F2(k)(y0

1(1, k) + y1
1(1, k)c1 + y2

1(1, k)c2)) = 0,

Im (f(1, k)
′

(y0
4(1, k) + y1

4(1, k)c1 + y2
4(1, k)c2) + F2(k)(y0

1(1, k) + y1
1(1, k)c1 + y2

1(1, k)c2)) = 0.

(11)

Были проведены численные испытания по восстановлению для функций, удовлетворяющих

условию
∫ 1

0
h1(ξ) dξ =

∫ 1

0
h2(ξ)dξ. В табл. 3 представлены результаты при известных функциях

h1(ξ) = ξ2 +0.5333, g(ξ) = 1.3+ ξ, c = 0.01. В табл. 4 представлены результаты для h2(ξ) = −ξ2 +1.2,

g(ξ) = 1.3 + ξ, c = 0.01.

Таблица 3
Результаты реконструкции

k 2.01 2.32 2.23 2.19

Комплексное ξ = 0.5 0.0415 − 0.1489i 0.0737 − 0.3419i 0.0323 − 0.2697i 0.0485 − 0.2525i

смещение ξ = 1 0.1380 − 0.3375i 0.2428 − 1.0174i 0.1189 − 0.7631i 0.1634 − 0.7033i

Заданные β1 0.2 2 2.2 1.3

β2 0.3 3 1.3 1.3

q1 1.2 1.1 1.1 1.3

q2 1.3 1.4 1.8 1.3

Реконструкция β1 0.2074 2.0044 2.2031 1.3293

β2 0.3001 2.9925 1.2989 1.2867

q1 0.9970 1.1153 1.1848 1.3427

q2 1.2660 1.4062 1.7340 1.2816

Таблица 4
Результаты реконструкции

k 2.12 2.38 2.31 2.28

Комплексное ξ = 0.5 0.2241 + 0.9055i 0.3860 + 0.7267i 0.3191 + 0.7432i 0.0784 + 0.2352i

смещение ξ = 1 1.1202 + 2.3020i 0.1033 + 0.2407i 0.0783 + 0.2514i 0.3180 + 0.6887i

Заданные β1 0.2 2 2.2 1.3

β2 0.3 3 1.3 1.3

q1 1.2 1.1 1.1 1.3

q2 1.3 1.4 1.8 1.3

Реконструкция β1 0.1925 3.0209 2.2163 1.2813

β2 0.3022 1.9917 1.2951 1.2987

q1 1.3125 1.0914 1.0417 1.3103

q2 1.3269 1.4118 1.8381 1.2852

Для выявления влияния погрешностей эксперимента на результаты реконструкции проведен вы-

числительный эксперимент. Проведено зашумление входных параметров при помощи аддитивной слу-

чайной добавки, результаты экспериментов представлены в табл. 5.

Таблица 5

Результаты реконструкции

k 2.28 2.28 2.28 2.28

Комплексное ξ = 0.5 0.0784 + 0.2352i 0.0784 + 0.2352i 0.0784 + 0.2352i 0.0784 + 0.2342i

смещение ξ = 1 0.3181 + 0.6887i 0.3181 + 0.6886i 0.3179 + 0.6886i 0.3180 + 0.6897i

Заданные β1 1.3 1.3 1.3 1.3

β2 1.3 1.3 1.3 1.3

q1 1.3 1.3 1.3 1.3

q2 1.3 1.3 1.3 1.3

Реконструкция β1 1.3068 1.3343 1.3901 0.8325

β2 1.2981 1.2923 1.2693 1.4713

q1 1.5353 1.5255 0.8612 4.8804

q2 1.2241 1.2322 1.4684 0.5734
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Результаты вычислительных экспериментов свидетельствуют о том, что при амплитуде зашумле-

ния порядка 10−3искажения делают невозможным восстановление q1 и q2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлен новый способ оценки упругости опор балок переменной жесткости в упругом и вязко-

упругом случаях по резонансным частотам. Получен метод восстановления параметров податливости

опоры для различных типов неоднородности балки при известном резонансном значении и соот-

ветствующих ему амплитудах с достаточной точностью. Результаты вычислительных экспериментов

позволили сделать вывод о том, что в вязкоупругом случае восстановление параметров происходит с

меньшей точностью, чем в упругом случае.
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Determination of Attaching Parameters of Inhomogeneous Beams
in the Presence of Damping
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Characterization of solids by additional data on displacements amplitudes or resonance frequencies have been increasingly attracting

attention of researchers in recent years. Among the tasks of this type, the problems associated with definition of parameters describing

boundary conditions and characterizing an interaction of the body studied with the surrounding bodies are of particular interest. In this

paper, we investigate the problem of determining the parameters of the boundary conditions in a beam. We propose a new approach

to solve the inverse problem of a reconstruction of the bearing parameters of an inhomogeneous viscoelastic beam with viscoelastic

bonds on the right end and being fixed at the left end based on the analysis of the amplitude and shift phase of the displacement

at two points at a fixed frequency. We have used the principle of conformity to derive the differential equation of oscillations based

on the standard model of viscoelastic body. We present a way of reduction of the original problem to the canonical form. We have

formulated the auxiliary Cauchy problems for a numerical solution of both direct and inverse problems by the false position method.

Within the framework of the present model, we have performed the computational experiments to restore 4 parameters characterizing

the viscoelastic bonds in the boundary conditions. We have analyzed the influence of changes in the parameters on the resonant

frequency and on the displacements amplitude. The influence of the input data noise on the reconstruction of the desired parameters

is investigated. It is revealed that the method proposed for the reconstruction of the unknown parameters can be employed in order

to their retrieval in the boundary conditions with high accuracy.

Key words: differential equation of order 4 with variable coefficients, boundary conditions, vibrations, reconstruction, viscoelasticity.
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ИЗГИБ МНОГОСВЯЗНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛИТ
С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

С. А. Калоеров1, А. И. Занько2

1Калоеров Стефан Алексеевич, доктор физико-математических наук, профессор кафедры теории упругости и вычисли-

тельной математики, Донецкий национальный университет, kaloerov@mail.ru
2Занько Алена Игоревна, аспирант кафедры теории упругости и вычислительной математики, Донецкий национальный

университет, all53700@mail.ru

Предложен приближенный метод определения напряженного состояния тонких плит с криволинейными отверстиями, заклю-

чающийся в использовании комплексных потенциалов теории изгиба анизотропных плит, аппроксимации контуров отверстий

дугами эллипсов и берегами прямолинейных разрезов, конформных отображений, в представлении комплексных потен-

циалов рядами Лорана и определении неизвестных коэффициентов рядов обобщенным методом наименьших квадратов.

Изотропные плиты рассматриваются как частный случай анизотропных плит. Численные исследования проведены для

плиты с квадратными и треугольными отверстиями. Исследованиями установлена высокая степень точности получаемых

результатов. Отмечены значительные отличия известных в литературе результатов от полученных данным подходом.

Ключевые слова: анизотропная пластинка, изотропная пластинка, криволинейное отверстие, комплексные потенциалы,

обобщенный метод наименьших квадратов.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-456-464

ВВЕДЕНИЕ

Для плит с круговыми или эллиптическими контурами в свое время были разработаны методы

решения задач определения напряженного состояния, основывающиеся на представлении исходных

c© Калоеров С. А., Занько А. И., 2016



С. А. Калоеров, А. И. Занько. Изгиб многосвязных анизотропных плит

комплексных потенциалов рядами Лорана и по полиномам Фабера и определении их коэффициентов

методом рядов [1–3]. Эти методы с некоторой достоверностью давали значения искомых величин,

правда, для достаточно неблизких расстояний между контурами. Для случаев же плит с криволиней-

ными отверстиями имеются лишь отдельные исследования, результаты которых далеки от истинных.

Нашими исследованиями установлено, что в случае плоской задачи теории упругости для изотроп-

ной пластинки с отверстием в форме многоугольника из существующих методов наиболее точные ре-

зультаты дает метод, использующий функции Колосова – Мусхелишвили с построением конформных

отображений

ω(ζ) = R

(

ζ +
∑

k=1

ck

ζk

)

, (1)

где R, ck — постоянные, определяемые из геометрических характетик контура отверстия. При этом

для достижения достаточной точности в отображающей функции нужно оставлять довольно большое

количество слагаемых, а комплексные потенциалы определять из граничных условий методом инте-

гралов типа Коши [4]. Но для анизотропной пластинки с криволинейным отверстием точки при соот-

ветствующих аффинных преобразованиях и конформных отображениях переходят в различные точки,

и метод интегралов типа Коши не применим. Эта тенденция сохраняется и в случае многосвязных пла-

стин. Существующие для указанных случаев методы решения задач, связанные с применением метода

малого параметра для преобразования уравнений контуров и использованием метода рядов при удо-

влетворении граничным условиям, приводят к значительным погрешностям получаемых результатов

и на сегодняшний день мало эффективны при решении современных задач инженерной практики. В

наших работах [5,6] предложено аппроксимировать криволинейные контуры дугами эллипсов и бере-

гами прямолинейных разрезов, а для удовлетворения граничным условиям использовать дискретный

метод наименьших квадратов [5] или обобщенный метод наименьших квадратов (ОМНК) [6]. Наи-

более простым при численной реализации оказывается ОМНК. В данной статье последний подход

использован для решения задач об изгибе анизотропных плит с произвольными криволинейными

контурами. При этом изотропные плиты рассматривались как частный случай анизотропных плит.

Численные исследования проведены для плит с квадратным и треугольным отверстиями. Исследова-

но влияние упругих характеристик материалов плит и геометрических характеристик отверстий на

значения изгибающих моментов.

1. ПОСТАНОВКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Рассмотрим занимающую многосвязную область, тонкую анизотропную плиту с эллиптически-

ми отверстиями Ll

(
l = 1, L

)
с полуосями al, bl центрами в точках (x0l, y0l) и углами ϕl между

положительным направлением оси Ox и полуосями al (рис. 1).

Рис. 1. Многосвязная плита

Плита находится под действием распределенных поперечных уси-

лий pl и изгибающих моментов ml на контурах Ll и моментов M∞
x ,

M∞
y , H∞

xy, действующих на бесконечности. В общем случае эллип-

сы Ll могут переходить в прямолинейные разрезы, располагаться

произвольно относительно друг друга, в том числе касаться, пересе-

каться, образуя контуры сложной конфигурации, аппроксимируемые

дугами эллипсов и берегами прямолинейных разрезов.

Определение напряженно-деформированного состояния рассматриваемой плиты при использова-

нии комплексных потенциалов теории изгиба [1, 3, 7] сводится к нахождению комплексных потенци-

алов Wk (zk)
(
k = 1, 2

)
из соответствующих граничных условий. Эти функции определены в много-

связных областях Sk, получаемых из заданной области S аффинными преобразованиями:

zk = x + µky, (2)

где µk — корни характеристического уравнения

D22µ
4 + 4D26µ

3 + 2 (D12 + 2D66) µ2 + 4D16µ + D11 = 0, (3)

Dij = bijD0 — жесткости материала плиты;

b11 =
(
a22a66 − a2

26

)
/∆, b12 = (a16a26 − a12a66) /∆,
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b16 = (a12a26 − a16a22) /∆, b22 =
(
a11a66 − a2

16

)
/∆,

b26 = (a12a16 − a26a11) /∆, b66 =
(
a11a22 − a2

12

)
/∆,

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a16

a12 a22 a26

a16 a26 a66

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, (4)

aij — коэффициенты деформаций материала, D0 = 2h3/3, h — полутолщина плиты.

Многосвязные области Sk ограничены контурами Lkl, соответствующими контурам Ll области S
при указанных аффинных преобразованиях. Используя методы конформных отображений и разложе-

ний функций в ряды Лорана для производных этих функций, получаем выражения вида [5,7,8]

W ′
k (zk) = Γkzk +

L∑

l=1

(Aklzk + Bkl)ln (zk − zkl) +

L∑

l=1

∞∑

n=1

akln

ζn
kl

, (5)

в которых Γk — постоянные, определяемые из системы уравнений

2Re

2∑

k=1

Γk = C11M
∞
x + C21M

∞
y + C31H

∞
xy, 2Re

2∑

k=1

µkΓk = C12M
∞
x + C22M

∞
y + C32H

∞
xy,

2Re

2∑

k=1

µ2
kΓk = C13M

∞
x + C23M

∞
y + C33H

∞
xy, 2Re

2∑

k=1

1

µk
Γk = 0, (6)

C11 =
(
2D22D66 − 2D2

26

)
/∆1, C21 = (2D16D26 − 2D12D66) /∆1,

C31 = (2D12D26 − 2D12D22) /∆1, C12 = (D12D26 − D16D22) /∆1,

C22 = (2D12D16 − 2D11D26) /∆1, C32 =
(
D11D22 − D2

12

)
/∆1,

C13 = (2D16D26 − 2D12D66) /∆1, C23 =
(
2D12D66 − 2D2

16

)
/∆1,

∆1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

D11 2D12 2D16

D12 2D26 2D22

D16 2D66 D26

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

Akl, Bkl — постоянные, определяемые из решения систем уравнений

2Re

2∑

k=1

(

1, µk, µ2
k,

1

µk

)

iAkl =

(

0, 0, 0,
Pl

2πD11

)

, (7)

2Re

2∑

k=1

(

1, µk, µ2
k,

1

µk

)

iBkl =

(

0, 0,− Mxl

2πD22
,− Myl

2πD11

)

, (8)

Pl и Mxl, Myl — главный вектор и компоненты главного момента относительно начала координат

усилий и моментов, приложенных к контуру Ll, ζkl — переменные, определяемые из конформных

отображений

zk = zkl + Rkl

(

ζkl +
mkl

ζkl

)

(9)

внешности единичного круга |ζkl| > 1 на внешности эллипсов Lkl,

zkl = x0l + µky0l,

Rkl = [al (cos ϕl + µk sin ϕl) + ibl (sin ϕl − µk cos ϕl)] /2,

mkl = [al (cos ϕl + µk sin ϕl) − ibl (sin ϕl − µk cos ϕl)] /2Rkl, (10)

akln — неизвестные постоянные, определяемые из граничных условий. В случае прямолинейного

разреза в последних соотношениях нужно принять bl = 0.

Конформные отображения можно построить и по координатам концов осей эллипсов Ll (xAl
, yAl

),
(xBl

, yBl
), (xCl

, yCl
), (xDl

, yDl
). В этом случае в формулах (10) нужно принять

al =
1

2

√

(xAl
− xCl

)
2

+ (yAl
− yCl

)
2
, bl =

1

2

√

(xBl
− xDl

)
2

+ (yBl
− yDl

)
2
,
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x0l =
xAl

+ xCl

2
, y0l =

yAl
+ yCl

2
, ϕl = arctg

(
yAl

− yCl

xAl
− xCl

)

. (11)

При решении задач возникает необходимость аппроксимации части криволинейного контура в

виде сторон угла в окрестности его вершины Al (xAl
, yAl

) дугой окружности L′
l, вписанной в этот

угол с центром на биссектрисе угла (рис. 2).

Рис. 2. Аппроксимация части криво-

линейного контура дугой окружности

Обозначим углы между положительным направлением

оси Ox и сторонами угла Al через ϕl и ϕl+1. Тогда угол

Al будет равен ϕl+1 − ϕl. Поэтому угол наклона указанной

биссектрисы к оси Ox ϕ′
l = (ϕl + ϕl+1) /2. Выбрав на сторо-

нах угла отрезки δl от вершины угла для радиуса вписанной

окружности и координат ее центра, будем иметь

a′
l = δltg ((ϕl+1 − ϕl) /2) , |O′

lAl| =
√

δ2
l + a2

l ,

x′
0l = xAl

− |O′
lAl| sin ((ϕl + ϕl+1) /2) ,

y′
0l = yAl

− |O′
lAl| cos ((ϕl + ϕl+1) /2) .

Зная координаты x′
0l, y′

0l центра O′
l вписанной окружности L′

l, его радиус a′
l и угол ϕ′

l между

осью Ox и биссектрисой угла Al и принимая, что a′
l = b′l, по формулам (9) и (10) найдем функцию,

отображающую внешность единичного круга на внешность окружности L′
l, вписанной в угол Al.

Неизвестные постоянные akln, входящие в функции (5), будем определять из граничных условий

на контурах Ll [1, 3, 7]

2Re
2∑

k=1

gkliW
′
k (zk) = fli i = 1, 2, (12)

в которых

gkl1 = pk/µk, gkl2 = qk,

fl1 = −
s∫

0

fl dx −
s∫

0

ml dy + cldx + c1l, fl2 = −
s∫

0

ml dx −
s∫

0

fl dy + cldy + c2l,

pk = D11 + 2D16µk + D12µ
2
k, qk = D12 + 2D26µk + D22µ

2
k, fl (s) = −

s∫

0

pl (s) ds,

cl — вещественные, cil — комплексные постоянные.

Граничным условиям (12) будем удовлетворять обобщенным методом наименьших квадратов

[9]. Для многосвязных областей этим условиям удобнее удовлетворять в дифференциальной фор-

ме. Продифференцировав условия (12) по дуге контура, выбрав на контурах плиты набор точек

tlm (xlm, ylm)
(
m = 1,Ml

)
и удовлетворив в них этим условиям, получим

2Re

2∑

k=1

L∑

l=1

∞∑

n=1

gkliδkϕ′
kln (tklm) =

dfli (tlm)

ds
−

−2Re

2∑

k=1

δk

{

gkliΓk +

L∑

l=1

[

Aklln (zk − zkl) +
(Aklzk + Bkl)

zk − zkl

]}

,

l = 1, L, m = 1,Ml, i = 1, 2, (13)

где δk =
dzk

ds
, ϕ′

kln = − n

ζn−1
kl Rkl (ζ2

kl − mkl)
, tklm = xlm + µkylm.

Систему (13) дополним уравнениями однозначности прогиба [7] для каждого отверстия

2Re
2∑

k=1

iakl1Rkl = 0, l = 1, L. (14)
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После нахождения псевдорешений дополненной системы уравнений (13) с использованием сингу-

лярных разложений [6] постоянные akln, а следовательно, и функции W ′
k (zk), будут известными и

по ним можно вычислять изгибающие моменты и перерезывающие силы в любой точке плиты [1,3,7]

(Mx,My,Hxy) = −2Re
2∑

k=1

(pk, qk, rk) W ′′
k (zk) , (Nx, Ny) = −2Re

2∑

k=1

(µksk,−sk) W ′′′
k (zk) . (15)

Здесь rk = D16 + 2D66µk + D26µ
2
k, sk = −D16 − (D12 + 2D66) µk − 3D26µ

2
k − D22µ

3
k.

2. РЕШЕНИЕ ЧАСТНЫХ ЗАДАЧ

Приведенный подход был использован для решения задач о напряженном состоянии плит с отвер-

стиями различной конфигурации. Далее описаны некоторые из полученных результатов для плит с

квадратными и треугольными отверстиями. При проведении расчетов количество членов в рядах (5)

и точек на контурах Ml, для которых составлялись уравнения (13), увеличивалось до тех пор, пока

граничные условия на контурах не удовлетворялись с достаточно высокой степенью точности (пока

значения моментов на площадках, касательных к контурам, не удовлетворяли условию Mn < 10−3).

Для такого удовлетворения граничным условиям, как показали численные исследования, необходи-

мо было в указанных рядах оставлять от 40 до 50 членов, на каждом из контуров брать от 200 до

500 «коллокационных точек». Далее описаны некоторые из полученных результатов для плиты из

КАСТ–В изотропный (материал М1) [10], стеклопластика косоугольной намотки (материал М2) [10],

сосны (материал М3) [1]. Коэффициенты деформаций aij для этих материалов приведены в табл. 1.

Таблица 1

Постоянные материалов

Материал a11 · 10−4, a22 · 10−4, a12 · 10−4, a66 · 10−4, a11/a22

МПа−1 МПа−1 МПа−1 МПа−1

М1 72.100 72.100 −8.600 161.500 1.000

М2 10.000 2.800 −0.770 27.000 3.571

М3 2.381 0.100 −0.024 1.333 23.810

При этом для того, чтобы использовать приведенное выше решение для изотропной плиты коэф-

фициент деформации материала a12, равный −8, 600 · 10−4, в расчетах заменялся на −8, 605 · 10−4,

т. е. на значение, незначительно отличающееся от табличного. В противном случае при решении за-

дачи возникнет деление на ноль, так как корни характеристического уравнения (3) для изотропного

материала будут двукратными и равными i и −i.
Пусть плита ослаблена квадратным отверстием со сторонами длиной 2a, параллельными осям

координат (рис. 3). Контур отверстия свободен от усилий. На бесконечности изгибающие моменты

соответственно равны M∞
y = my, M∞

x = H∞
xy = 0. Стороны квадрата будем

представлять внешними берегами разрезов L1, L2, L3, L4 вдоль сторон, с кон-

цами в точках A, B, C, D. В этом случае в приведенном решении нужно

принять

L = 4, A (a, a) , B (−a, a) , C (−a,−a) , D (a,−a) ,

a1 = a2 = a3 = a4 = a.Рис. 3. Квадратное

отверстие в плите Расчеты проводились без аппроксимации сторон вблизи вершины углов и с

их аппроксимацией. При проведении расчетов вместо равных нулю полуосей bl

считалось, что bl/al = 10−4. Это уменьшает вычислительные погрешности. В рассматриваемом случае

если обозначать через δ отрезки на сторонах от вершин углов до точек их закругления, будем иметь

a′
l = δ, |O′

lAl| =
√

2δ,

x′
01 = a − δ, y′

01 = a − δ, x′
02 = −a + δ, y′

02 = a − δ,

x′
03 = −a + δ, y′

03 = −a + δ, x′
04 = a − δ, y′

04 = −a + δ.

В табл. 2 приведены значения изгибающих моментов Ms по контуру отверстия на площадках,

перпендикулярных ему (My — для вертикальных сторон, Mx — для горизонтальных сторон) в точках с

указанными координатами с точностью до интенсивности приложенных моментов my как множителя.
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Таблица 2

Значения моментов по контуру квадратного отверстия в плите из различных материалов

Без С закруглением Без С закруглением

ϑ◦ Координаты закругления при δ закругления при δ

точек в углах 0.01 0.005 в углах 0.01 0.005

Материал М1 Материал М2

0 1.0001, 0.0000 1.3173 1.3159 1.3169 1.5115 1.5052 1.5159

15 1.0001, 0.2588 1.3301 1.3421 1.3394 1.5250 1.5598 1.5429

30 1.0001, 0.5736 1.4058 1.4117 1.4141 1.6238 1.6423 1.6459

44.9956 0.9998, 1.0000 13.4327 – – 16.8064 – –

45 0.9971, 0.9971 – 3.5483 – – 2.2968 —

45 0.9985, 0.9985 – – 4.3247 – – 2.7517

45.0044 1.0000, 0.9998 −2.6345 – – −2.5382 – –

60 0.5736, 1.0001 0.2633 0.2535 0.2531 0.2357 0.2286 0.2316

75 0.2588, 1.0001 0.2687 0.2639 0.2598 0.2452 0.2335 0.2331

90 0.0000, 1.0001 0.2681 0.2622 0.2673 0.2479 0.2488 0.2524

Окончание табл. 2

Без С закруглением

ϑ◦ Координаты закругления при δ

точек в углах 0.01 0.005

Материал М3

0 1.0001, 0.0000 1.6034 1.6002 1.6085

15 1.0001, 0.2588 1.6379 1.6522 1.6475

30 1.0001, 0.5736 1.7621 1.7475 1.7498

44.9956 0.9998, 1.0000 21.3145 – –

45 0.9971, 0.9971 -– 2.7712 –

45 0.9985, 0.9985 – – 3.0246

45.0044 1.0000, 0.9998 −0.7640 – –

60 0.5736, 1.0001 0.0733 0.0709 0.0712

75 0.2588, 1.0001 0.0745 0.0702 0.0709

90 0.0000, 1.0001 0.0739 0.0759 0.0743

Рассматривались случаи квадрата с прямыми углами (без закруглений), а также квадрат с закруг-

ленными углами вблизи вершин с малыми значениями радиусов (равных в данном случае отрезкам

от вершин углов) закруглений δ. В табл. 2 координаты точек и значения δ отнесены к полудлине a
стороны квадрата.

На рис. 4 изображены графики распределения

этих моментов для точек отрезков EA и AF на сто-

ронах. Для остальных частей сторон квадрата значе-

ния моментов легко восстанавливаются по имеющей-

ся симметрии. Кривые 1, 2, 3 соответствуют плите из

материалов М1, М2, М3.

Из данных табл. 2 и рис. 4 видно, что при при-

ближении к вершинам квадрата значения моментов

стремятся к бесконечности, вдоль горизонтальных

сторон к −∞, вдоль вертикальных сторон — к +∞,

причем рост моментов вдоль вертикальных сторон

больше, чем убывание вдоль горизонтальных сторон.

Аппроксимация сторон углов вблизи вершин сни-

мает особенность моментов в этих точках, причем

чем меньше радиус закругления, тем больше значе-

ния моментов в вершинах (закругленных). Чем вы-

ше «степень анизотропии» (отличие a11/a22 от 1),

тем больше значения моментов вдоль вертикальной

стороны и меньше вдоль горизонтальной стороны.

2.5

2.0

1.5
3 2 1

3 2 1

E A F

-0.5

0.0

0.5
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M
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s

Рис. 4. Графики распределения изгибающих мо-

ментов в плите с одним квадратным отверстием
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Заметим, что с целью сравнения результатов с известными из литературы для плиты из березовой

фанеры с квадратным отверстием при всестороннем изгибе [11] исследования проводились и для

этого случая. Значения изгибающих моментов, полученные в работе [11], оказались значительно

отличными от наших вблизи вершин. Они достаточно близки к полученным нами лишь в точках,

близких к серединам сторон квадрата.

Пусть бесконечная плита имеет два квадратных отверстия со сторонами длины 2a, параллель-

ными осям координат (рис. 5). Стороны квадратов будем представлять внешними берегами разре-

зов L1, L2, L3, L4, L5, L6, L7, L8 вдоль сторон, т. е. с концами

A1, B1, C1, D1 и A2, B2, C2, D2. Расстояние между отверстия-

ми обозначим через c. В этом случае L = 8, A1 (a, a), B1 (−a, a),

C1 (−a,−a), D1 (a,−a), A2 (3a + c, a), B2 (a + c, a), C2 (a + c,−a),

D2 (3a + c,−a), a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = a7 = a8 = a.

Расчеты проводились без аппроксимации сторон вблизи вер-

шин углов и с их аппроксимацией. При проведении расчетов вме-

сто равных нулю полуосей bl считалось, что bl/al = 10−4.

Рис. 5. Два квадратных отверс-

тия в плите

В рассматриваемом случае если обозначать через δ отрезки на сторонах от вершин углов до точек

их закругления, будем иметь

a′
l = δ, |O′

lAl| =
√

2δ,

x′
01 = a − δ, y′

01 = a − δ, x′
02 = −a + δ, y′

02 = a − δ,

x′
03 = −a + δ, y′

03 = −a + δ, x′
04 = a − δ, y′

04 = −a + δ,

x′
05 = 3a + c − δ, y′

05 = a − δ, x′
06 = −a + c + δ, y′

06 = a − δ,

x′
07 = a + c + δ, y′

07 = −a + δ, x′
08 = 3a + c − δ, y′

08 = −a + δ.

Численные исследования для плиты с двумя квадратными отверстиями были проведены для раз-

личных значений c/a, отношения расстояния между отверстиями c к полудлине их сторон a. Как

показали расчеты, c уменьшением расстояния между отверстиями (отношения c/a) значения изгиба-

ющих моментов вблизи контуров и в точках перемычки растут.

Если расстояние между отверстиями более трех длин сторон (c/a > 6), то влияние одного от-

верстия на значения моментов около другого незначительно и им можно пренебречь. Для близких

расстояний между контурами особенно большие значения моментов возникают в точках перемычки
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Рис. 6. Графики изменения моментов My в точке

перемычки E1 плиты с двумя квадратными отвер-

стиями
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Рис. 7. Треугольное отверстие в плите

вблизи контуров отверстий.

На рис. 6 изображены графики изменения изги-

бающих моментов My/my вблизи точки перемычки

E1 (a, 0) на контуре левого отверстия в зависимо-

сти от c/a. Кривые 1, 2, 3 соответствуют плите из

материалов М1, М2, М3. Видно, что с уменьшени-

ем c/a значения моментов резко растут, особенно

в плите из материала с сильной «степенью анизо-

тропии» М3.

Пусть теперь плита с треугольным отверстием в

виде равнобедренного треугольника с высотой 2a

по оси абсцисс и углом при вершине ϕ (рис. 7)

изгибается моментами M∞
y = my. В этом слу-

чае вершины треугольника располагаются в точках

A (2a, 0), B (0, 2atg (ϕ/2)), C (0, −2a tg (ϕ/2)).

Стороны треугольника будем представлять

внешними берегами разрезов L1, L2, L3 вдоль сто-

рон, т. е. с концами A, B, C. В этом случае L = 3,

a1 = a3 = 2a/ cos (ϕ/2), a2 = 4a tg (ϕ/2).

Численные исследования были проведены для

различных значений угла ϕ при вершине треуголь-

ника. Как показали расчеты, c уменьшением уг-

ла ϕ значения изгибающих моментов вблизи боко-

вых сторон треугольника уменьшаются, вблизи
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Рис. 8. График изменения изгибающих моментов

вблизи вершины A треугольника

основания растут. Если угол ϕ равен нулю, то

моменты в окрестности точки A получаются та-

кими же, как в плите с одним эллиптическим

отверстием-трещиной. Это видно из данных рис. 8,

где приведены графики изменения My/my в точке

оси Ox вблизи вершины A зависимости от угла ϕ.

Кривые 1, 2, 3 соответствуют плите из материа-

лов М1, М2, М3. Видно, что с уменьшением угла ϕ

значения моментов растут и при ϕ = 0 они получа-

ются такими же, как в плите с одним эллиптиче-

ским отверстием–трещиной, причем это значение

не зависит от анизотропии материала. Последнее

согласуется с известным фактом для пластинки с

трещиной в плоской задаче, когда σy вблизи вер-

шины на продолжении трещины (и коэффициент

интенсивности напряжений k1), чему при изгибе плиты соответствует My, не зависит от анизотропии

материала [5]. Как показали расчеты, в точках плиты на продолжении высоты, удаленных от вершины

A на расстояние более высоты 2a, значения моментов такие же, как в плите без отверстия, т. е.

влиянием отверстия на напряженное состояние можно пренебречь.
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Bending of Multiconnected Anisotropic Plates with the Curvilinear Holes
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An approximate method for determination of the stress state of thin plates with curvilinear holes, consisting in the use of the complex

potential theory of bending of anisotropic plates, approximating the contours of holes by ellipse arcs and straight sections, the use

of conformal mapping, presentation of complex potentials by Laurent series and determining the unknown series coefficients of

the generalized least squares method. Isotropic plates are considered as a special case of anisotropic plates. Numerical studies

carried out for plates with square or triangular holes. Studies have established a high degree of accuracy of the results. Significant

differences were noted in the literature known from the real results obtained by this approach.

Key words: anisotropic plate, isotropic plate, curved hole complex potentials, generalized least squares method.
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дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных при со-
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жен адаптивный алгоритм параметрического синтеза управляемых КДС, в ко-
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ВВЕДЕНИЕ

Комбинированные динамические системы (КДС) представляют со-

бой математические модели в форме связанных посредством гра-

ничных условий и условий связи обыкновенных дифференциальных

уравнений и уравнений в частных производных при соответствую-

щих начальных условиях [1, 2]. Основные теоремы об устойчивости

КДС сформулированы и доказаны в [1, 2], а необходимые для их

применения теоремы об аналитичности характеристического и воз-

мущающих квазимногочленов КДС — в [3]. Различные варианты

параметрического синтеза управляемых КДС, т.е. алгоритма выбора
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значений параметров обратных связей, обеспечивающих требуемое качество переходных процессов,

рассмотрены в [2,4–6]. Целью данной работы является развитие адаптивного алгоритма параметриче-

ского синтеза, в котором к множеству параметров оптимизации добавляются параметры «желаемой»

вещественной частотной характеристики.

1. УПРАВЛЯЕМЫЕ КОМБИНИРОВАННЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

На рис. 1 приведена структурная схема управляемой КДС с входной вектор-функцией x : R → R
Nx

и характеризующей движение объектов управления с сосредоточенными по пространству параметра-

ми выходной вектор-функцией y : R → R
Ny , где t — время. Здесь ОДУ — обыкновенные диф-

ференциальные уравнения, УЧП — уравнения в частных

производных, ГУ — граничные условия, УС — условия

связи, НУ — начальные условия. Уравнения движения

КДС можно привести к виду, аналогичному [2, с. 8]

ẏ = f(x,y,h,p,µ,µtt), h =

∫

S

H(u,µ)dS, (1)

u̇ = F(u,x,y, ẏ,µ,µtt), r ∈ Ω, G(u,y,µ)|S = 0, (2)

y(0) = 0, u(r, 0) = 0. (3)

Рис. 1. Структурная схема КДС

Причем H(0,µ) ≡ 0, f(0, 0, 0,p,µ,µtt) ≡ 0,

F(0, 0, 0, 0,µ,µtt) ≡ 0, G(0, 0,µ) ≡ 0. Здесь

r ∈ R
Nr — независимые пространственные коор-

динаты, Ω ⊂ R
Nr — область, занятая объекта-

ми с распределенными по пространству параметрами,

S = ∂Ω — граница области, u : R
Nr × R → R

Nu

характеризует движение объектов с распределен-

ными по пространству параметрами, h : R → R
Nh , f : R

Nx × R
Ny × R

Nh × R
Np × R

Nµ × R
Nt → R

Ny ,

операторы F, G, H соответствуют уравнениям в частных производных, граничным условиям и усло-

виям связи; p ∈ R
Np — параметры обратных связей, µ ∈ R

Nµ — параметры типовых нелинейностей,

µt ∈ R
Nt — параметры, характеризующие нестационарность, (·̇) = d(·)/dt либо (·̇) = ∂(·)/∂t. Функ-

ция f и операторы F, G, H достаточное число раз дифференцируемы по всем своим аргументам. При

µ = µt = 0 КДС (1)–(3) является линейной и стационарной, т.е.

f(x,y,h,p, 0, 0) = B(p)x + C(p)y + A(p)h, H(u, 0) = L
(H)u,

F(u,x,y, ẏ, 0, 0) = L
(F )
1 u + L

(F )
2 x + L

(F )
3 y + L

(F )
4 ẏ, G(u,y, 0) = L

(G)
1 u + L

(G)
2 y.

(4)

Здесь A(p), B(p), C(p) — матрицы, элементы которых не зависят от координат r; L
(F )
2 , L

(F )
3 , L

(F )
4 ,

L
(G)
2 — матрицы, элементы которых могут зависеть от координат r, а линейные операторы L

(F )
1 ,

L
(G)
1 , L

(H) соответствуют линеаризованным уравнениям в частных производных, граничным услови-

ям и условиям связи. После выполнения одностороннего интегрального преобразования Лапласа по

времени t f(t) → f̃(λ) =
∞∫

0

f(t)e−λtdt уравнения линейной стационарной КДС принимают вид (5)

и далее аналогично [2] либо [3, формулы (4)–(12)], динамическая модель КДС сводится к матрице

передаточных функций (6):

λỹ = B(p)x̃ + C(p)ỹ + A(p)h̃, h̃ =

∫

S

L
(H)(ũ)dS,

λũ = L
(F )
1 ũ + L

(F )
2 x̃ + (L

(F )
3 + λL

(F )
4 )ỹ, r ∈ Ω, (L

(G)
1 ũ + L

(G)
2 ỹ)

∣
∣
∣
S

= 0;

(5)

Φ(λ,p) = [Qkj(λ,p)/D(λ,p)], k = 1, Ny, j = 1, Nx, Φ : C × R
Np → C

(Ny,Nx),

ỹ(λ) = Φ(λ,p)x̃(λ), D(λ̄,p) = D(λ,p), Qkj(λ̄,p) = Qkj(λ,p).
(6)

Аналитичность характеристического и возмущающих квазимногочленов D(λ,p) и Qkj(λ,p) при

Reλ > σ0, σ0 ∈ (−∞, 0) устанавливается методами [3]. Обобщенная степень n ∈ R (обычно n = Nu )
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квазимногочлена D(λ,p) определяется из условия [2]

lim
λ→∞

λ−nD(λ,p) = Ca(p), 0 < |Ca(p)| < ∞, Re λ > σ0, σ0 ∈ (−∞, 0).

Пусть Ωst ⊂ R
Np — область устойчивости. Из теорем [1, 2] следуют быстрый алгоритм проверки

устойчивости и уравнения возможных границ области устойчивости:

p ∈ Ωst ⇔ ∆
06ω<∞

arg D(iω,p) = nπ/2,

∂Ωst ⊂ {p : ReD(iω,p) = 0, Im D(iω,p) = 0, 0 6 ω < ∞}.
(7)

2. АДАПТИВНЫЙ АЛГОРИТМ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СИНТЕЗА

Параметрический синтез основан на минимизации среднеквадратического отклонения веществен-

ной частотной характеристики системы от желаемой вещественной частотной характеристики [2,4–6]

и выполняется посредством минимизации функции

F : R
Np → R, F (p) → min, F (p) =

{

f(p), p ∈ Ωst,

+∞, p /∈ Ωst;
(8)

f(p) =
(

‖RA(0,p0)‖−2
+ ‖RA(0,p)‖−2

)∫ ∞

0

f(ω,p)dω,

f(ω,p) = ‖RA(ω,p) − RA(0,p)R∗
A(ω)‖2

+ c1

∥
∥R′

A(ω,p) − RA(0,p)R∗
A
′(ω)

∥
∥

2
+

+c2

∥
∥R′′

A(ω,p) − RA(0,p)R∗
A
′′(ω)

∥
∥

2
, (·)′ = d(·)/dω,

RA(ω,p) = [RAνj
(ω,p)], RAνj

(ω,p) =

{

ReΦνj(iω,p), Aj(p) 6= 0,
√

1 + ω2 Re[Ψνj(iω,p)], Aj(p) = 0,

R∗
A(ω) = diag{R∗

Aj
(ω)}, R∗

Aj
(ω) =

{

R∗(ω), Aj(p) 6= 0,
√

1 + ω2R∗(ω), Aj(p) = 0,

Aj(p) =





Ny∑

ν=1

|Φνj(0,p)|2




1/2

, Ψνj(λ,p) =
1

λ
Φνj(λ,p), ν = 1, Ny, j = 1, Nx;

(9)

R∗(ω) = [1 − (t0ω)2]/[1 + (t0ω)4]. (10)

Здесь c1 = 0.003 ÷ 0.01, c2 = 0.001 ÷ 0.003, p0 ∈ Ωst — значения параметров обратных связей

в момент старта параметрического синтеза. Для минимизации целевой функции (8) используется

безградиентный метод Нелдера – Мида. Обобщением (10) может служить «желаемая» вещественная

частотная характеристика

R∗(ω) = (1 + α2)[1 + α2 − 2(t0ω)2]{[1 + α2 − 2(t0ω)2]2 + 8(t0ω)2}−1,

t
(min)
0 6 t0 6 t

(max)
0 , 0 6 α 6 αmax.

(11)

В адаптивном алгоритме параметрического синтеза t0 и α вносятся в пространство параметров

оптимизации, и выполняется минимизация функции F : R
Np × R × R → R

F (p, t0, α) → min, F (p, t0, α) =

{

f(p), (p, t0, α) ∈ Ωst × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax],

+∞, (p, t0, α) /∈ Ωst × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax],

(12)

где f(p) определяется в соответствии с (9), а вместо (10) используется (11).
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3. АСИМПТОТИЧЕСКИЙ МЕТОД МНОГИХ МАСШТАБОВ

Пусть в (1), (2) µ → 0, µt → 0, но требуется изучить поведение системы вплоть до значений

времени, когда влияние малых параметров становится существенным, т. е.

µ = µµ∗, µt = µµ∗
t , µ∗ = O(1), µ∗

t = O(1), µ ∈ R, µ → +0, 0 6 t 6 O(1/µ),

ẏ = f(x,y,h,p, µ, µt), u̇ = F(u,x,y, ẏ, µ, µt), r ∈ Ω,

G(u,y, µ)|S = 0, h =

∫

S

H(u, µ)dS, y(0) = 0, u(r, 0) = 0.

(13)

Полагаем, что уравнения (13) учитывают малое, но конечное демпфирование, значительно превос-

ходящее характерную величину параметра µ. Аналогично (4)

f(x,y,h,p, 0, t1) = B(p, t1)x + C(p, t1)y + A(p, t1)h, G(u,y, 0) = L
(G)
1 u + L

(G)
2 y,

F(u,x,y, ẏ, 0, t1) = L
(F )
1 (t1)u + L

(F )
2 (t1)x + L

(F )
3 (t1)y + L

(F )
4 (t1)ẏ, H(u, 0) = L

(H)u.
(14)

Здесь матрицы A, B, C, L
(F )
2 , L

(F )
3 , L

(F )
4 и линейный оператор L

(F )
1 могут зависеть от «медленно-

го» времени t1 = µt. Для асимптотического интегрирования (13) воспользуемся методом «многих

масштабов» [7] и будем полагать

tj = µjt, j = 0, 1, 2, 3, ..., t0 ≡ t, u(r, t) =

∞∑

j=0

µjuj(r, t0, t1, t2, ...),

y(t) =

∞∑

j=0

µjyj(t0, t1, t2, ...), h(t) =

∞∑

j=0

µjhj(t0, t1, t2, ...), ()̇ =

∞∑

j=0

µj∂(·)/∂tj .

(15)

Подстановка формальных степенных рядов (15) в (13) и приравнивание слагаемых при одинаковых

степенях малого параметра µ с учетом (14) приводит к результату:

∂y0/∂t0 = B(pt1)x + C(pt1)y0 + A(pt1)h0, h0 =

∫

S

L
(H)u0dS,

∂u0/∂t0 = L
(F )
1 (t1)u0 + L

(F )
2 (t1)x + L

(F )
3 (t1)y0 + L

(F )
4 (t1)∂y0/∂t0, r ∈ Ω,

(L
(G)
1 u0 + L

(G)
2 y0)

∣
∣
∣
S

= 0; y0(0, 0, ...) = 0, u0(r, 0, 0, ...) = 0.

(16)

В качестве начальных условий y0|t0=0 = f1(t1, t2, ...), u0|t0=0 = f2(r, t1, t2, ...) можно задать любые

достаточно гладкие функции f1 и f2 параметров t1, t2, ..., такие, что f1(0, 0, ...) = 0, f2(r, 0, 0, ...) ≡ 0.

При учете малого, но конечного демпфирования и асимптотической устойчивости (16) влияние f1,

f2 будет экспоненциально затухать с ростом t0 и с учетом (15) будет иметь порядок O(µ) при

0 6 t 6 O(1/µ). Можно полагать y0(0, t1, t2, ...) = 0, u0(r, 0, t1, t2, ...) = 0, т. е. y0, u0, h0 зави-

сят лишь от t0 и t1, и

y(t) = y0(t, µt)+O(µ), u(r, t) = u0(r, t, µt)+O(µ), h(t) = h0(t, µt)+O(µ), 0 6 t 6 O(1/µ).

Здесь функции y0(t, t1), u0(r, t, t1), h0(t, t1) — решение системы линейных уравнений

ẏ = B(p, t1)x + C(p, t1)y + A(p, t1)h, u̇ = L
(F )
1 (t1)u + L

(F )
2 (t1)x + L

(F )
3 (t1)y + L

(F )
4 (t1)ẏ,

r ∈ Ω, (L
(G)
1 u + L

(G)
2 y)

∣
∣
∣
S

= 0, h =

∫

S

L
(H)udS, y(0) = 0,u(r, 0) = 0,

(17)

зависящих от параметра t1. Пусть при t > 0 |x(t)| < ∞. Для справедливости асимптотических

разложений необходимо, в частности, условие асимптотической устойчивости КДС (17) при всех

0 6 t1 6 O(1).

После выполнения интегрального преобразования Лапласа по времени t линеаризованная мо-

дель (17) сводится к матрице передаточных функций [3, формулы (4)–(12)]

Φ(λ,p, t1) = [Qkj(λ,p, t1)/D(λ,p, t1)], ỹ(λ) = Φ(λ,p, t1)x̃(λ), t1 = µt, k = 1, Ny, j = 1, Nx,
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которая зависит от «медленного» времени. Аналогично КДС (1)–(3) со слабой нелинейностью и неста-

ционарностью с асимптотической погрешностью O(|µ|) = O(|µt|) отображается в семейство линейных

стационарных КДС с матрицей передаточных функций:

Φ(λ,p, t1) = [Qkj(λ,p, t1)/D(λ,p, t1)], t1 = µtt, k = 1, Ny, j = 1, Nx.

4. СИНТЕЗ СЕМЕЙСТВА ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ КДС

Пусть линеаризованная модель КДС задается матрицей передаточных функций:

Φ(λ,p, s) = [Qkj(λ,p, s)/D(λ,p, s)], k = 1, Ny, j = 1, Nx,

где p ∈ R
Np — параметры обратных связей, s ∈ Ωs ⊂ R

Ns — конструктивные параметры. Пусть

Ωst = Ωst(s) ⊂ R
Np — область устойчивости, Ω(st) =

⋂

s∈Ωs

Ωst(s), причем

p ∈ Ωst(s) ⇔ ∆
06ω<∞

arg D(iω,p, s) = nπ/2, p ∈ Ω(st) ⇔ ∀ s ∈ Ωs p ∈ Ωst(s).

Требуется выбрать параметры p так, чтобы улучшить качество переходных процессов сразу для

всех линейных моделей КДС при s ∈ Ωs. После применения метода «многих масштабов» к КДС

(1)–(3) при выполнении параметрического синтеза семейства линеаризованных моделей КДС в мно-

жество компонент вектора s включаются либо непосредственно «медленные времена» t1 = µtt, либо

характерные параметры задачи, которые изменяются в зависимости от t1. Обобщением (8) служит па-

раметрический синтез семейства линеаризованных моделей КДС [5] (R∗(ω) определено согласно (10))

F (p) → min, F (p) =

{

f(p), p ∈ Ω(st),

+∞, p /∈ Ω(st);
(18)

f(p) =

∫

Ωs

f(p, s)ds1...dsNs
,

f(p, s) =
(

‖RA(0,p0, s)‖−2
+ ‖RA(0,p0, s)‖−2

) ∫ ∞

0

f(p, s, ω)dω ,

f(p, s, ω) = ‖RA(ω,p, s) − RA(0,p, s)R∗
A(ω)‖2

+

+c1

∥
∥R′

A(ω,p, s) − RA(0,p, s)R∗
A
′(ω)

∥
∥

2
+ c2

∥
∥R′′

A(ω,p, s) − RA(0,p, s)R∗
A
′′(ω)

∥
∥

2
,

(·)′ = d(·)/dω, RAνj
(ω,p, s) =

{

Re Φνj(iω,p, s), Aj(p, s) 6= 0,
√

1 + ω2 Re[Ψνj(iω,p, s)], Aj(p, s) = 0,

R∗
A(ω) = diag{R∗

Aj
(ω)}, R∗

Aj
(ω) =

{

R∗(ω), Aj(p, s) 6= 0,
√

1 + ω2R∗(ω), Aj(p, s) = 0,

Aj(p, s) =





Ny∑

ν=1

|Φνj(0,p, s)|2




1/2

, Ψνj(λ,p, s) =
1

λ
Φνj(λ,p, s), ν = 1, Ny, j = 1, Nx.

(19)

При p ∈ Ω(st) функция f(p, s) является достаточно гладкой, и при вычислении f(p) исполь-

зуются квадратурные формулы с постоянным числом узлов. В адаптивном алгоритме вместо (10)

используется «желаемая» вещественная частотная характеристика (11), f(p) вычисляется на осно-

ве (19), параметры t0, α вносятся в пространство параметров оптимизации и минимизируется функция

F : R
Np × R × R → R

F (p, t0, α) → min, F (p, t0, α) =

{

f(p), (p, t0, α) ∈ Ω(st) × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax],

+∞, (p, t0, α) /∈ Ω(st) × [t
(min)
0 , t

(max)
0 ] × [0, αmax].

(20)
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5. ПРОЕКЦИОННЫЙ МЕТОД ГАЛЕРКИНА

Пусть Wk(r), Wk:Ω → R
Nu , k = 1, 2, . . . — полная система функций в области Ω; Γk(r|s), Γk:

S → R
NG , k = 1, 2, . . . — полная система функций на S = ∂Ω. Полагаем

u(r, t) ≈
NΩ+NS∑

k=1

uk(t)Wk(r). (21)

Для того чтобы приближенно выполнить уравнения (2), требуем [2] выполнение следующих усло-

вий: ∫

Ω

u̇ · Wk(r)dΩ =

∫

Ω

F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)Wk(r)dΩ, k = 1, NΩ,

∫

S

G(u,y,µ) · Γk(r)dS = 0, k = 1, NS ,

(22)

где (·) · (·) — скалярное произведение векторов соответствующей размерности. Из (1), (3), (22), (21)

следует задача Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, которая далее инте-

грируется численно «жестко устойчивым» ФДН-методом:

Ẏ = F(t,Y), Y(0) = 0, Y = (y1, y2, . . . , yNy
, u1, u2, . . . , uNΩ

)T .

6. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ СИСТЕМЫ СТАБИЛИЗАЦИИ

Пусть поворот системы координат характеризуется углами α = (α1, α2, α3)
T , и

A(α) =






cos α3 − sin α3 0

sin α3 cos α3 0

0 0 1











cos α2 0 sin α2

0 1 0

− sin α2 0 cos α2











1 0 0

0 cos α1 − sin α1

0 sin α1 cos α1




 ,

B(α) =






1 0 − sin α2

0 cos α1 cos α2 sin α1

0 − sin α1 cos α2 cos α1




 .

Рассмотрим систему угловой стабилизации

подвижного объекта управления — ракеты с

учетом упругих деформаций ее корпуса (рис. 2).

Рис. 2. Расчетная схема

Объект движется относительно неподвиж-

ной системы координат O0x0y0z0 под действием

силы P, притяжения к Земле и возмущающей

силы Fe = (0, Fey0
, Fez0

)T . Система координат

Oxyz связана с телом 1, а r1 = (x1, y1, z1)
T и

β1 = (β1,1, β1,2, β1,3)
T характеризуют его ли-

нейные и угловые перемещения относительно

O0x0y0z0. Линейные r2 = (x2, y2, z2)
T и угло-

вые β2 = (β2,1, β2,2, β2,3)
T смещения тела 2 от-

носительно Oxyz вызваны упругими перемеще-

ниями u = (ux, uy, uz)
T = u(x, t) осевой ли-

нии корпуса. Углы поворота α = (α1, α2, α3)
T

тела 2 относительно O0x0y0z0 измеряет гиро-

стабилизатор, и формируются управляющие мо-

менты Mc2
и Mc3

, под действием которых тело

0 поворачивается на углы β0 = (0, β0,2, β0,3)
T

относительно Oxyz.
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Пусть ω0 = (ω0x
, ω0y

, ω0z
)T , Ω1 = (Ω1x

,Ω1y
,Ω1z

)T , Ω2 = (Ω2ξ
,Ω2η

,Ω2ζ
)T — относительная и

абсолютные угловые скорости тел 0, 1, 2, Q = (Q1, Q2, Q3)
T , M = (M1,M2,M3)

T — действующие в

поперечных сечениях корпуса внутренние силы и моменты сил. После приведения к безразмерным

переменным модельные уравнения КДС принимают вид

Ω1 = B(µ1β1)β̇1, Ω2 = AT (µ1β2)Ω1 + B(µ1β2)β̇2, E = diag{1, 1, 1},
ω0x

= −β̇0,2 sin(µ1β0,3), ω0y
= β̇0,2 cos(µ1β0,3), ω0z

= β̇0,3,

m1r̈1 = A(µ1β1)Q(0, t) − Fe + ax[(1 + m2)A(µ1β1)Φ(0,β0) + m1Φ(β1,β0)],

Φ(α,β) = µ−1
1 (A(µ1α)A(µ1β) − E)(1, 0, 0)T = (Φ1(α,β),Φ2(α,β),Φ3(α,β))T ,

J0(Ω̇1 + ω̇0) + J (1)Ω̇1 + µ1Ω1 × (J0ω0 + J (1)Ω1) = M(0, t), J (1) = diag{J1k, J1, J1},
J0[Ω̇1y

+ ω̇0y
+ µ1(Ω1z

ω0x
− Ω1x

ω0z
)] = M

(c)
2 cos(µ1β0,3) + M

(c)
3 sin(µ1β0,3)×

× sin(µ1β0,2), J0[Ω̇1z
+ ω̇0z

+ µ1(Ω1x
ω0y

− Ω1y
ω0x

)] = M
(c)
3 cos(µ1β0,2),

α2 = − 1

µ1
arcsin(µ1Φ3(β2, β1)), α3 =

1

µ1
arcsin

µ1Φ2(β2, β1)

cos(µ1α2)
, f1(z) = tg z,

M
(c)
3 = S3[α3] − p1β̇0,3 − p2µ

−1
2 f1(µ2β0,3), M

(c)
2 = S2[α2] − p6β̇0,2 − p7µ

−1
2 f1(µ2β0,2),

S3[α] =
1

µ3
f2

(

µ3S
(L)
3 [α]

)

, S
(L)
3 [α] = p3

dα

dt
+ p4α + p5

∫ t

0

α(ξ)dξ,

S2[α] =
1

µ3
f2

(

µ3S
(L)
2 [α]

)

, S
(L)
2 [α] = p8

dα

dt
+ p9α + p10

∫ t

0

α(ξ)dξ, f2(z) = th z,

m2w2 = axm2[Φ(0, µ1(0, β2,2, β2,3)
T ) − Φ∗(0, µ1β1)] − A(µ1(0, β2,2, β2,3)

T )Q(1, t),

w2 = AT (µ1β1)r̈1 + Ω̇1 × R2 + µ1(Ω1 · R2)Ω1 − µ1Ω
2
1R2 − 2µ1Ω1 × ṙ2 + r̈2,

Φ∗(α,β) = µ−1
1 (AT (µ1α)AT (µ1β) − E)(1, 0, 0)T = (Φ∗

1(α,β),Φ∗
2(α,β),Φ∗

3(α,β))T ,

J (2)Ω̇2 + µ1Ω2 × J (2)Ω2 = −AT ((µ1β2,1, 0, 0)T )M(1, t) + (a, 0, 0)T×
×AT ((µ1β2,1, 0, 0)T Q(1, t), R2 = (1 + a, 0, 0)T + µ1r2, J (2) = diag{J2k, J2, J2};

(23)

u′
x =

1

µ1

[

(1 − µ2
1(u

′
y
2

+ u′
z
2
))

1/2
− 1

]

, L21 = µ1u
′
y, L31 = µ1u

′
z, L33 = (1 − L2

31)
1/2,

L11 = (L2
33 − L2

21)
1/2, L12 = −L21/L33, L22 = L11/L33, L13 = −L31L22, L23 = L31L12,

κ1 = u′
z(L12L

′
22 − L22L

′
12), κ2 = u′

zL22L
′
11 − u′′

yL23 − u′′
zL33, κ3 = −u′

y

L′
11

L33
+ u′′

yL22,

üy + (AT (µ1β1)r̈1) · (0, 1, 0)T − (µ1Ω̇1x
uz − Ω̇1z

(x + µ1ux))+

+µ1[(x + µ1ux)Ω1x
+ µ1uzΩ1z

]Ω1y
− µ2

1(Ω
2
1x

+ Ω2
1z

)uy + 2µ1(Ω1x
u̇z − Ω1z

u̇x) =

= L21(Q
′
1 + µ1(κ2Q3 − κ3Q2)) + L22(Q

′
2 − µ1(κ1Q3 − κ3Q1))+

+L23(Q
′
3 + µ1(κ1Q2 − κ2Q1)) − ax[Φ∗

2(0,β1) + ((m2 + 1 − x)u′
y)′],

üz + (AT (µ1β1)r̈1) · (0, 0, 1)T + µ1Ω̇1x
uy − Ω̇1y

(x + µ1ux)+

+µ1[(x + µ1ux)Ω1x
+ µ1uyΩ1y

]Ω1z
− µ2

1(Ω
2
1x

+ Ω2
1y

)uz − 2µ1(Ω1x
u̇y − Ω1y

u̇x) =

= L31(Q
′
1 + µ1(κ2Q3 − κ3Q2)) + L33(Q

′
3 + µ1(κ1Q2 − κ2Q1))−

−ax[Φ∗
3(0,β1) + ((m2 + 1 − x)u′

z)
′],

Q′′
1 − µ2

1(κ
2
2 + κ2

3)Q1 = µ1{−ax(m2 + 1 − x)(κ2
2 + κ2

3) + κ′
3Q2 − κ′

2Q3+

+2κ3Q
′
2 − 2κ2Q

′
3 − µ1κ1(κ2Q2 + κ3Q3) − (u̇′

x

2
+ u̇′

y

2
+ u̇′

z

2
)+

+(Ω1x
L11 + Ω1y

L21 + Ω1z
L31)

2 − (Ω2
1x

+ Ω2
1y

+ Ω2
1z

)+

+2[L11(Ω1y
u̇′

z − Ω1z
u̇′

y) − L21(Ω1x
u̇′

z − Ω1z
u̇′

x) + L31(Ω1x
u̇′

y − Ω1y
u̇′

x)]}, (·)′ = ∂(·)/∂x;

(24)

uy(0, t) = 0, u′
y(0, t) = 0, uy(1, t) = y2 − aΦ2(0,β2), u′

y(1, t) = cos(µ1β2,2)
sin(µ1β2,3)

µ1
,

uz(0, t) = 0, u′
z(0, t) = 0, uz(1, t) = z2 − aΦ3(0,β2), u′

z(1, t) = − 1

µ1
sin(µ1β2,2),

(25)
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Q′
1(0, t) + µ1(κ2(0, t)Q3(0, t) − κ3(0, t)Q2(0, t)) = r̈1 · A(µ1β1)(1, 0, 0)T +

+axΦ∗
1(0,β1), Q′

1(1, t) + µ1(κ2(1, t)Q3(1, t) − κ3(1, t)Q2(1, t)) = axΦ∗
1(β2,β1)+

+µ1a(Ω2
2η

+ Ω2
2ζ

) + (1, 0, 0)T · AT (µ1β2)w2, x2 = ux(1, t) + aΦ1(0,β2);

M1 = Ik

(

β2,1 + γβ̇2,1 −
∫ 1

0

κ1dx

)

, M2 = κ2 − γu̇′′
z , M3 = κ3 + γu̇′′

y ,

Q2 = −M ′
3 + µ1(κ2M1 − κ1M2), Q3 = M ′

2 + µ1(κ3M1 − κ1M3);

(26)

β1(0) = β̇1(0) = β2(0) = β̇2(0) = β0,2(0) = β̇0,2(0) = β0,3(0) = β̇0,3(0) =

= r1(0) = ṙ1(0) = y2(0) = ẏ2(0) = z2(0) = ż2(0) = uy(x, 0) = u̇y(x, 0) = uz(x, 0) = u̇z(x, 0) = 0.
(27)

Здесь входная и выходная вектор-функции суть x(t) = (Fey0
(t), Fez0

(t))T , y(t) = (β1,3(t), β2,3(t),

β1,2(t), β2,2(t))
T , параметры обратных связей p = (p1, p2, ..., p10)

T , (23) — обыкновенные диффе-

ренциальные уравнения, (24) — уравнения в частных производных, (25) — граничные условия,

(26) — условия связи, (27) — начальные условия, вектор µ = (µ1, µ2, µ3)
T характеризует типо-

вые нелинейности, µt = {µ4}, параметр µ4 ∈ [0,∞) характеризует изменение перегрузки по закону

ax(t) = a
(min)
x + (a

(max)
x − a

(min)
x )e−µ4t, t > 0. При µ = 0 (23)–(27) линеаризуются и распадаются

на два независимых подмножества, которые переходят друг в друга. В линейной стационарной КДС

ax = Const, p = (p1, p2, p3, p4, p5)
T .

При моделировании системы стабилизации приняты значения параметров

J0 = 0.00003, m1 = 0.0667, J1 = 0.00009728, m2 = 0.333, J2 = 0.00345, (28)

J0 = 0.02, m1 = 0.3, J1 = 0.07, m2 = 0.2, J2 = 0.05. (29)

Также принято γ = 0.01, a = 0.166667, J2k = 0.2, Jk = 2, a
(min)
x = 0.2, a

(max)
x = 2, Fey0

(t) = 1(t),

Fez0
(t) = 1(t) − 1(t − 1), где 1(t) —функция единичного скачка Хевисайда.

На рис. 3 показаны границы (7) областей устойчивости в плоскости p1 = 3, p2 = 10, p3 = 6

для набора параметров (28) и в плоскости p1 = 2, p2 = 7, p3 = 5.3, для набора параметров (29).

Пересечение областей устойчивости Ω(st) выделено затенением.

а б

Рис. 3. Области устойчивости: a — для параметров (28), б — для параметров (29)

Параметрический синтез семейства линеаризованных моделей КДС выполнялся в предположении

s = {ax}, Ωs = [a
(min)
x , a

(max)
x ]. На рис. 4 приведена зависимость от времени компоненты β1,3(t) выход-

ной вектор-функции линейной стационарной модели (ax = Const) до выполнения параметрического

синтеза (показана пунктиром, p1 = 3, p2 = 10, p3 = 6, p4 = 10, p5 = 1 для набора параметров (28)

и p1 = 2, p2 = 7, p3 = 5.3, p4 = 10, p5 = 0.65 для набора параметров (29)), после выполнения

параметрического синтеза на основе (18) (показана штриховой линией, t0 = 1, p1 = 2.987, p2 = 4.451,

p3 = 4.793, p4 = 1.986, p5 = 1.986 для набора параметров (28) и t0 = 1, p1 = 2.462, p2 = 3.484,

p3 = 7.265, p4 = 3.972, p5 = 0.9145 для набора параметров (29)) и после выполнения параметрическо-

го синтеза согласно (20) (показана сплошной линией, t
(min)
0 = 0.05, t

(max)
0 = 3, αmax = 4, p1 = 3.090,
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p2 = 5.008, p3 = 5.720, p4 = 2.392, p5 = 0.5052 для набора параметров (28) и t
(min)
0 = 0.05, t

(max)
0 = 3,

αmax = 7, p1 = 3.226, p2 = 4.428, p3 = 9.420, p4 = 3.871, p5 = 0.8052 для набора параметров (29)).

t

t

t

t

t

t

а б

Рис. 4. Выходные функции: a — для параметров (28), б — для параметров (29)

Области устойчивости в пространстве параметров обратных связей характеризуются малой протя-

женностью, однако оба алгоритма параметрического синтеза (18) и (20) позволяют успешно подавить

ошибки системы стабилизации во всем диапазоне изменения перегрузок a
(min)
x 6 ax 6 a

(max)
x . В целом

адаптивный алгоритм (20) более эффективен.

После параметрического синтеза выполнялось численное моделирование на основе проекционно-

го метода Галеркина выходных вектор-функций исходной нелинейной КДС (pk+5 = pk, k = 1, 5).

На рис. 5 представлены результаты численного моделирования компоненты β1,3 выходных вектор-

функций исходной нелинейной нестационарной КДС (23)–(27) при µ1 = 0.015, µ2 = 0.1, µ3 = 0.04,

µ4 = 0.05 для набора параметров (28) и при µ1 = 0.05, µ2 = 0.12, µ3 = 0.05, µ4 = 0.05 для

параметров (29) (показаны сплошной линией), а также ее линейного стационарного аналога при

µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = 0 для параметров (28) и (29) (показаны штриховой линией).

t

.

.

t

.

.

.

а б

Рис. 5. Выходные функции a — для параметров (28), б — для параметров (29)

Значительное отличие результатов объясняется тем, что безразмерная перегрузка ax плавно убы-

вает, при уменьшении ax в рассматриваемом диапазоне изменения перегрузок в линейной стаци-

онарной системе затухание переходных процессов уменьшается, а характерная величина выходной
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вектор-функции — увеличивается. Тем не менее параметрический синтез по линеаризованной моде-

ли позволяет успешно стабилизировать исходную нелинейную систему во всем диапазоне изменения

перегрузок.
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Hybrid dynamical systems (HDS) are connected by means of the boundary conditions and the constraint’s conditions systems

of ordinary differential equations and partial differential equations with the corresponding initial conditions. Under the parametric

synthesis we understand the algorithm for selecting parameters of feedbacks of controlled HDS, providing the required quality

of transients. This paper proposes an adaptive algorithm for parametric synthesis of controlled HDS in which the parameters of

"desired"real frequency characteristics are added to the set of optimization parameters.

Key words: parametric synthesis, hybrid dynamical systems.
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УДК 519.1

ИНДЕКСЫ СОСТОЯНИЙ В ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ
ДВОИЧНЫХ ВЕКТОРОВ, АССОЦИИРОВАННЫХ С ОРИЕНТАЦИЯМИ ПАЛЬМ

А. В. Жаркова

Жаркова Анастасия Владимировна, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры теоретических основ ком-
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ВВЕДЕНИЕ

Графовые модели, в которых отказы процессоров интерпретируются как удаление соответству-

ющих вершин, а отказы сетевых каналов — как удаление дуг, занимают важное место в задачах,

связанных с отказоустойчивостью компьютерных сетей. Здесь можно выделить следующие три ос-

новные конструкции, получившие самостоятельное значение в теории графов: минимальное расши-

рение графа [1], Т-неприводимое расширение графа [2], бесконтурный граф с заданной структурой

источников и стоков [3]. В модели [3] в качестве механизма восстановления работоспособности се-

ти предлагается так называемая SER-динамика бесконтурных связных ориентированных графов. Это

позволяет использовать при изучении модельных графов идеи и методы теории конечных динами-

ческих систем, и, в частности, динамических систем двоичных векторов (см., например, [4, 5]) —

когда имеется естественная двоичная кодировка графов рассматриваемого класса. В указанных вы-

ше работах по отказоустойчивости графовых систем основные результаты получены для систем, в

основе которых лежат цепи, циклы и частные типы деревьев. К числу деревьев, для которых найде-

но описание как минимальных, так и Т-неприводимых расширений, относятся пальмы [1, 2]. Дерево
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называется пальмой, если оно является объединением цепей, имеющих общую концевую вершину,

причём все эти цепи, за исключением, быть может, одной, имеют длину 1. Пальма является частным

случаем сверхстройного (звездообразного) дерева (дерево, в котором в точности одна вершина име-

ет степень больше 2). В настоящей работе пальмы изучаются с точки зрения динамического подхода

к отказоустойчивости графовых систем.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Под конечной динамической системой понимается пара (S, δ), где S — конечное непустое мно-

жество, элементы которого называются состояниями системы, δ : S → S — отображение множества

состояний в себя, называемое эволюционной функцией системы. Таким образом, каждой конечной

динамической системе сопоставляется карта, представляющая собой орграф с множеством вершин

S и дугами, проведенными из каждой вершины s ∈ S в вершину δ(s). Компоненты связности гра-

фа, задающего динамическую систему, называются её бассейнами. Получается, что каждый бассейн

представляет собой контур с входящими в него деревьями. Контуры, в свою очередь, называются

предельными циклами, или аттракторами.

Основными проблемами теории конечных динамических систем являются задачи отыскания эво-

люционных параметров без проведения динамики. К их числу относятся индекс состояния (его рас-

стояние до аттрактора того бассейна, которому оно принадлежит) и глубина бассейна (наибольший из

индексов состояний). Автором составлены программы для ЭВМ, позволяющие вычислять различные

параметры динамических систем двоичных векторов, ассоциированных с некоторыми типами графов,

в частности [6]. Автором предложены алгоритмы вычисления индексов состояний в конечных дина-

мических системах двоичных векторов, ассоциированных с ориентациями таких типов графов, как

цепи [7] и циклы [8].

В данной работе предлагается алгоритм вычисления индексов состояний в конечных динамических

системах двоичных векторов, ассоциированных с ориентациями пальм, находится глубина бассейна

системы заданной размерности.

2. ОПИСАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Пусть пальма p образована объединением цепей p0, p1, ..., pc, имеющих общую концевую вершину.

Будем считать, что p0 имеет среди этих цепей максимальную длину s > 0. Назовём p0 стволом

пальмы p, а цепи p1, p2, ..., pc, имеющие длину 1, — её листьями, а их совокупность — кроной.

Будем говорить, что p является пальмой типа (s, c). Пальма с точностью до изоморфизма определятся

своим типом. При c = 1 пальма вырождается в цепь (см., например, [5–7]), поэтому далее не будем

рассматривать этот случай, считая c > 1.

Пусть имеется пальма p типа (s, c), s+c = n. Зафиксируем расположение её цепей и перенумеруем

рёбра пальмы p, начиная от корня (начальной вершины ствола), двигаясь к кроне (рёбра с номерами

от 1 по s), а далее — рёбра кроны слева направо (рёбра с номерами от s + 1 по s + c).

Придадим каждому ребру пальмы произвольную ориентацию и сопоставим полученному ориен-

тированному графу p n-мерный двоичный вектор v(p), полагая его i-ю компоненту равной 1, если

i-е ребро пальмы p ориентировано от корня (начальной вершины ствола), и 0 — в противном слу-

чае. Теперь можно последовательно выписать получившуюся последовательность из нулей и единиц:

v = v1 . . . vs.vs+1 . . . vs+c, где vi, 0 < i 6 s+c, принимает значение 0 или 1 в зависимости от ориентации

i-го ребра пальмы. Таким образом, каждой ориентации пальмы сопоставляется n-мерный двоичный

вектор, причём n = s + c. В свою очередь, каждый такой вектор v = v1 . . . vs.vs+1 . . . vs+c однозначно

определяет некоторую ориентацию пальмы p(v) типа (s, c). Таким образом, между множеством Ps+c,

s > 0, c > 1, всевозможных ориентированных пальм типа (s, c) указанного вида и множеством Bs+c,

s > 0, c > 1, всех двоичных векторов размерности n = s + c указанного вида устанавливается взаим-

но однозначное соответствие. В дальнейшем ориентации пальмы для простоты также будем называть

пальмами, часть v1 . . . vs вектора v будем называть стволом вектора v, а vs+1 . . . vs+c — его кроной.

Опишем конечную динамическую систему ориентаций (s, c)-пальмы p на языке двоичных векто-

ров. Пусть B =
⋃∞

s>0,c>1 Bs+c. Пусть состоянием динамической системы в данный момент времени

является вектор v = v1 . . . vs.vs+1 . . . vs+c ∈ B. Тогда в следующий момент времени она окажется
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в состоянии γ(v) = v′, полученном путем одновременного применения следующих правил: I) если

v1 = 0, то v′
1 = 1; II) если vi = 1 и vi+1 = 0 для некоторого 0 < i < s, то v′

i = 0 и v′
i+1 = 1;

III) если vi = 1 для некоторого s < i 6 s + c, то v′
i = 0; IV) если vs = 1 и vi = 0 для всех

s < i 6 s + c, то v′
s = 0 и v′

i = 1 для всех s < i 6 s + c; V) других отличий между v и γ(v)

нет. Например, эволюция состояния 011.11 в динамической системе (B3+2, γ) выглядит следующим

образом: 011.11
1→ 111.00

2→ 110.11
3→ 101.00

аттрактор
⇋ 010.11. Каждое состояние размерности n = s + c

при динамике переходит в состояние также размерности n = s + c. Таким образом, система (B, γ) в

зависимости от s и c разбивается на конечные подсистемы (Bs+c, γ), s > 0, c > 1.

Пусть теперь имеется n-реберная (s, c)-пальма. На языке ориентаций пальм эволюция динами-

ческой системы вводится следующим образом: если да-

на некоторая ориентированная пальма p ∈ Ps+c, то её

динамическим образом γ(p) является пальма, получае-

мая из p одновременным превращением всех стоков в

источники. Напомним, что стоком в ориентированном

графе называется вершина с нулевой степенью исхода,

а источником — вершина с нулевой степенью захо-

да. Это частный случай динамики бесконтурных связ-

ных ориентированных графов, введенной в [3]. Преоб-

разования ориентаций пальм в динамической системе

(Ps+c, γ), s > 0, c > 1, соответствуют эволюционным

преобразованиям соотносимых им двоичных векторов

в динамической системе (Bs+c, γ), s > 0, c > 1, и об-

ратно, а именно v(γ(p)) = γ(v(p)) [9]. Таким образом,

конечные динамические системы (Bs+c, γ) и (Ps+c, γ),

s > 0, c > 1, изоморфны. Например, на рисунке изобра-

жены карты изоморфных динамических систем (B1+2,

γ) и (P1+2, γ).

0.00

1.00

0.11

1.11

1.01

1.10

0.10

0.01

Карты конечных динамических систем

(B1+2, γ) и (P1+2, γ)

3. ИНДЕКСЫ СОСТОЯНИЙ

Через pst(v) обозначим количество пар совпадающих соседних компонент в стволе вектора v,

назовём данную величину плотностью ствола вектора v; по аналогии через pcr(v) обозначим

плотность кроны вектора v. Под блоком будем понимать максимальное по включению множество

подряд стоящих нулей (0-блок) или единиц (1-блок) в количестве > 1. Длина блока — число нулей

(единиц) в блоке, уменьшенное на 1. Обозначим через p0
st(v) (p0

cr(v)), p1
st(v) (p1

cr(v)) суммы длин 0-

и 1-блоков соответственно в стволе (кроне) вектора v.

Введём необходимые обозначения:

i(v) — индекс состояния v;

xk — в состоянии компонента x повторяется k > 0 раз;

(x)k — в состоянии совокупность компонент x повторяется k > 0 раз;

{01}k
— произвольный набор из 0 и 1 размерности k > 0;

{0[x]1}k
— произвольный набор из 0 и 1 размерности k > 0, содержащий в себе обязательный

элемент x;

p0
st

′
, p1

st
′
— суммы длин рассматриваемых 0-блоков и 1-блоков соответственно;

v → γ(v) — один шаг выполнения динамики системы;

f — порядковый номер первой компоненты первого 0-блока в стволе рассматриваемого состояния;

l — порядковый номер последней компоненты последнего 1-блока в стволе рассматриваемого со-

стояния;

УНГ — указатель начала группы;

УРС — указатель рассмотрения состояния.
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Алгоритм вычисления индекса состояния системы (Bs+c, γ), s > 0, c > 1

Индекс i(v) состояния v системы (Bs+c, γ), s > 0, c > 1, вычисляется исходя из вида состояния

как вектора по следующему алгоритму. Изначально i(v) := 0.

I. Если pst(v) = 0, то

1) если v есть одно из следующих состояний: (01)
s−1
2 0.1c или (10)

s−1
2 1.0c при нечётном s, (01)

s
2 .0c

или (10)
s
2 .1c при чётном s, то i(v) := 0, конец алгоритма;

2) если v есть (01)
s−1
2 0.{0[0]1}c

при нечётном s или (10)
s
2 .{0[0]1}c

при чётном s, то i(v) := 1,

конец алгоритма;

3) если v есть (10)
s−1
2 1.{0[1]1}c

при нечётном s или (01)
s
2 .{0[1]1}c

при чётном s, то i(v) := s,

конец алгоритма.

II. Если v = {01}1
1s−1.{0[1]1}c

, то i(v) := s, конец алгоритма.

III. Если v = {01}t
101s−t−2.{0[1]1}c

, t > 0, s − t > 2, то i(v) := 1, v := γ(v) и перейти на

соответствующий шаг алгоритма IV, VII или VIII с новым v.

IV. Если p0
st(v) = 0 и p1

st(v) > 0, то i(v) := i(v) + l − 1, конец алгоритма.

V. Если p0
st(v) > 0 и p1

st(v) = 0, то i(v) := s − f + 1, конец алгоритма.

VI. Если в стволе состояния v присутствуют 1-блоки, после которых идут 0-блоки, то

i(v) := max (s − f + 1, l − 1), конец алгоритма.

VII. Если в стволе состояния v присутствуют 0-блоки, после которых идут 1-блоки, то

i(v) := i(v) +







l − 1, если p0
st < p1

st;
l−f+1

2 − 1, если p0
st = p1

st;

s − f + 1, если p0
st > p1

st.

Конец алгоритма.

VIII. Просматривая ствол состояния v слева направо, выполняем следующие действия.

1. УНГ и УРС ставятся в начале вектора. Если в стволе до первого 0-блока есть 1-блоки, то

первой группой будет являться отрезок ствола вектора от начальной компоненты до последней ком-

поненты того 1-блока, который стоит перед первым 0-блоком включительно; УНГ и УРС ставятся

между последней компонентой того 1-блока, который стоит перед первым 0-блоком, и следующей

компонентой.

2. Если ствол состояния уже полностью разбит на группы или если в стволе 1-блоков больше

нет, то группа заканчивается на последней компоненте ствола вектора и переходим в пункт 6, иначе

p0
st

′
:= 0, p1

st
′
:= 0.

3. p0
st

′
:= p0

st
′
+ (сумма длин 0-блоков до первого (следующего) 1-блока от УРС); УРС ставится

между последним из таких 0-блоков и следующей компонентой.

4. p1
st

′
:= p1

st
′
+ (сумма длин 1-блоков до первого (следующего) 0-блока от УРС); УРС ставится

между последним из таких 1-блоков и следующей компонентой.

5. При p0
st

′
6 p1

st
′
, если в стволе остались ещё 0-блоки после УРС, то группа заканчивается на

компоненте, стоящей перед УРС, УНГ ставится туда же, где стоит УРС, и перейти в пункт 2; а если

0-блоков больше нет, то группа заканчивается на последней компоненте ствола состояния и перейти

в пункт 6. Если p0
st

′
> p1

st
′
и ещё остались 1-блоки, то перейти в пункт 3, а если 1-блоков больше нет,

то группа заканчивается на последней компоненте ствола состояния и перейти в пункт 6.

6. В каждой группе подсчитываем p0
st

′
и p1

st
′
, и помечаем группы знаками «−», «=», «+», если в них

p0
st

′
> p1

st
′
, p0

st
′
= p1

st
′
, p0

st
′
< p1

st
′
, соответственно. Объединяем рядом стоящие группы с одинаковыми

пометками «−» или «+» в одну, при этом если между «+»-группами встречаются «=»-группы, то их

также объединяем в «+»-группу. Пусть h — общее количество групп. Считаем групповые индексы ij ,

0 < j 6 h, согласно следующим правилам:

ij :=







s − fj + 1, в «−»-группе;
lj−fj+1

2 − 1, в «=»-группе;

lj − 1, в «+»-группе.

7. i(v) := i(v) + max0<j6h ij , конец алгоритма.
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Теорема 1. Предложенный алгоритм вычисления индекса состояния конечной динамической

системы (Bs+c, γ), s > 0, c > 1, корректен.

Доказательство. Рассмотрим состояния динамической системы (Bs+c, γ), n = s+ c, s > 0, c > 1,

в зависимости от наличия и количества 0- и 1-блоков в стволе соответствующего вектора v.

I. Рассмотрим состояния, в стволе которых нет ни 0-, ни 1-блоков, т. е. pst(v) = 0.

1) s — нечётное. Тогда имеем:

а) (01)
s−1
2 0.1c → (10)

s−1
2 1.0c, при этом (10)

s−1
2 1.0c → (01)

s−1
2 0.1c. Таким образом, данные состоя-

ния образуют аттрактор длины 2 [10, теорема 2], что означает, что i((01)
s−1
2 0.1c) = i((10)

s−1
2 1.0c) = 0.

Для дальнейшего доказательства заметим, что предшественников состояния (01)
s−1
2 0.1c согласно [11,

следствие 2] в самом общем случае можно записать как {01}s−1
1.{01}c

.

б) (01)
s−1
2 0.{0[0]1}c → (10)

s−1
2 1.0c, т. е. приходит в состояние из пункта I (1, а), которое принадле-

жит аттрактору. Таким образом, i((01)
s−1
2 0.{0[0]1}c

) = 1. Для дальнейшего доказательства заметим,

что предшественников данного состояния согласно [11, следствие 2] в самом общем случае можно

записать как {01}s−2
00.{01}c

.

в) (10)
s−1
2 1.{0[1]1}c 1→ (01)

s−1
2 1.0c 2→ (10)

s−3
2 110.1c 3→ · · · s−2→ 011(01)

s−3
2 .0c s−1→ 110(10)

s−3
2 .1c s→

s→ (10)
s−1
2 1.0c, т. е. в итоге приходит в состояние из пункта I (1, а), которое принадлежит аттрактору.

Таким образом, i((10)
s−1
2 1.{0[1]1}c

) = s. Для дальнейшего доказательства заметим, что согласно [10,

следствие 1] данное состояние является недостижимым.

2) s — чётное. Тогда имеем:

а) (01)
s
2 .0c → (10)

s
2 .1c, при этом (10)

s
2 .1c → (01)

s
2 .0c. Таким образом, данные состояния образуют

аттрактор длины 2 [10, теорема 2], что означает, что i((01)
s
2 .0c) = i((10)

s
2 .1c) = 0. Для дальнейшего

доказательства заметим, что предшественников состояния (10)
s
2 .1c согласно [11, следствие 2] в самом

общем случае можно записать как {01}s−1
1.{01}c

.

б) (01)
s
2 .{0[1]1}c 1→ 1(01)

s−2
2 1.0c 2→ (01)

s−2
2 10.1c 3→ · · · s−2→ 01(10)

s−2
2 .1c s−1→ 11(01)

s−2
2 .0c s→ (10)

s
2 .1c,

т. е. в итоге приходит в состояние из пункта I (2, а), которое принадлежит аттрактору. Таким обра-

зом, i((01)
s
2 .{0[1]1}c

) = s. Для дальнейшего доказательства заметим, что согласно [10, следствие 1]

данное состояние является недостижимым.

в) (10)
s
2 .{0[0]1}c → (01)

s
2 .0c, т. е. приходит в состояние из пункта I (2, а), которое принадле-

жит аттрактору. Таким образом, i((10)
s
2 .{0[0]1}c

) = 1. Для дальнейшего доказательства заметим,

что предшественников данного состояния согласно [11, следствие 2] в самом общем случае можно

записать как {01}s−2
00.{01}c

.

Получаем, что пункт I предложенного алгоритма является корректным.

Теперь рассмотрим состояния, в стволе которых присутствуют 0- или 1-блоки. Исключим пока из

рассмотрения состояния вида {01}1
1s−1.{0[1]1}c

и {01}t
101s−t−2.{0[1]1}c

, где s > 1, t > 0, s − t > 2,

pst > 0, и рассмотрим их в самом конце доказательства (пункт VII). Согласно [10, следствие 1] данные

состояния являются недостижимыми, значит, не могут получиться из какого-либо другого состояния

в процессе эволюции, поэтому данное ограничение не повлияет на дальнейшее рассмотрение пунктов

II–VI. Заметим, что в предложенном алгоритме данные состояния рассматриваются на шаге II и III

соответственно, что означает, что на шагах IV–VIII алгоритма они также исключаются.

II. Рассмотрим состояния, в стволе которых нет 0-блоков и есть хотя бы один 1-блок, т. е.

p0
st(v) = 0, p1

st(v) > 0.

1) p1
st(v) = s − 1.

Тогда эволюция состояния будет выглядеть следующим образом:

1s.0c 1→ 1s−10.1c 2→ 1s−201.0c 3→ · · ·

a) s — нечётное: · · · s−2→ 11(01)
s−3
2 0.1c s−1→ (10)

s−1
2 1.0c, т. е. в итоге приходит в состояние из

пункта I (1, а), которое принадлежит аттрактору.

б) s — чётное: · · · s−2→ 11(01)
s−2
2 .0c s−1→ (10)

s
2 .1c, т. е. в итоге приходит в состояние из пункта I (2, а),

которое принадлежит аттрактору.

Таким образом, для данного состояния i(v) = s − 1; заметим, что в данном случае l = s.

Заметим, что длина 1-блока в стволе на каждом очередном шаге уменьшается на единицу за счёт

поглощения самой левой компоненты и за ним следуют чередующиеся нули и единицы (самая левая
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компонента 1-блока на каждом очередном шаге переходит в ноль по правилу II или IV, тем самым

длина блока уменьшается на единицу), что продолжается до тех пор, пока все его компоненты кроме

последней не поглотятся. Тем самым состояние в итоге приходит в состояние, в стволе которого нет

ни 0-, ни 1-блоков, т. е. в состояние из пункта I.

2) p1
st(v) < s − 1.

При эволюции в стволе каждый 1-блок на каждом очередном шаге смещается влево на одну ком-

поненту (с каждым очередным шагом эволюции ноль, стоящий перед 1-блоком, переходит в единицу

по правилу I или II, а последняя единица 1-блока переходит в ноль по правилу II или IV, тем са-

мым длина 1-блока сохраняется), пока не встаёт в начало состояния, затем длина 1-блока на каждом

очередном шаге уменьшается на единицу за счёт поглощения самой левой компоненты и за ним сле-

дуют чередующиеся нули и единицы, что продолжается до тех пор, пока все его компоненты кроме

последней не поглотятся (см. пункт II (1)). Таким образом, в данном случае последними поглотятся

все компоненты кроме последней самого правого 1-блока, т. е. такое состояние в итоге приходит в

состояние, в стволе которого нет ни 0-, ни 1-блоков, т. е. в состояние из пункта I, причём в состояние

(10)
s−1
2 1.0c при нечётном s или в состояние (10)

s
2 .1c при чётном s, которые принадлежат аттрактору.

Таким образом, для данного состояния i(v) = l − 1.

Таким образом, заключаем, что пункт IV предложенного алгоритма корректен.

III. Рассмотрим состояния, в стволе которых нет 1-блоков и есть хотя бы один 0-блок, т. е.

p0
st(v) > 0, p1

st(v) = 0.

1) p0
st(v) = s − 1.

Тогда эволюция состояния будет выглядеть следующим образом:

0s.{01}c 1→ 10s−1.0c 2→ 010s−2.0c 3→ · · ·

a) s — нечётное: · · · s−2→ (10)
s−1
2 0.0c s−1→ (01)

s−1
2 0.0c, т. е. приходит в состояние из пункта I (1, б).

б) s — чётное: · · · s−2→ (01)
s−2
2 00.0c s−1→ (10)

s
2 .0c, т. е. приходит в состояние из пункта I (2, в).

Таким образом, для данного состояния i(v) = s; заметим, что в данном случае f = 1.

Заметим, что в стволе длина 0-блока на каждом очередном шаге эволюции уменьшается на едини-

цу за счёт поглощения самой правой компоненты и перед ним идут чередующиеся нули и единицы (на

каждом очередном шаге эволюции самая первая компонента 0-блока переходит в единицу по правилу

I или II, тем самым длина 0-блока уменьшается на единицу), что продолжается до тех пор, пока все

его компоненты кроме первой не поглотятся. Тем самым состояние в итоге приходит в состояние, в

стволе которого нет ни 0-, ни 1-блоков, т. е. в состояние из пункта I.

2) p0
st(v) < s − 1.

При эволюции в стволе каждый 0-блок на каждом очередном шаге смещается вправо на одну

компоненту (с каждым очередным шагом эволюции первый ноль 0-блока переходит в единицу по

правилу I или II, единица, стоящая после 0-блока переходит в ноль по правилу II или IV, тем са-

мым длина 0-блока сохраняется), пока не встаёт в конец ствола состояния, затем длина 0-блока на

каждом очередном шаге уменьшается на единицу за счёт поглощения самой правой компоненты, и

перед ним идут чередующиеся нули и единицы, что продолжается до тех пор, пока все его компо-

ненты не поглотятся (см. пункт III (1)). Таким образом, в данном случае последними поглотятся все

компоненты, кроме первой самого левого 0-блока, т. е. такое состояние в итоге приходит в состояние,

в стволе которого нет ни 0-, ни 1-блоков, т. е. в состояние из пункта I, причём в состояние из I (1,

б) при нечётном s или в состояние I (2, в) при чётном s. Таким образом, для данного состояния

i(v) = s − f + 1.

Таким образом, заключаем, что пункт V предложенного алгоритма корректен.

IV. Ствол вектора содержит в себе 1-блоки, после которых идут 0-блоки.

Из предыдущих пунктов имеем, что в данном случае на каждом шаге эволюции одновременно 0-

и 1-блоки начнут движение вправо и влево соответственно, пока не достигнут своих концов ствола

вектора и не начнут поглощаться, в результате чего останется вектор, не содержащий в своём стволе

ни 0-, ни 1-блоков, т. е. данное состояние на очередном шаге эволюции приходит в состояние из

пункта I. При этом самым последним поглотится тот блок (кроме одной компоненты), который будет

стоять дальше от соответствующего края, поэтому согласно пунктам II и III доказательства имеем,
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что если l−1 < s−f +1 (т. е. последним поглотится 0-блок), то для данного состояния i(v) = s−f +1,

иначе (т. е. последним поглотится 1-блок или 0- и 1-блоки поглотятся одновременно) i(v) = l−1. Таким

образом, заключаем, что пункт VI предложенного алгоритма корректен.

V. В стволе вектора присутствуют 0-блоки, после которых идут 1-блоки.

В стволе таких состояний на каждом шаге эволюции 0-блоки начинают двигаться вправо,

1-блоки — влево за счет поглощения компонент, стоящих между блоками (первая компонента 0-блока

при эволюции заменится на единицу по правилу I или IV, единица, следующая за 0-блоком, при

эволюции заменится на ноль по правилу II, таким образом, длина 0-блока сохранится, аналогичное

происходит и с 1-блоком); когда они оказываются стоящими рядом, то блоки начинают уменьшаться

на единицу каждый за счет поглощения компонент друг друга (у 0-блока первая компонента перейдёт

в единицу по правилу эволюции I или II, а у 1-блока последняя компонента перейдёт в 0 по правилу

эволюции II или IV, тем самым длины 0- и 1-блоков уменьшаются на единицу), пока один из блоков

полностью не поглотится, после чего опять продолжаются сдвиги блоков навстречу друг другу.

1. Если у исходного состояния p0
st(v) < p1

st(v), то самым последним из 0-блоков поглотится самый

левый 0-блок (кроме его первой компоненты), в результате чего в состоянии останутся только 1-блоки

и чередующиеся 0 и 1, дальнейшая эволюция которого описана в пункте II доказательства. Таким

образом, получается, что в процессе эволюции для подсчёта индекса состояния имеет значение только

последний (правый) 1-блок в стволе, а точнее порядковый номер его последней компоненты, так как

при эволюции его последняя компонента просто смещается влево на каждом шаге эволюции, пока из

всего этого 1-блока не останется она одна, что означает, что i(v) = l − 1.

2. Если у исходного состояния p0
st(v) = p1

st(v), то в процессе эволюции левый 0-блок и правый

1-блок поглотятся последними и одновременно (от них останется по одной компоненте), причем это

уже будет вектор, ствол которого не содержит ни 0-, ни 1-блоков, эволюция которого описана в пункте

I, причём это будет состояние из пункта I (1, а) при нечётном s или состояние из пункта I (2, а) при

чётном s, которое принадлежит аттрактору. Таким образом, для данного состояния i(v) = l−f+1
2 − 1

(чётность количества компонент от первой компоненты первого 0-блока до последней компоненты

последнего 1-блока, т. е. числа l − f + 1, показана в [7]).

3. Если у исходного состояния p0
st(v) > p1

st(v), то здесь ситуация будет аналогична пункту V (1),

только в состоянии в итоге остаются одни 0-блоки и чередующиеся 0 и 1, дальнейшая эволюция

которого описана в пункте III доказательства, т. е. i(v) = s − f + 1.

Таким образом, получаем, что пункт VII предложенного алгоритма является корректным.

VI. Ствол вектора содержит в своём составе 0-блоки и 1-блоки в произвольном порядке, отличном

от предыдущих пунктов IV–V.

Из рассуждений предыдущих пунктов получаем, что при эволюции такого состояния в его стволе

0-блоки будут сдвигаться вправо, при этом если они будут встречаться с 1-блоками, то длина этого

0-блока будет уменьшаться с очередным шагом эволюции, т. е. если есть подряд стоящие 0-блоки,

то они или все поглотятся, если следующие за ними подряд стоящие 1-блоки в сумме имеют равную

или большую длину, или поглотят сами следующие за ними подряд стоящие 1-блоки, и продолжат

сдвиг вправо, встречая очередные 1-блоки, если сумма длин 0-блоков будет больше суммы длин

1-блоков. В итоге получим состояние, имеющее только 0-блоки, только 1-блоки или состояние, не

имеющее ни 0-, ни 1-блоков, чья эволюция описана в пунктах I–III. С точки рассмотрения 1-блоков

ситуация получается аналогичная, но так как на очередном шаге эволюции движение 0- и 1-блоков

в стволе происходит одновременно, то, не теряя общности, будем рассматривать этот случай с точки

зрения движения 0-блоков, т. е. ситуаций, когда 0-блоки будут полностью поглощаться 1-блоками, что

возможно, когда суммы длин 1-блоков больше или равны сумме длин 0-блоков, или 0-блоки поглотят

1-блоки, что возможно, когда суммы длин 1-блоков меньше суммы длин 0-блоков. В пункте VIII (1-

–5) предложенного алгоритма как раз описывается процедура деления ствола состояния на группы, в

которых суммы длин 0-блоков или меньше сумм длин 1-блоков, или равны, или больше (в этом случае

это может быть только крайняя справа группа). В итоге получаем вектор, ствол которого разделён

на группы, причём в результате возможного объединения, описанного в пункте VIII (6) алгоритма,

слева будет «+»-группа, справа «−»-группа, а между ними могут быть ещё «=»-группы. Так как

при эволюции эти группы (блоки) начинают своё движение одновременно, то индекс будет равен

максимальному из групповых индексов, а это описано в пункте VIII (6, 7) предложенного алгоритма.

Получаем, что VIII пункт предложенного алгоритма является корректным.
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VII. Теперь рассмотрим состояния вида {01}1
1s−1.{0[1]1}c

и {01}t
101s−t−2.{0[1]1}c

, где s > 1,

t > 0, s − t > 2, pst > 0.

1) {01}1
1s−1.{0[1]1}c → 1s.0c, т. е. данное состояние при эволюции переходит в состояние из

пункта II (1), таким образом i({01}1
1s−1.{0[1]1}c

) = s, что означает, что пункт II предложенного

алгоритма является корректным.

2) {01}t
101s−t−2.{0[1]1}c → {01}t

01s−t−1.0c, таким образом, далее нужно рассматривать соответ-

ствующее получившееся состояние, эволюция которого описана в пункте II, V или VI. Получаем, что

индекс состояния будет равен величине, полученной согласно соответствующему пункту, увеличенной

на 1, т. е. пункт III предложенного алгоритма является корректным.

Таким образом, рассмотрев все возможные ситуации, заключаем, что предложенный алгоритм

вычисления индекса состояния системы (Bs+c, γ), s > 0, c > 1, является корректным. ¤

Сложность алгоритма равна O(n), где n = s + c.

Пример 1. Вычислим индекс состояния v = 11101000101101100010101.010 системы (B23+3, γ).

i(v) := 0. Сначала выполняется III шаг алгоритма:

III. i(v) := 1, v := γ(v) =11010100011011010001011.000 и переход на VIII шаг алгоритма.

VIII. Сначала получаем деление ствола состояния на группы (в результате выполнения переходов

1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 2 → 3 → 4 → 5 → 6): ⌊11⌋⌊010100011011⌋⌊010001011⌋.000. Подсчитываем

групповые индексы: i1 = l1−1 = 2−1 = 1 («+»-группа); i2 = l2−f2+1
2 −1 = 14−7+1

2 −1 = 3 («=»-группа);

i3 = s− f3 + 1 = 23− 17 + 1 = 7 («−»-группа). Таким образом, i(v) := i(v) + max0<j63 ij = 1 + 7 = 8.

Эволюция состояния:

11101000101101100010101.010
1→ 11010100011011010001011.000

2→

10101010010110101000110.111
3→ 01010101001101010100101.000

4→

10101010101010101010010.111
5→ 01010101010101010101001.000

6→

10101010101010101010100.111
7→ 01010101010101010101010.000

8→
10101010101010101010101.000 (аттрактор), т. е. i(v) = 8.

Пример 2. Вычислим индекс состояния v = 150.(01)25 системы (B50+50, γ). i(v) := 0. Выполняется

II шаг алгоритма, т. е. i(v) := s = 50.

Одним из параметров конечной динамической системы является наибольший из индексов состоя-

ний. В случае конечной динамической системы (Bs+c, γ), которая имеет единственный бассейн при

любых s > 0 и c > 1 [10, теорема 2], речь идет о глубине бассейна.

Теорема 2. Конечная динамическая система (Bs+c, γ), s > 0, c > 1, имеет глубину бассейна,

равную s.

Доказательство. Рассмотрим формулы вычисления индекса состояния в каждом пункте предло-

женного алгоритма при непосредственном выполнении каждого из них.

I, II, V–VIII. Максимальное значение индекса равно s.

III. Максимальное значение индекса будет равно s, так как максимальное значение индекса при

переходе в пункты IV (при l = s), VII (при l = s, f = 2) и VIII (при l = s, f = 2) будет равно s − 1.

IV. Максимальное значение индекса равно s − 1 при l = s.

Таким образом, глубина бассейна системы (Bs+c, γ), s > 0, c > 1, равна s. ¤
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Indices of States in Dynamical System of Binary Vectors Associated with Palms Orientations

A. V. Zharkova

Anastasiia V. Zharkova , Saratov State University, 83, Astrakhanskaya str., 410012, Saratov, Russia, ZharkovaAV3@gmail.com

Dynamical system of binary vectors associated with palms orientations is considered. A tree is called a palm with s + c edges if

it is a union of c + 1 paths with common end vertex and all of these paths except perhaps one (with s edges) have a length 1.

The system splits into finite subsystems according to the dimension of states. States of a finite dynamical system (Bs+c,γ) are all

possible orientations of a given palm with s + c edges. They are naturally encoded by binary vectors and the evolutionary function

γ transforms a given palm orientation by reversing all arcs that enter sinks and there is no other difference between the given state

and the next one. An algorithm to calculate indices of states in this dynamical system is proposed and it is proved that the depth of

the basin of the finite dynamical system (Bs+c, γ), s > 0, c > 1, is equal to s.

Key words: binary vector, depth, finite dynamical system, index, palm, starlike tree.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

ХРОНИКА НАУЧНОЙ ЖИЗНИ

18-Я МЕЖДУНАРОДНАЯ
САРАТОВСКАЯ ЗИМНЯЯ ШКОЛА

«СОВРЕМЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ
И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ»

18-я международная Саратовская зимняя школа «Современные

проблемы теории функций и их приложения» традиционно прохо-

дила в Саратове с 27 января по 3 февраля 2016 года. Организатора-

ми школы выступили Саратовский национальный исследовательский

государственный университет имени Н. Г. Чернышевского, Москов-

ский государственный университет имени М. В. Ломоносова и Мате-

матический институт имени В. А. Стеклова РАН. Финансовую под-

держку школе оказал Российский фонд фундаментальных исследо-

ваний (проект № 16-31-10001 мол_г).

В рамках конференции были представлены новые научные резуль-

таты в области действительного и комплексного анализа, ортогональ-

ных полиномов и рядов, спектральной теории операторов, теории

дифференциальных уравнений, функционального анализа и других

разделах математических знаний, а также их приложений.

В конференции приняли участие более 150 ученых из Волгогра-

да, Вологды, Воронежа, Горячего Ключа, Долгопрудного, Екатерин-

бурга, Ижевска, Казани, Липецка, Махачкалы, Москвы, Новоси-

бирска, Озерска, Петрозаводска, Ростова-на-Дону, Самары, Санкт-

Петербурга, Саратова. Самыми многочисленными были делегации из

Саратова (46 чел.), Москвы (32 чел.), Екатеринбурга (7 чел.) и Вол-

гограда (5 чел). В число участников входили один академик РАН,

один чл.-корр. РАН, 32 доктора и 40 кандидатов физ.-мат. наук.

Необходимо отметить, что благодаря финансовой поддержке

РФФИ в школе смогли принять участие большое количество иного-

родних (66 чел.), а также молодых ученых, аспирантов и студентов

(57 чел.).

К началу работы конференции был издан сборник материалов (Со-

временные проблемы теории функций и их приложения : материалы

18-й междунар. Сарат. зимней школы. Саратов: Научная книга, 2016.

360 с. ISBN 978-5-9758-1623-8). В сборнике опубликовано 148 ста-

тей.

Оргкомитет конференции возглавил доктор физ.-мат. наук, про-

фессор, академик РАН Б. С. Кашин, в состав оргкомитета вошли

также Б. И. Голубов (зам. председателя), Л. Ю. Коссович (зам. пред-

седателя), А. Н. Чумаченко (зам. председателя), А. П. Хромов (зам.

председателя), А. В. Абанин, А. Д. Баев, академик РАН В. И. Бер-

дышев, Е. П. Долженко, С. И. Дудов, М. И. Дьяченко, чл.-корр.

РАН С. В. Конягин, В. Г. Кротов, А. Г. Лосев, С. Р. Насыров,

А. М. Олевский, Е. С. Половинкин, Д. В. Прохоров, А. М. Седлец-

кий, М. А. Скопина, чл.-корр. РАН Ю. Н. Субботин, С. П. Сидоров

(секретарь).
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Программный комитет конференции возглавил доктор физ.-мат. наук, профессор А. П. Хромов; в

состав программного комитета вошли также академик РАН Б. С. Кашин, чл.-корр. РАН В. Н. Ду-

бинин, чл.-корр. РАН С. В. Конягин, чл.-корр. РАН Ю. Н. Субботин, профессора В. В. Арестов,

С. В. Асташкин, Б. И. Голубов, А. Л. Лукашов, С. И. Дудов, В. Г. Кротов, С. Ф. Лукомский,

С. Р. Насыров, С. Я. Новиков, С. С. Платонов, Е. С. Половинкин, Д. В. Прохоров, В. В. Старков,

П. А. Терехин, Н. И. Черных, С. С. Волосивец, С. П. Сидоров, В. А. Халова (секретарь).

18-я международная Саратовская зимняя школа проходила в формате школы, т. е. помимо уча-

стия молодых ученых в ее работе принимали участие также и состоявшиеся исследователи, которые

представляли свои результаты на пленарных и секционных выступлениях. Подобный формат прове-

дения конференции способствовал интенсивной передаче научного опыта молодому поколению, более

активному вовлечению молодых исследователей в актуальное пространство современной науки.

Было прочитано 16 лекций, сделано более 90 докладов и выступлений по следующим направ-

лениям: ортогональные системы и ряды, тригонометрические ряды, системы функций, порожденные

сдвигами, базисы в различных пространствах, вопросы конструктивной теории функций, однолистные

функции, квазиконформные отображения, граничные свойства аналитических функций, спектральная

теория операторов, приложения к дифференциальным уравнениям в частных производных, численные

методы анализа, гармонический и вейвлет-анализ, оптимизация и негладкий анализ. Все приведенные

направления являются актуальными и представляют научный и практический интерес. Оргкомитет

и программный комитет школы рекомендовали авторам лучших докладов опубликовать свои резуль-

таты в журнале «Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия Математика. Механика.

Информатика».

На утренних заседаниях для участников конференции ведущими учеными были прочитаны лек-

ции, в которых были представлены решения важных научных проблем действительного и комплексно-

го анализа, теории приближений, спектральной теории операторов, оптимизации, негладкого анализа,

гармонического и вейвлет-анализа. Результаты, представленные участниками школы, внесли новый

вклад в актуальные направления науки. Для целостного представления о современном состоянии и

существующих приложениях теории функций и возможных путях ее дальнейшего развития были

прочитаны следующие лекции:

Метод Фурье для волнового уравнения (д-р физ.-мат. наук А. П. Хромов, Саратов);

Об устойчивом восстановлении функций по ее коэффициентам Фурье (чл.-корр. РАН С. В. Коня-

гин, Москва);

Chaining Колмогорова (академик РАН Б. С. Кашин, Москва);

Приближение суммами сдвигов одной функции (д-р физ.-мат. наук П. А. Бородин, Москва);

Дифференциальные операторы с сингулярными коэффициентами (д-р физ.-мат. наук А. А. Шка-

ликов, Москва);

Обратные спектральные задачи для дифференциальных операторов (д-р физ.-мат. наук В. А. Юрко,

Саратов);

Определяющие множества в пространстве голоморфных в шаре функций полиномиального роста

(д-р физ.-мат. наук А. В. Абанин, Ростов-на-Дону);

Оператор обобщенного сдвига, порожденный весом Якоби, и неравенство Никольского для алгеб-

раических многочленов на отрезке (д-р физ.-мат. наук В. В. Арестов, канд. физ.-мат. наук М. В. Дей-

калова, Екатеринбург);

О сходимости орторекурсивных разложений (д-р физ.-мат. наук Т. П. Лукашенко, академик РАН

В. А. Садовничий, канд. физ.-мат. наук В. В. Галатенко, Москва);

Случайнo безусловные базисы в функциональных пространствах (д-р физ.-мат. наук С. В. Асташ-

кин, Самара);

Спектральный анализ интегродифференциальных уравнений в гильбертовом пространстве (д-р

физ.-мат. наук В. В. Власов, Москва);

Обобщенные разделенные разности и униформизация комплексных торов (д-р физ.-мат. наук

С. Р. Насыров, Казань);

Дифференциальные включения с неограниченной правой частью и необходимые условия опти-

мальности (д-р физ.-мат. наук Е. С. Половинкин, Москва);
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Пространства Липшица на бесконечномерном торе (д-р физ.-мат. наук С. С. Платонов, Петроза-

водск);

Спектральная теория линейных обратных задач для эволюционных уравнений (д-р физ.-мат. наук

И. В. Тихонов, Москва);

Фреймы Парсеваля в анализе Уолша (д-р физ.-мат. наук Ю. А. Фарков, Москва).

Несомненно, тематика и проблематика исследований по научным направлениям, представленным

на школе, являются актуальными и представляют широкий научный и практический интерес. От-

метим также, что более половины лекций, докладов и сообщений, представленных на конференции,

выполнены при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований.

Следующую школу планируется провести в январе–феврале 2018 года в окрестностях Саратова.

Оргкомитету поручено провести необходимую подготовительную работу.

Б. И. Голубов, Б. С. Кашин, Л. Ю. Коссович,

С. П. Сидоров, А. П. Хромов, А. Н. Чумаченко
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Индекс издания в объединенном каталоге «Пресса России» 36017, 

раздел 30 «Научно-технические издания. Известия РАН. Известия вузов».

Журнал выходит 4 раза в год.

Цена свободная.

Оформить подписку онлайн можно

в Интернет-каталоге «Пресса по подписке» (www.akc.ru).

По всем вопросам обращаться в редакцию журнала:

410012, Саратов, Астраханская, 83;

тел. (845-2) 51-45-49, 52-26-89; факс (845-2) 27-85-29;

e-mail: izvestiya@sgu.ru
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