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В статье показано, что точные солитоноподобные решения эволю-

ционных уравнений нелинейной волновой механики можно получать

прямым методом возмущений на основе решения линеаризованного

уравнения. Сами решения представляют собой суммы рядов метода

возмущений, найденные при помощи требования об их геометрич-

ности. Указанное требование приводит к условиям для коэффици-

ентов уравнений и параметров искомых решений. Получены точные

уединенно-волновые решения нелинейных неинтегрируемых уравне-

ния Бюргерса– Хаксли и обобщенного уравнения Бредли– Харпера.

Найдены условия, при которых эти решения имеют форму волнового

фронта. Показано, что данные решения также могут быть найдены

из систем уравнений Риккати, эквивалентных исходному уравнению.

При помощи преобразования Коула– Хопфа обобщенное уравнение

Бредли– Харпера сведено к линейному дифференциальному урав-

нению второго порядка с постоянными коэффициентами.
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ВВЕДЕНИЕ

Метод возмущений и его вариации [1] широко приме-

няются для приближенного решения нелинейных уравне-

ний, моделирующих, в частности, процессы распростра-
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нения волн в деформируемых средах. Тем не менее среди большого количества ме-
тодов нахождения точных уединенно-волновых решений неинтегрируемых эволю-
ционных уравнений [2] практически ни один не основан на методе возмущений.
Это объясняется тем, что солитон как существенно нелинейное явление не может
быть получен ни в каком конечном порядке метода возмущений, сводящего исходное
нелинейное уравнение к последовательности линеаризованных задач [3]. В первой
части статьи на примере уравнения Бюргерса –Хаксли [4] показано, что ряды ме-
тода возмущений для неинтегрируемых уравнений при выполнении определенных
условий для их коэффициентов могут стать геометрическими, при этом суммы ря-
дов дают точные решения уравнений [5]. Во второй части продемонстрировано, что
суммы упомянутых рядов и условия, при которых они становятся геометрически-
ми, могут быть получены из решения пары уравнений Риккати, эквивалентных ис-
ходному уравнению. В третьей, четвертой и пятой частях рассмотрено обобщенное
пространственно-одномерное уравнение Бредли–Харпера [6, 7]. Построено точное
уединенно-волновое решение, установлена связь с парой уравнений Риккати, про-
демонстрирована возможность его неявной линеаризации на основе преобразования
Коула –Хопфа.

1. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА – ХАКСЛИ

Уравнение Бюргерса –Хаксли

ut − uxx − u − u2 + αu3 + βuux = 0 (1)

используется для моделирования многих нелинейных волновых явлений, например,
процесса движения доменной стенки сегнетоэлектрика в электрическом поле, воз-
мущения среднего уровня поверхности неглубокой жидкости, задач нелинейной аку-
стики и т. п. [4].

В соответствии с методом возмущений будем искать решение уравнения (1) в
форме ряда с параметром ε:

u =
∞

∑

n=1

εnun(x, t). (2)

Подставляя (2) в (1), сгруппируем слагаемые по степеням ε. В первом поряд-
ке получим линейное уравнение для функции u1(x, t), имеющее частное решение
u1(x, t) = exp(kx − ωt) при условии ω = −k2 − 1, являющемся дисперсионным со-
отношением линеаризованной задачи. Последовательно, решая уравнения в старших
порядках, находим выражения для функций un(x, t) в виде un(x, t) = Knu

n
1 . Заменой

z = εu1 разложение (2) сводится к степенному ряду по z:

u = z +
βk − 1

2k2 − 1
z2 +

3β2k2 + 2αk2 − 5βk − α + 2

2 (2k2 − 1) (3k2 − 1)
z3 + . . . . (3)

При выполнении условия

α =
k (βk − 1) (β − 2k)

(2k2 − 1)2 (4)

ряд (3) становится геометрическим:

u = z +
(βk − 1) z2

2k2 − 1
+

(βk − 1)2
z3

(2k2 − 1)2 +
(βk − 1)3

z4

(2k2 − 1)3 + . . .
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и имеет сумму

u =
z

1 + 1−βk

2k2
−1

z
=

(

1

z
+

1 − βk

2k2 − 1

)

−1

. (5)

Выражение (5) после возвращения к переменным x, t дает точное решение уравне-
ния (1)

u =

(

1

εekx+(k2+1)t
+

1 − βk

2k2 − 1

)

−1

, (6)

зависящее от трех произвольных параметров ε, k, β и имеющее форму волнового

фронта при 1−βk

2k2
−1

ε > 0.
Заметив, что произвольная постоянная E является решением уравнения (1) при

условии α = E+1
E2 , будем искать другие решения (1) в окрестности этой постоянной в

форме

u = E +
∞

∑

n=1

εnun(x, t). (7)

Подставляя (7) в (1) и повторяя шаги, описанные выше, получим

∞
∑

n=1

εnun(x, t) = z +
(Eβk + 2E + 3) z2

E (2k2 + E + 2)
+

+
(3E2β2k2 + 10E2βk + 15Eβk + 2Ek2 + 9E2 + 2k2 + 27E + 20) z3

2E2 (2k2 + E + 2) (3k2 + E + 2)
+ . . . . (8)

Ряд (8) становится геометрическим при выполнении любого из двух условий:

β =
2k2 − E − 1

Ek
, β =

2Ek2 − E2 + 2k2 − 4E − 4

(E + 2) Ek
.

В первом случае сумма ряда (8) равна z
1−z/E

и точное решение имеет вид

u =

(

−
ε

E2
ekx−(k2+1)t +

1

E

)

−1

. (9)

Во втором случае сумма ряда равна z

1−(E+1)z/(E2+2E)
и дает точное решение

u = E +

(

1

ε
e−kx+ k

2
E

E+2
t −

E + 1

E (E + 2)

)

−1

. (10)

Каждое из решений (9), (10) зависит от трех произвольных постоянных ε, k, E и
имеет форму волнового фронта при условии εE < 0 для (9) и ε(E+1)

E(E+2)
< 0 — для (10).

2. ПОЛУЧЕНИЕ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА – ХАКСЛИ

Покажем, что, используя ряд метода возмущений, можно свести уравнение (1) к
паре уравнений Риккати. Заменив в разложении (3) z на ε exp(kx − ωt), подставим
полученное выражение в уравнение Риккати:

ux = Au2 + Bu + C. (11)
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Для того чтобы (11) удовлетворялось тождественно, необходимо выполнение условий

A =
(βk − 1) k

2k2 − 1
, B = k, C = 0, (12)

а также равенства (4).
Диссипативное слагаемое uxx в уравнении Бюргерса –Хаксли (1) с учетом (11)

принимает вид
uxx = 2A2u3 + 3ABu2 +

(

2AC + B2
)

u + BC. (13)

Подставляя (11), (12) и (13) в (1), получаем уравнение Риккати вида

ut =
(βk − 1) (k2 + 1)

2k2 − 1
u2 + (k2 + 1)u. (14)

Таким образом, при выполнении (11) уравнение (1) переходит в уравнение (14). Дру-
гими словами, уравнение Бюргерса –Хаксли эквивалентно уравнению Риккати (14)
при условии (11). Заметим, что в уравнениях Риккати (11), (14) искомая функция u

зависит от переменных x и t.

Общее решение уравнения в частных производных (11) с коэффициентами (12)
содержит произвольную функцию времени F (t):

u =

(

F (t)e−kx +
1 − βk

2k2 − 1

)

−1

. (15)

Подставляя (15) в (14), получаем обыкновенное дифференциальное уравнение для

определения F (t):
Ft + (k2 + 1)F = 0,

откуда F = C0e
−(k2+1)t, и общее решение уравнения (11) имеет вид (6), если положить

C0 = 1/ε . Можно показать, что решение (9) получается из системы уравнений

Риккати вида

ux =
k

E
u2 + ku, ut = −

k2 + 1

E
u2 − (k2 + 1)u,

а решение (10) — из системы

ux =
k (E + 1)

E (E + 2)
u2 + ku, ut = −

k2 (E + 1)

(E + 2)2 u2 −
Ek2

E + 2
u.

Известно, что уравнение Риккати линеаризуется при помощи преобразования Ко-
ула –Хопфа [2], в результате чего получается линейное обыкновенное дифференци-
альное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. В этом смыс-

ле эквивалентность неинтегрируемого уравнения Бюргерса –Хаксли паре уравнений
Риккати аналогична существованию пар Лакса для интегрируемых уравнений [8].

3. ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ БРЕДЛИ – ХАРПЕРА

Пространственно-одномерное уравнение Бредли–Харпера, которое часто называ-
ют обобщенным уравнением Курамото –Сивашинского, используется при математи-
ческом моделировании формирования неоднородного рельефа на поверхности пла-
стинки при воздействии потока ионов [6] и имеет вид

ut = ux + αuxx + uxxx + βuxxxx + λu2
x + µuxuxx. (16)
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Рассмотрим обобщение уравнения (16), содержащее в правой части произвольный
полином 5-го порядка по нечетным степеням зависимой переменной

ut = ux + αuxx + uxxx + βuxxxx + λu2
x + µuxuxx + a1u + a3u

3 + a5u
5. (17)

Подставляя (2) в (17) и группируя по степеням ε, в первом порядке получаем одно-
родное уравнение, имеющее частное решение u1(x, t) = exp(kx − ωt) при условии

ω = −
(

βk4 + k3 + αk2 + a1 + k
)

. (18)

Последовательно решая уравнения, возникающие в старших порядках по ε, находим
выражения для функций un(x, t) в виде un(x, t) = Knu

n
1 . Заменой z = εu1 разложе-

ние (2) сводится к степенному ряду по z:

u = z +
k2 (kµ + λ)

−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1

z2+

+
6k6µ2 + 10k5λµ + (4λ2 − 14a3β) k4 − 6a3k

3 − 2a3αk2 + a1a3

2 (−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1) (−39βk4 − 12k3 − 3αk2 + a1)
z3 + ... . (19)

При выполнении условий

λ = −
kµ

D

(

−10βk4 − 24k3 − 10αk2 + 5a1

)

,

a3 = −
8k6µ2

D2

(

−2βk4 − 2αk2 + 3a1

)

, a5 =
128k12µ4

D4

(

−2βk4 − 2αk2 + a1

)

,

(20)

где D = 46βk4 − 2αk2 + a1, ряд (19) становится геометрическим

u = z −
4k3µ

D
z2 +

16k6µ2

D2
z3 − ...

и имеет сумму

u =
z

1 + 4k3µ

D
z
. (21)

Выражение (21) после возвращения к переменным x, t дает точное решение уравне-
ния (17):

u =

(

1

ε
e−kx−(βk4+k3+αk2+a1+k)t +

4k3µ

D

)

−1

, (22)

содержащее шесть произвольных постоянных ε, k, α, β, a1, µ и имеющее форму
волнового фронта при εk3µD > 0.

4. ПОЛУЧЕНИЕ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ
ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ БРЕДЛИ – ХАРПЕРА

Действуя, как и ранее в параграфе 1, заменим в разложении (19) z на
ε exp(kx − ωt), где ω определяется равенством (18) и подставим полученное выра-
жение в уравнение Риккати (11). Сгруппировав слагаемые по степеням экспоненци-
альной функции, потребуем равенства нулю коэффициентов перед ними — получим

бесконечную систему уравнений. Из первых трех уравнений системы найдем

A =
(kµ + λ) k3

−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1

, B = k, C = 0. (23)
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Следующие три уравнения приводят к равенствам (20). При выполнении (23) и (20)
все последующие уравнения системы удовлетворяются тождественно.

Используя равенство (11), получим выражения для частных производных по x

высших порядков:

uxx = 2A2u3 + 3ABu2 +
(

2AC + B2
)

u + BC, (24)

uxxx = 6A3u4 + 12A2Bu3 +
(

8A2C + 7AB2
)

u2 +
(

8ABC + B3
)

u + 2AC2 + B2C, (25)

uxxxx = 24A4u5 + 60A3Bu4 +
(

40A3C + 50A2B2
)

u3 +
(

60A2BC + 15AB3
)

u2+

+
(

16A2C2 + 22AB2C + B4
)

u + 8ABC2 + B3C, (26)

Подставив (11) и (24)–(26) в обобщенное уравнение Бредли–Харпера (17), учтем

равенства (23) и (20). В результате получаем уравнение Риккати вида

ut = −
4k3µ (βk4 + k3 + αk2 + a1 + k)

D
u2 +

(

βk4 + k3 + αk2 + a1 + k
)

u. (27)

Подставляя λ из (20) в (23), полученные в (11) выражения для постоянных A, B,
C, имеем второе уравнение Риккати:

ux = −
4k4µ

D
u2 + ku. (28)

Заметим, что из пропорциональности правых частей (27) и (28) следует

ut =
βk4 + k3 + αk2 + a1 + k

k
ux = −

ω

k
ux. (29)

Аналогично параграфу 2 можно показать, что решение системы уравнений (28), (29)
совпадает с решением (22) уравнения (17) при соответствующем выборе постоянных
интегрирования.

5. НЕЯВНАЯ ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ БРЕДЛИ – ХАРПЕРА

Известно, что уравнение Риккати (11) при помощи преобразования Коула –Хопфа

u = γ
φx

φ
, (30)

в котором φ = φ(x, t) — новая зависимая переменная, а γ — постоянная, сводится к
линейному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами [4]:

φxx − Bφx + ACφ = 0, (31)

если γ = −1/A.

Покажем, что точное решение обобщенного уравнения Бредли–Харпера (17)
определяется по формуле (30), в которой функция φ(x, t) является решением ли-
нейного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами (31).
Общее решение уравнения (31), найденное с учетом значений постоянных (23),

содержит две произвольные функции F1(t) и F2(t):

φ(x, t) = F1(t) + F2(t)e
kx. (32)
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Подставим (32) в (30):

u = −
F2(t)e

kx (−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1)

k2 (kµ + λ) (F1(t) + F2(t)ekx)
, (33)

чтобы затем подставить функцию (33) в уравнение (17) и перенести все слагаемые в
левую часть. Учитывая равенства (20), произведем факторизацию левой части, вы-
делим ведущий множитель, содержащий производные функций F1(t), F2(t), и при-
равняем его к нулю:

F1F
′

2 − F ′

1F2 −
(

βk4 + k3 + αk2 + a1 + k
)

F1F2 = 0.

Разделив последнее уравнение почленно на F 2
2 и обозначив F (t) = F1(t)

F2(t)
, получим

дифференциальное уравнение для функции F (t):

F ′ +
(

βk4 + k3 + αk2 + a1 + k
)

F = 0,

общее решение которого будет иметь вид

F = C0e
−(βk4+k3+αk2+a1+k) t. (34)

Замечая, что после почленного деления на F2 выражение (33) зависит только от
отношения F1/F2, заменим это отношение в (33) на правую часть равенства (34). В
результате равенству (33) можно придать вид

u =
ekx (46βk4 − 2αk2 + a1)

4k3µ (C0e−(βk4+k3+αk2+a1+k)t + ekx)
. (35)

Выражение (35) содержит шесть произвольных постоянных α, β, µ, k, C0, a1 и

является точным решением уравнения (17). После подстановки C0 = 46βk4
−2αk2+a1

4εk3µ

выражение (35) совпадает с решением (22), найденным выше при помощи метода
возмущений.
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It is shown that the exact soliton-like solutions of nonlinear wave mechanics evolution equations can be

obtained by direct perturbation method based on the solution of a linearized equation. The sought solutions

are sums of the perturbation series which can be found using the requirement that the series are to be

geometric. This requirement leads to the conditions for the coefficients of the equations and parameters of the

sought solutions. The exact solitary-wave solutions of the nonlinear non-integrable Burgers–Huxley equation

and the generalized Bradley–Harper equation are obtained. The conditions are formulated under which these

solutions have the form of a wave front. It is shown that these solutions can also be found from the system of

Riccati equations, that is equivalent to the original equation. By utilizing the Cole–Hopf transformation, the

generalized Bradley–Harper equation is reduced to a second-order linear differential equation with constant

coefficients.

Key words: exact solitary-wave solution, perturbation method, Riccati equation.
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