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В статье затрагивается вопрос определения свойства транзитивности

автоматных отображений, определяемых конечными детерминиро-

ванными автоматами. Приведен критерий транзитивности автоматных

отображений на словах конечной длины в терминах конечных детер-

минированных автоматов и деревьев детерминированных функций.

Показано, что для конечных автоматов из группASp можно построить

алгоритм проверки транзитивности. Для доказательства данногофак-

та использованы свойства абелевых групп перестановок. На основе

представленных результатов построен матричный алгоритм проверки

транзитивности автоматных отображений на словах конечной длины

для инициальных автоматов из группASp. Особенностью данного ал-

горитма является его независимость от длин рассматриваемых слов.

Даны результаты численных экспериментов и точная верхняя граница

сложности представленного алгоритма.
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ВВЕДЕНИЕ

Под детерминированным автоматом будем пони-

мать пятёрку объектов A = (S, X, Y, δ, λ), где S — мно-

жество состояний, X — входной алфавит, Y — выход-

ной алфавит, δ : S × X → S — функция переходов,

λ : S × X → Y — функция выходов. Для рассматрива-

емых в работе автоматов входной и выходной алфавиты

совпадают и равны Fp = {0, 1, . . . , p−1}, где p — простое.

Автомат с выделенным начальным состоянием назы-

вают инициальным. Инициальный автомат будем обозна-

чать через As, где s — начальное состояние автомата.
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Пусть X∗ обозначает множество всех конечных слов над алфавитом X. Действие
функций δ и λ можно расширить на множество слов X∗ следующими реккурентными

правилами:

δ(s, x · w) = δ(δ(s, x), w), λ(s, x · w) = λ(s, x) · λ(δ(s, x), w),

x ∈ X, w ∈ X∗, e — пустой символ.

Преобразование f : X∗ → X∗ называется (синхронно) автоматным, если суще-
ствует задающий его инициальный автомат As [1]. В дальнейшем если автомат ясен
из контекста, будем обозначать автоматное отображение fAs

через fs или же просто
как f (если и начальное состояние автомата следует из контекста).

Автоматное отображение f называют транзитивным на словах длины k, если
оно порождает одноцикловую перестановку на Xk. Отображение f транзитивно,
если оно транзитивно на Xk для любого натурального k.

Транзитивные отображения представляют значительный интерес в силу того, что
применяются для решения как теоретических, так и практических задач. В частно-
сти, описаны семейства транзитивных автоматных отображений [2,3].

1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА АВТОМАТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Покажем основные свойства автоматных отображений, представляющие интерес
в контексте данной работы.

Перед тем как перейти к дальнейшим рассуждениям, следует указать критерий
биективности автоматного отображения (в силу очевидной связи между свойствами
биективности и транзитивности отображений).

Будем называть s состоянием с потерей [4], если существуют такие x1, x2 ∈ X,
что x1 6= x2 и λ(s, x1) = λ(s, x2).

Теорема 1 (см. [5]). Автоматное отображение fAs
: X∗ → X∗ биективно

на Xk тогда и только тогда, когда автомат As не содержит состояний с поте-

рей, достижимых из s за k шагов.

Таким образом, из теоремы 1 становится понятно, что искать автоматы, порож-
дающие транзитивные отображения, следует лишь среди автоматов, с каждым со-

стоянием которых связана перестановка элементов входного алфавита. Далее будем
рассматривать только инициальные автоматы, порождающие биективные отображе-
ния.

Под перестановкой множества X будем понимать биекцию X → X. Для пере-
становок определена операция композиции ◦ такая, что для ψ = π ◦ σ справедливо,
что ψ(x) = π(σ(x)).

В силу того что мы рассматриваем только такие инициальные автоматы, которые
порождают биективные автоматные отображения, имеет место следующий факт: для
автомата As с каждым достижимым из s состоянием s′ (включая само s) связано
такое автоматное отображение fs′, что fs′ действует биективно на словах длины 1,
т. е. fs′ осуществляет перестановку множества X. Будем обозначать данную пере-

становку через σs′.

Действие инициального конечного автомата на входные последовательности мож-
но описать с помощью бесконечного сбалансированного дерева [6]. Обозначим дере-

во, ассоциированное с действием автомата As, символом T (As).
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Обозначим через T (As, k) мультимножество состояний автомата A, где состоя-
ние s′ входит в T (As, k) ровно столько раз, со сколькими вершинами k-го яруса

(нумерация ярусов начинается с нуля) T (As) ассоциировано состояние s′.
Рассмотрим итерацию слова w ∈ Xk автоматным отображением fAs

. Пусть

fAs
(w) = w1, fAs

(fAs
(w)) = w2, . . . , f

m
As

(w) = w и m наименьшее из возможных (m
существует в силу биективности fAs

). Слова w, w1, w2, . . . , wm−1 описывают последо-
вательность вершин k-го яруса дерева T (As), возникающую при итерации слова w. С
данными вершинами T (As) связаны состояния sδ(s,w), sδ(s,w1), . . . sδ(s,wm−1) автомата A.

Составим кортеж из перестановок σδ(s,w), σδ(s,w1), . . . σδ(s,wm−1), ассоциирован-
ных с состояниями sδ(s,w), sδ(s,w1), . . . sδ(s,wm−1). Обозначим данный кортеж через
Ar(T (As), w), т. е. Ar(T (As), w) описывает то, как автомат As будет преобразовывать
(k + 1)-й символ последовательности w · a при её итерировании отображением fAs

.

Отметим, что если fAs
транзитивно на словах из X |w|, то в кортеже Ar(T (As), w)

будет ровно p|w| элементов.

Лемма 1. Автоматное отображение fAs
действует транзитивно на словах

длины k + 1, где k ∈ N, тогда и только тогда, когда одновременно выполняются
следующие условия:

1) fAs
действует транзитивно на словах длины k;

2) для любого слова w ∈ Xk композиция σδ(s,w1) ◦σδ(s,w2) ◦ . . .◦σδ(s,w
pk ) элементов

Ar(T (As), w) является одноцикловой перестановкой.

Доказательство. Обозначим σδ(s,w1) ◦ σδ(s,w2) ◦ . . . ◦ σδ(s,w
pk ) символом ψ. Тогда

∀ a ∈ X : f
pk

As
(w · a) = w · ψ(a).

Покажем достаточность. Пусть условие леммы выполняется, т. е. для слов дли-
ны k ∈ N отображение fAs

действует транзитивно и ψ есть одноцикловая переста-
новка множества X. Следовательно, если ψ есть одноцикловая перестановка X, то

f
pk·p
As

(w · a) = w · ψp(a) = w · a, т. е. fAs
действует транзитивно на словах длины k + 1.

Покажем необходимость. Пусть не выполняется первое условие леммы, тогда
отображение fAs

не действует транзитивно на словах длины k ∈ N, т. е. существует
такое число m ∈ N, что m mod pk 6= 0 и fm

As
(w) = w.

Возьмём символ a ∈ X и рассмотрим слово w ·a ∈ Xk+1. Тогда fm
As

(w ·a) = w ·ψ(a).
В силу того что m mod pk 6= 0, найдётся такое слово w′ ∈ Xk, для которого не
существует c ∈ N такого, что f c

As
(w) = w′. Следовательно, не существует d ∈ N

такого, что fd
As

(w ·a) = w′ ·a′, где a′ есть произвольный элемент X. Что противоречит

определению транзитивности на словах фиксированной длины.
Теперь пусть не выполняется второе условие леммы, т. е. ψ не является одно-

цикловой перестановкой (не выполняется второе условие леммы) для некоторого k.

Рассмотрим символы a, b ∈ X такие, что a 6= b, и пусть не существует такого числа
c ∈ N, что ψc(a) = b. Тогда для слова w · a ∈ Xk+1 не существует такого числа d ∈ N,
что fd

As
(w · a) = w · b. Следовательно, fAs

не транзитивно на словах длины k + 1. ¤

Из леммы 1 следует, что для проверки транзитивности автоматного отображения
требуется построение композиции элементов из Ar(T (As), w) для любого натураль-
ного k и для всех возможных слов w ∈ Xk. Это требование возникает в силу того,
что операция ◦ (композиции перестановок) в общем случае не коммутативна, т. е.

σ ◦ π 6= π ◦ σ.
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2. ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМА

Покажем, что существуют автоматы, для которых можно обойти описанные выше

ограничения на явное вычисление Ar(T (As), w).
Заметим, что для каждого простого p существует циклическая группа перестано-

вок 〈σ+(p)〉, где σ+(p) — образующий элемент группы и σ+(p) = (0, . . . , (p − 1)) [7].
Инициальные автоматы, где с каждым состоянием связана перестановка из 〈σ+(p)〉,
образуют группу ASp [8]. В качестве групповой операции используется последова-
тельное соединение автоматов. Стоит отметить, что AS2 совпадает с классом иници-
альных автоматов, определяющих биективные отображения на алфавите {0, 1}.

Важным является тот факт, что 〈σ+(p)〉 — абелева группа, т. е. операция ◦ для
перестановок из данной группы является коммутативной. Далее, используя свойство
коммутативности операции ◦ для перестановок из 〈σ+(p)〉, будет построен алгоритм
определения транзитивности для инициальных автоматов из групп ASp.

Тут и далее под автоматом будем понимать автомат из группы ASp.

Пусть автомат As действует транзитивно на словах длины k. Следовательно, во-
первых, количество элементов в кортеже Ar(T (As), w) будет ровно pk. Во-вторых,

Ar(T (As), w) будет являться некоторым упорядочиванием мультимножества переста-
новок, ассоциированных с состояниями из T (As, k). Более того, в силу коммутативно-
сти перестановок из 〈σ+(p)〉 композиции элементов из Ar(T (As), w) будут совпадать
для всех возможных w, т. е. композиция элементов Ar(T (As), w) будет однозначно
определяться мультимножеством T (As, k) и не будет зависеть от выбора w. Данный
факт имеет важное значение для построения алгоритма.

Чтобы показать, что некоторый автомат As действует транзитивно на словах дли-
ны k + 1, по лемме 1 нам необходимо знать, что As действует транзитивно на словах
длины k и проверить одноцикловость перестановок, порождаемых всеми возможны-
ми Ar(T (As), w), w ∈ Xk.

Достаточно проверить, что композиция перестановок (в произвольном порядке),
ассоциированных с состояниями из T (As, k), является одноцикловой. Построим ал-
горитм, который будет последовательно проверять одноцикловость перестановок, ас-

социированных с T (As, k).

Для построения данного алгоритма введём матрицы M и M̂ , а также векторы Vσ

и R. Использование данных объектов преследует две основные цели. Во-первых,
это получение критерия останова алгоритма. Во-вторых, представление автоматов
в матричном виде, являющемся более удобным для обработки вычислительными

устройствами.

2.1. Матрица M и векторы Vσ, R

Первой задачей, которую требуется решить, будет построение T (As, k).
По таблице переходов конечного автомата A построим матрицу смежности M

размерности n×n, где n — количество состояний в автомате A. С целью сопоставле-
ния строк и столбцов матрицы M с состояниями автомата A, пронумеруем состояния
автомата A числами от 1 до n и будем отождествлять i-е состояние автомата с i-й
строкой и i-м столбцом матрицы. Значения ячеек матрицы M вычисляются как мощ-

ности множеств {x | x ∈ X, δ(si, x) = sj}, где i — номер строки матрицы, j — номер
столбца матрицы.

Из построения M следует, что в ячейках матрицы Mk будет располагаться коли-

чество слов длины k, переводящих i-е состояние в j-е. i-я строка матрицы Mk будет
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полностью описывать набор состояний, достижимых из i-го за k шагов. M0 обозна-

чает единичную матрицу размерности n×n. Таким образом, i-я строка матрицы Mk

описывает T (Asi
, k).

Матрица Mk описывает лишь количество различных состояний, достижимых на

k-м шаге. Для проверки транзитивности необходимо определить перестановку, опи-

сываемую композицией перестановок, ассоциированных с состояниями из T (As, k).
Для решения данной задачи построим вектор Vσ следующим образом. Как

уже было отмечено выше, с состоянием si автомата связана некоторая пе-

рестановка τi из 〈σ+(p)〉. Следовательно, в силу цикличности группы 〈σ+(p)〉
τi = σ+(p)hi , hi = (0, . . . , p − 1). Сопоставим i-му элементу вектора Vσ число hi.

Rk = Mk × V T
σ , где i-й элемент есть степень перестановки σ+(p), получаемой при

композиции перестановок, ассоциированных с T (Asi
, k).

Например, VσB
= (1 0 1 0 1 0), (MB × V T

σB
)T = (1 0 1 0 1 2).

Таким образом, задача проверки транзитивности сводится к последовательному

сравнению с нулём значений i-х ячеек Rk, k > 1 для заданной вершины автомата.

Если i-я ячейка вектора Rk равняется нулю, то композиция соответствующих пере-

становок есть тождественная подстановка, что ведёт к неудовлетворению автоматом

с начальным состоянием si условию леммы 1 и, как следствие, отсутствию транзитив-

ности на словах длины k. Основной проблемой использования матрицы M является

тот факт, что количество попарно различных матриц Mk, где k ∈ N, — бесконечно.

2.2. Матрица M̂

Построим матрицу M̂ из M следующим образом. Каждой ячейке mij матрицы M

сопоставим ячейку m̂ij = mij mod p. Обозначим это как M̂ = M mod p. Также опре-

делим возведение M̂ в k-ю степень как M̂k =

(
M̂ × . . . × M̂︸ ︷︷ ︸

k

)
mod p.

Для степенных последовательностей вида A,A2, A3, . . . будем использовать обо-

значение Seq(A) = a1a2 . . ., где ai из Seq(A) равняется Ai.

Лемма 2. Пусть R̂k = M̂k × V T
σ . Тогда rk

i mod p = r̂k
i .

Доказательство. По построению rk
i =

n∑
j=1

mk
ij · V

T
σj
. Тогда

rk
i mod p = (

n∑

j=1

mk
ij · V

T
σj

) mod p =
n∑

j=1

(mk
ij · V

T
σj

mod p) mod p = r̂k
i .

Что и требовалось показать. ¤

Следствие. Для любого k ∈ N справедливо, что M̂k = Mk mod p.

Из построения матрицы M̂ следует оценка сверху общего числа попарно различ-

ных матриц, которые могут входить в Seq(M̂).
Для получения следующей оценки достаточно вспомнить формулу размещений с

повторениями.

Лемма 3. Количество попарно различных матриц M̂ для фиксированных p и

n конечно и равняется pn2

, где n — количество состояний автомата.
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Но тогда справедливо, что существуют числа d, c ∈ N такие, что M̂d = M̂ c·d. Дру-

гими словами, начиная с некоторого шага d, последовательность Seq(M̂) является

периодической. Следовательно, для проверки транзитивности достаточно найти пери-

од последовательности Seq(M̂) и проверить неравенство нулю i-го элемента каждого

вектора из Seq(R̂), соответствующих периоду и предпериоду Seq(M̂).

2.3. Общий ход алгоритма

Составим на основе представленных ранее результатов алгоритм проверки тран-

зитивности автомата Asi
.

Вход: Конечный автомат Asi
∈ ASp.

Выход: True, если отображение, связанное с Asi
, транзитивно. False в ином

случае.

1. Построить матрицу M̂ и вектор Vσ;

2. Если i-й элемент Vσ равен 0 — завершить работу и вернуть False;

3. Положим k = 1, L = ∅;

4. Если M̂k ∈ L, то завершить работу и вернуть True;

5. R̂k = M̂k × V T
σ ;

6. Если i-й элемент R̂k сравним с нулём по модулю p, то завершить работу и

вернуть False;

7. Добавить M̂k в L, увеличить k на 1;

8. Перейти к шагу 4.

Рассмотрим принцип работы представленного алгоритма.

На шаге 2 производится проверка того, что автомат Asi
действует транзитивно

на словах длины 1. Если это не так, то выводится False.

Шаги с 4-го по 8-й производят последовательную проверку того, что автомат Asi

действует транзитивно на словах длины 2, 3, . . .. Для этого используется критерий

из леммы 1 с уточнениями из параграфа 2. Действительно, на каждой итерации по

4–8 шагам, производится построение вектора R̂k и проверка того, что i-й элемент R̂k

не равен 0. Если же i-й элемент R̂k равен нулю, что соответствует случаю, когда

композиция перестановок, порождаемая T (As, k), есть тождественная подстановка на
X, то алгоритм возвращает False.

Если же алгоритм возвращает True, то это означает, что найдено такое k, что

матрица M̂k уже была встречена ранее, т. е. найден период и предпериод последова-

тельности Seq(M̂). Следовательно, для каждого элемента из Seq(R̂) мы проверили,

что i-й элемент не равен нулю.

В описанном алгоритме происходит определение свойства транзитивности сра-

зу для всех инициальных автоматов, определяемых автоматом A. Если же интерес

представляет какое-либо конкретное состояние автомата, тогда имеет смысл исполь-

зовать вместо всей матрицы M̂ только i-ю строку M̂ . Это значительно сокращает

количество арифметических операций, требуемых для выполнения одного прохода

по 4–8 шагам алгоритма.
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3. ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ

После формализации общего хода алгоритма перейдём к уточнению оценки слож-
ности. Как следует из описания, каждый проход алгоритма по 4–8 шагам имеет по-
линомиальную сложность, так как выполняется умножение матриц фиксированной
размерности (относительно количества состояния автомата), а умножение матриц,
как известно, имеет полиномиальную сложность.

Следовательно, основным вопросом, на котором стоит остановиться подробнее,
является количество проходов алгоритма по шагам 4–8. Оно не превышает числа pn2

.
Данная оценка является достаточно грубой и может быть улучшена.

3.1. Экспериментальная оценка

В целях оценки числа требуемых умножений матриц были проведены числен-
ные эксперименты. При проведении каждого эксперимента использовался фиксиро-
ванный класс автоматов, определяемый числом состояний автомата — n и числом
входных и выходных символов автомата — p. В ходе экспериментов для каждой из

матриц M̂ производилось вычисление количества умножений матриц до останова ал-
горитма. Результаты экспериментов представлены в таблице. Оказалось, что оценка
числа умножений, представленная в лемме 3, не достигается на практике.

Количество матриц M̂ и среднее число умножений

до останова алгоритма

p n Число матриц M̂

Среднее число умно-

жений до останова

алгоритма

2 2 4 1

2 3 64 1.9375

2 4 4096 3.17041

2 5 1048567 4.88959

3 2 9 1.44444

3 3 729 3.631

3 4 531441 7.72993

5 2 25 2.52

5 3 15625 8.61779

3.2. Теоретическая оценка

Обозначим через mk
i i-ю строку матрицы Mk. На шестом шаге алгоритма произ-

водится проверка значения rk
i . Притом, что

rk
i = (m̂k−1

i1 . . . m̂k−1
im ) × M̂ × V T

σ ,

т. е. для вычисления rk
i достаточно знать i-ю строку матрицы M̂k−1. Тогда про-

верку совпадения M̂k с одной из матриц M̂, . . . , M̂k−1 можно проводить незави-
симо для каждой из строк. Другими словами, достаточно проверять не совпаде-

ние матрицы M̂k с одной из предыдущих матриц, а совпадение m̂k
i со строками

m̂i, m̂
2
i , . . . , m̂

k−1
i .
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Лемма 4. Максимальное число умножений, требуемое для останова алгорит-
ма, ограниченно сверху числом pn.

В таком случае интерес представляют возможные значения i-й строки матриц

из Seq(M̂k). Пусть ek
i (M̂) =

n∑
j=1

m̂k
ij.

Лемма 5. Для любой матрицы M̂ справедливо, что

ek
i (M̂) mod p = 0, i ∈ 1, n, k > 0. (1)

Доказательство. Проведём доказательство по индукции. Для k = 1 утверждение

леммы справедливо по построению M̂ .
Пусть для m̂k

i условие леммы выполняется, где k > 1.

Рассмотрим m̂k+1
i = m̂k

i · M̂ mod p. Из определения M̂k+1 и свойств операции

умножения матриц получаем, что

m̂k+1
ij = (m̂k

i1 · m̂1j + m̂k
i2 · m̂2j + . . . + m̂k

in · m̂nj) mod p.

Выразим ek+1
i (M̂) mod p через m̂k

i и e1
1(M̂), . . . e1

n(M̂):

ek+1
i (M̂) =

n∑

j=1

m̂k+1
ij =

= m̂k
i1 (m̂11 + . . . + m̂1n)︸ ︷︷ ︸

e1

1
(M̂)

mod p + . . . + m̂k
in (m̂n1 + . . . + m̂nn)︸ ︷︷ ︸

e1
n(M̂)

mod p =

=
n∑

j=1

(
m̂k

ij · e
j
1(M̂) mod p

)
.

В силу того что для любого j ∈ 1, n e1
j(M̂) mod p = 0, имеем ek+1

i (M̂) mod p = 0. ¤

Теорема 2. Максимальное число умножений матриц, требуемое для останова
алгоритма, ограниченно сверху числом pn−1 − 1.

Доказательство. Покажем справедливость теоремы по индукции числа состоя-
ний автомата.

Следует отметить тот факт, что в силу построения матриц M̂ элементами Seq(M̂)
могут быть только матрицы, удовлетворяющие условию (1).

Равенству (1) удовлетворяет только нулевая матрица M̂ для n = 1, что соответ-

ствует утверждению теоремы. Действительно, нулевой вектор m̂k
i даст (в результате

умножения M̂k × V T
σ ) нулевое значение r̂k

i , что приведёт к останову алгоритма без
проверки повтора матрицы.

Пусть для некоторого n > 1 условие теоремы справедливо. Покажем, что утвер-
ждение теоремы справедливо и для автомата с n + 1 состояниями.

Возьмём произвольный вектор v = (x1 x2 . . . xn), удовлетворяющий условию (1)
и составим вектор v′ = (x1 x2 . . . ((xn + p−xn+1) mod p) xn+1), xn+1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}
путём добавления (n + 1)-го элемента. Тогда справедливо, что xi ∈ {0, . . . , p − 1},
где i ∈ 1, n + 1.
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Заметим, что имеет смысл рассмотрение только одного варианта добавления эле-
мента (с точки зрения позиции добавления), так как в силу произвола выбора v

данным способом можно получить все возможные вектора длины n + 1, удовлетво-
ряющие условию (1).

Покажем, что сумма элементов v′ кратна p.

Пусть xn + (p − xn+1) < p, тогда
n+1∑
i=1

x′
i = p +

n∑
i=1

xi. Следовательно, сумма элемен-

тов v′ кратна p.

Пусть xn + (p − xn+1) > p. Тогда

((xn + p − xn+1) mod p + xn+1(mod p)) mod p =

= (xn + (p − xn+1) + xn+1) mod p = xn.

Следовательно, сумма элементов вектора v′ равна сумме элементов вектора v.

Таким образом, перебирая все pn−1 (включая нулевой) векторов v, получаем, что
для каждого вектора имеется ровно p вариантов расширения длины. Тогда коли-
чество различных векторов v′ равняется pn, что при вычитании нулевого вектора
удовлетворяет условию теоремы. ¤

Полученная в теореме 2 оценка числа умножений была достигнута на практике
и является точной верхней границей количества умножений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленный в статье алгоритм, несмотря на его экспоненциальную слож-
ность, может представлять практический интерес с той точки зрения, что его тру-
доёмкость не зависит от длины входных слов. Следовательно, представленный алго-
ритм можно с успехом применять для проверки транзитивности автоматного отобра-
жения в случаях, когда входные слова могут иметь значительные длины или когда
заранее не известны требуемые длины входных слов.
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The paper deals with a question of determining the property of transitivity for mappings defined by finite

automata. A criterion of transitivity for mappings defined by finite automata on the words of finite length in

terms of finite automata and trees of deterministic functions is presented. It is shown that for finite automata

from groups ASp an algorithm can be constructed for checking transitivity. To prove this fact some properties

of Abelian groups of permutations are used. Based on these results a matrix algorithm is constructed for

checking transitivity of mappings associated with initial automata from groups ASp. The special feature of

this algorithm is its independence from lengths of the considered words. Results of numerical experiments

and the upper bound of complexity of the algorithm are presented.
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