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С. И. Митрохин. Многоточечные дифференциальные операторы

МАТЕМАТИКА
УДК 517.926

МНОГОТОЧЕЧНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
ОПЕРАТОРЫ: «РАСЩЕПЛЕНИЕ» КРАТНЫХ
В ГЛАВНОМ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

С. И. Митрохин

Митрохин Сергей Иванович, кандидат физико-математических на-

ук, доцент, старший научный сотрудник, Научно-исследовательский

вычислительный центр Московского государственного университета

имени М. В. Ломоносова, Россия, 119991, Москва, Ленинские горы, 1,

стр. 4, mitrokhin-sergey@yandex.ru

В статье изучается краевая задача для дифференциального опера-

тора восьмого порядка с суммируемым потенциалом. Граничные усло-

вия краевой задачи являются многоточечными. Выведено интеграль-

ное уравнение для решений дифференциального уравнения, зада-

ющего изучаемый дифференциальный оператор. Получены асимпто-

тические формулы и оценки для решений соответствующего диффе-

ренциального уравнения при больших значениях спектрального пара-

метра. Изучая граничные условия, выведено уравнение на собствен-

ные значения в виде определителя четвёртого порядка. С помощью

свойств определителей и асимптотическихформул для решений диф-

ференциального уравнения изучается асимптотическое поведение

корней уравнения на собственные значения оператора. Коэффици-

енты граничных условий изучаемой краевой задачи подобраны таким

образом, что основное приближение уравнения на собственные значе-

ния оператора имеет два корня кратности три. Подробно изучена ин-

дикаторная диаграмма уравнения на собственные значения. Изучая

один из секторов индикаторной диаграммы, выведена асимптотика

собственных значений изучаемого оператора. Показано, что кратные
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим краевую задачу для дифференциального оператора восьмого порядка,
задаваемого дифференциальным уравнением вида

y(8)(x) + q(x)y(x) = λa8y(x), 0 6 x 6 π, a > 0, (1)

с многоточечными граничными условиями:

y′(0) = y(3)(0) = y(5)(0) = y(7)(0) = 0,

y(2m−1)(π) = β2m−1,1y
(2m−1)

(π

3

)
+ β2m−1,2y

(2m−1)

(
2π

3

)
, m = 1, 2, 3, 4,

β2m−1,1 ∈ C, β2m−1,2 ∈ C,

(2)

с дополнительным условием на коэффициенты граничных условий:

β11 + β31 + β51 + β71 = 12, β12 + β32 + β52 + β72 = 0. (3)

При этом потенциал q(x) предполагается суммируемой функцией на отрезке [0; π]:

q(x) ∈ L1[0; π] ⇔
(∫ x

0

q(t)dt

)′

x

= q(x) (4)

почти всюду на отрезке [0; π].

1. ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР

Изучение спектральной теории дифференциальных операторов идет в направле-
нии снижения гладкости коэффициентов дифференциальных уравнений, задающих
эти операторы. Сначала коэффициенты (а также и потенциалы) были бесконечно

гладкими [1–3]. Затем гладкость коэффициентов постепенно снижалась до одного–
двух раз дифференцируемости и до непрерывности [4–6]. Потом коэффициенты диф-
ференциальных уравнений стали кусочно-непрерывными функциями. В работе [7]
была изучена сходимость разложений по собственным функциям в точках разрыва
коэффициентов дифференциального оператора. В работе [8] были получены регуля-

ризованные следы для дифференциального оператора с разрывными коэффициента-
ми. Обратная спектральная задача с кусочно-гладким потенциалом была решена в
работе [9]. Спектральные свойства операторов не только с разрывными коэффици-
ентами, но и с разрывной весовой функцией исследованы автором в работе [10]. В
работе [11] приведены примеры изоспектральных операторов с разрывными коэффи-
циентами.

Случай суммируемого потенциала для оператора Штурма–Лиувилля впервые
изучен в работах [12, 13]. Была получена асимптотика любого порядка собственных

значений и собственных функций для оператора Штурма–Лиувилля с суммируемым
потенциалом. Аналогичные результаты для дифференциальных операторов четверто-
го и шестого порядков получены автором в работах [14, 15]. В работе [16] изучены
спектральные свойства оператора 2-го порядка с суммируемым потенциалом и глад-
кой весовой функцией. Отметим, что с возрастанием порядка оператора сложность

выкладок возрастает многократно.
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2. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ (1) ПРИ λ → ∞
Пусть λ = s8, s = 8

√
λ, причем зафиксируем ту ветвь арифметического корня 8-й

степени, для которой 8
√

1 = +1.
Пусть wk (k = 1, 2, . . . , 8) — различные корни 8-й степени из единицы:

w8
k = 1, wk = e

2πi
8

(k−1), k = 1, 2, . . . , 8,

w1 = 1, w2 =

√
2

2
(1 + i), w3 = i, w4 =

√
2

2
(−1 + i),

wn+4 = −wn, n = 1, 2, 3, 4.

(5)

Числа wk из (5) удовлетворяют следующим соотношениям:

8∑

k=1

wp
k = 0, p = 1, 2, . . . , 7,

8∑

k=1

wp
k = 8, p = 0, p = 8. (6)

С помощью метода вариации постоянных доказывается следующая теорема.

Теорема 1. Решение y(x, s) дифференциального уравнения (1) является реше-

нием интегрального уравнения Вольтерры:

y(x, s) =
8∑

k=1

Cke
awksx − 1

8a7s7

8∑

k=1

wke
awksxfk(x, s),

fk(x, s) =

∫ x

0

q(t)e−awksty(t, s)dt, k = 1, 2, . . . , 8. (7)

Проверить справедливость теоремы 1 можно непосредственным образом: по свой-
ству (4) для fk(x, s) из (7) следует формула

(fk(x, s))′x = q(x)e−awksxy(x, s).

Используя эту формулу, находим y′(x, s), y′′(x, s), . . . , y(8)(x, s) (с использовани-
ем свойства (6)), подставляем в уравнение (1), убеждаемся в выполнении верного

равенства.
Решая интегральное уравнение (7) методом последовательных приближений Пи-

кара, получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Общее решение дифференциального уравнения (1) представляется
в виде

y(m)(x, s) =
8∑

k=1

Cky
(m)
k (x, s), y(0)(x, s) = y(x, s), m = 0, 1, 2, . . . , 7, (8)

где Ck (k = 1, 2, . . . , 8) — произвольные постоянные,

yk(x, s) = eawksx − A0
7k(x, s)

8a7s7
+ O

(
e| Im s|ax

s14

)
, k = 1; 8 (k = 1, 2, . . . , 8); (9)

y
(m)
k (x, s) = (as)m

{
wm

k eawksx − Am
7k(x, s)

8a7s7
+ O

(
e| Im s|ax

s14

)}
, k = 1; 8, m = 1; 7; (10)

Математика 7



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2017. Т. 17, вып. 1

A7k(x, s) = w1e
aw1sx

∫ x

0

q(t)ea(wk−w1)stdtak1 + w2e
aw2sx

∫ x

0

q(t)ea(wk−w2)stdtak2 + · · ·+

+w8e
aw8sx

∫ x

0

q(t)ea(wk−w8)stdtak8, k = 1; 8; (11)

Am
7k(x, s) =

8∑

p=1

wpw
m
p eawpsx

(∫ x

0

. . .

)

akp

, k = 1; 8, m = 1; 7. (12)

При выводе формул (8)–(12) мы считали, что выполняются следующие начальные
условия:

A0
7k(0, s) = 0, Am

7k(0, s) = 0,

yk(0, s) = 1, y
(m)
k (0, s) = amwm

k sm, y(0, s) =
8∑

k=1

Ck · 1,

y(m)(0, s) =
8∑

k=1

Ckw
m
k amsm, k = 1; 8, m = 1; 7. (13)

Асимптотические оценки формул (9)–(12) получаются аналогично оценкам работ [17,
гл. 2; 18, гл. 2; 19].

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ (2)

Применяя формулы (8)–(10), (13), из первых четырех граничных условий (2)
находим:

y(2m−1)(0) = 0, m = 1, 2, 3, 4 ⇔
8∑

k=1

Cky
(2m−1)
k (0, s) = 0 ⇔

⇔
8∑

k=1

Ckw
2m−1
k a2m−1s2m−1 = 0, m = 1, 2, 3, 4.

Применяя свойства (5), (6), из этих равенств получаем: Ck+4 = Ck, k = 1, 2, 3, 4.
Поэтому формула (8) принимает следующий вид:

y(m)(x, s) =
4∑

k=1

Ck[y
(m)
k (x, s) + y

(m)
k+4(x, s)], m = 1; 7. (14)

Подставляя формулы (14) в последние четыре граничные условия (2), имеем:

y(2m−1)(π, s) = β2m−1,1y
(2m−1)

(π

3
; s

)
+ β2m−1,2y

(2m−1)

(
2π

3
; s

)
, m = 1, 2, 3, 4 ⇔

⇔
4∑

k=1

Ck[y
(2m−1)
k (π, s) + y

(2m−1)
k+4 (π, s)] − β2m−1,1

[
y

(2m−1)
k

(π

3
, s

)
+ y

(2m−1)
k+4

(π

3
, s

)]
−

−β2m−1,2

[
y

(2m−1)
k

(
2π

3
, s

)
+ y

(2m−1)
k+4

(
2π

3
, s

)]
= 0, m = 1, 2, 3, 4. (15)

Однородная система (15) (из четырех уравнений с четырьмя неизвестными C1, C2,

C3, C4) имеет ненулевые решения

(
4∑

k=1

C4
k 6= 0

)
только тогда, когда ее определитель

равен нулю. Поэтому справедлива следующая теорема.
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Теорема 3. Уравнение на собственные значения дифференциального операто-
ра (1)–(4) имеет следующий вид:

g(s) = ‖gmn(s)‖4
m,n=1 = 0, (16)

gmn(s) = [y(2m−1)
n (π, s) + y

(2m−1)
n+4 (π, s)] − β2n−1,1

[
y(2m−1)

n

(π

3
, s

)
+ y

(2m−1)
n+4

(π

3
, s

)]
−

−β2m−1,2

[
y(2m−1)

n

(
2π

3
, s

)
+ y

(2m−1)
n+4

(
2π

3
, s

)]
, m, n = 1, 2, 3, 4. (17)

Применяя формулы (9), (10), разложим по столбцам определитель f(s) из (16),
(17) на сумму определителей, преобразуем g(s) к следующему виду:

g(s) = g0(s) −
g7(s)

8a7s7
+ O

(
1

s14

)
= 0; (18)

g0(s) = ‖gnm,0(s)‖4
n,m=1,

gnm,0(s) = w2n−1
m {[z3wm − z−3wm ] − β2n−1,1[z

wm − z−wm ] − β2n−1,2[z
2wm − z−2wm ]},

n,m = 1, 2, 3, 4, z = ea π
3
s 6= 0;

(19)

g7(s) =
4∑

k=1

g7,k(s), (20)

при этом определители g7,k(s) (k = 1, 2, 3, 4) получаются из определителя g0(s) из (19)
заменой k-го столбца на столбец

(g7k,1k(s); g7k,2k(s); g7k,3k(s); g7k,4k(s))
∗,

где

g7k,nk(s) = [A2n−1
7k (π, s) + A2n−1

7,k+4(π, s)] − β2n−1,1

[
A2n−1

7k

(π

3
, s

)
+ A2n−1

7,k+4

(π

3
, s

)]
−

−β2n−1,2

[
A2n−1

7k

(
2π

3
, s

)
+ A2n−1

7,k+4

(
2π

3
, s

)]
, k, n = 1, 2, 3, 4. (21)

Основное приближение уравнения (18)–(21) имеет вид g0(s) = 0, где g0(s) —
определитель четвертого порядка, поэтому g0(s) представляется в виде

g0(s) =
∑

k

Dkz
Mk , z = ea π

3
s 6= 0,

Mk = δ1kw1 + δ2kw2 + δ3kw3 + δ4kw4, δnk ∈ {±1,±2,±3}, n = 1, 2, 3, 4,

(22)

Dk — некоторые числа.
Индикаторная диаграмма [20, гл. 12] (т. е. выпуклый многоугольник, который

образуют показатели экспонент, входящих в (22)) уравнения (22) представляет со-

бой правильный восьмиугольник R1R2 . . . R8, вершины которого имеют координаты
R1(3w1 + 3w2 + 3w3 + 3w8), R2(3w1 + 3w2 + 3w3 + 3w4), R3(3w2 + 3w3 + 3w4 + 3w5), . . . ,
R7(3w6 + 3w7 + 3w8 + 3w1), R8(3w7 + 3w8 + 3w1 + 3w2), числа wk заданы формула-
ми (5), (6).
При этом на границах этого восьмиугольника находятся точки, делящие границы

отрезков на шесть равных частей. Например, на отрезке [R1; R2] находятся точки
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R12(V1 − 2w4), R13(V1 −w4), R15(V1 + w4), R16(V1 + 2w4), V1 = 3w1 + 3w2 + 3w3, точки
R14(V1) среди показателей экспонент {Mk} из (22) нет. На отрезке [R8; R1] находятся
точки R82(V8 − 2w3), R83(V8 −w3), R85(V8 + w3), R86(V8 + 2w3), V8 = 3w8 + 3w1 + 3w2,
точки R84(V8) среди множества {Mk} из (22) нет.

Из общей теории нахождения корней квазиполиномов вида (18)–(21), а также (22)
(см. [6, 20]), следует, что корни уравнения (18)–(21) находятся в восьми секторах
бесконечно малого раствора, биссектрисы которых являются серединными перпенди-
кулярами к сторонам восьмиугольника, т. е. перпендикулярами к отрезкам [R1; R2],
[R2; R3], . . . , [R8; R1].

4. ИССЛЕДОВАНИЕ СЕКТОРА ИНДИКАТОРНОЙ ДИАГРАММЫ,
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОГО ОТРЕЗКУ [R1; R2]

Чтобы изучить асимптотику корней уравнения (18)–(21) в секторе [R1; R2] инди-
каторной диаграммы, необходимо в этом уравнении (а также и в уравнении g0(s) = 0
из (22)) оставить только те экспоненты, показатели которых соответствуют точ-
кам, находящимся на этом отрезке, т. е. точкам R1, R12, R13, R15, R16, R2. Подставляя
формулы (11), (12) в уравнение (18)–(21), проведем необходимые преобразования и
упрощения, в результате докажем следующую теорему.

Теорема 4. Уравнение на собственные значения дифференциального операто-
ра (1)–(4) в секторе [R1; R2] имеет вид:

g1(s) = g0,1(s) −
g7,1(s)

8a7s7
+ O

(
1

s14

)
= 0, (23)

g01(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1z
3w1 w2z

3w2 w3z
3w3 h14

w3
1z

3w1 w3
2z

3w2 w3
3z

3w3 h24

w5
1z

3w1 w5
2z

3w2 w5
3z

3w3 h34

w7
1z

3w1 w7
2z

3w2 w7
3z

3w3 h44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (24)

hm4 = w2m−1
4 [z3w4 − z−3w4 ] − β2m−1,1[z

w4 − z−w4 ] − β2m−1,2[z
2w4 − z−2w4 ], (25)

m = 1, 2, 3, 4,

g7,1(s) =
4∑

k=1

g7,1,k(s), (26)

определители g7,1,k(s) (k = 1, 2, 3) получаются из определителя g0,1(s) из (24),
(25) заменой k-го столбца на столбец

(uk1; uk2; uk3; uk4)
∗,

ukm = wkw
2m−1
k z3wk

(∫ π

0

. . .

)

ak1

+ wkw
2m−1
k z3wk

(∫ π

0

. . .

)

a,k+4,1

+ ¯̄o(1),

m = 1, 2, 3, 4;

определитель g7,1,4(s) получается из определителя g0,1(s) из (24), (25) заменой
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четвертого столбца на столбец

(p14; p24; p34; p44)
∗,

pm4 = Vm(π) − β2m−1,1Vm

(π

3

)
− β2m−1,1Vm

(
2π

3

)
,

Vm(c) = w4w
2m−1
4 z

3c
π

w4

(∫ c

0

. . .

)

a44

+ w8w
2m−1
8 z

−3c
π

w4

(∫ c

0

. . .

)

a48

+

+w4w
2m−1
4 z

3c
π

w4

(∫ c

0

. . .

)

a84

+ w8w
2m−1
8 z

−3c
π

w4

(∫ c

0

. . .

)

a88

,

w8 = −w4, m = 1, 2, 3, 4.

(27)

Вычисляя необходимые определители, используя формулы (5), (6), (11), (12), сде-
лаем необходимые преобразования, приведем уравнение (23)–(27) к следующему ви-
ду:

g1(s) = h0,1(s) −
w4

8a7s7
h7,1(s) + O

(
1

s14

)
= 0, (28)

h0,1(s) = 4[z3w4 − z−3w4 ] −
4∑

m=1

β2m−1,1[z
w4 − z−w4 ] −

4∑

m=1

β2m−1,2[z
2w4 − z−2w4 ], (29)

h7,1(s) = 4H(π) −
4∑

m=1

β2m−1,1H
(π

3

)
−

4∑

m=1

β2m−1,2H

(
2π

3

)
, (30)

H(c) = z
3c
π

w4

(∫ c

0

. . .

)

a44

+ z
−3c

π
w4

(∫ c

0

. . .

)

a48

+

+z
3c
π

w4

(∫ c

0

. . .

)

a84

+ z
−3c

π
w4

(∫ c

0

. . .

)

a88

, (31)

при этом из условия (3) следует, что

4∑

m=1

β2m−1,1 = 12,
4∑

m=1

β2m−1,2 = 0.

Основное приближение уравнения (28)–(31) имеет вид

h0,1(s) = 0
(3)⇔ 4[z3w4 − z−3w4 ] − 12[zw4 − z−w4 ] = 0 ⇔

⇔ z6w4 − 3z4w4 + 3z2w4 − 1 = 0 ⇔ (zw4 − 1)3(zw4 + 1)3 = 0. (32)

Уравнение (32) имеет два корня: x1 = x2 = x3 = 1 (кратности 3) и x4 = x5 = x6 =
= −1 (кратности 3), x = zw4. Таким образом, в случае граничных условий (2), (3)
мы изучаем случай так называемых «кратных в главном собственных значений».

В случае x = 1 имеем:

zw4 = 1 ⇔ ea π
3
w4s = 1 = e2πik ⇔ sk,1,осн =

6ik

aw4

, k ∈ Z. (33)

В формуле (33) индекс 1 означает, что мы рассматриваем сектор 1) индикаторной
диаграммы, биссектриса которого перпендикулярна отрезку [R1; R2], индекс «осн»
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означает, что мы нашли основное приближение корней уравнения (28)–(31), крат-
ность этих корней равна трем, поэтому общее асимптотическое разложение корней

уравнения (28)–(31) будет идти по дробным степеням k. Справедлива следующая
теорема.

Теорема 5. Асимптотика собственных значений дифференциального опе-

ратора (1)–(4) в секторе 1, соответствующих корням x1 = x2 = x3 = 1
(кратности 3) уравнения (32) имеет следующий вид:

sk,1,m =
6i

aw4

[k + D1m],

D1m =
d1k,1,m

k7/3
+

d2k,1,m

k14/3
+

d3k,1,m

k21/3
+ O

(
1

k28/3

)
, m = 1, 2, 3, k ∈ Z. (34)

Для доказательства теоремы 5 необходимо доказать, что коэффициенты d1k,1,m,
d2k,1,m, d3k,1,m, . . . разложения (34) вычисляются единственным образом.

Применяя формулы Маклорена, находим:

z±nw4

∣∣∣∣
sk,1,m

= e±a π
3
nw4s

∣∣∣∣
sk,1,m

(34)
= e±2πine±2πinD1m =

= 1

[
1 ± (2πin)D1m +

(2πin)2

2
D2

1m ± (2πin)3

6
D3

1m +
(2πin)4

24
D4

1m±

±(2πin)5

120
D5

1m + O(D6
1m)

]
, n = 1, 2, 3. (35)

Подставляя формулы (34), (35) в уравнение (28)–(31), учтем условие (3) на ко-
эффициенты граничных условий (2), сделаем необходимые преобразования, увидим,
что коэффициенты при D1m, D2m, D4m равны нулю, коэффициент при D3

1m равен
(−256π3i), коэффициент при D5

1m равен 512π5i, в результате получим:

(−256π3i)

[
d3

1k,1,m

k21/3
+

3d2
1k,1,md2k,1,m

k28/3
+

3d2
1k,1,md3k,1,m

k35/3
+

3d1k,1,md2
2k,1,m

k35/3
+ O

(
1

k42/3

)]
+

+512π5i

[
d5

1k,1,m

k35/3
+ O

(
1

k42/3

)]
− w4

8a7

a7w7
4i

67

1

k7

(
1 + O

(
1

k10/3

)]
h7,1(s)

∣∣∣∣
sk,1,m

+

+O

(
1

k14

)
= 0. (36)

Для нахождения асимптотики величины h7,1(s)|sk,1,m
из (36), (30), (31) восполь-

зуемся формулами (11), (12), (34):

[
z−nw4

(∫ πn/3

0

. . .

)

a48

+ znw4

(∫ πn/3

0

. . .

)

a84

] ∣∣∣∣
sk,1,m

=

=

[
e−a π

3
nw4s

∫ πn/3

0

q(t) exp[a(w4 − w8)st]dta48+

+ea π
4
nw4s

∫ πn/3

0

q(t) exp(−2aw4st)dta84

] ∣∣∣∣
sk,1,m

=
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= 2

∫ πn/3

0

q(t) cos[12kt + 12tD1m − 2πkn − 2πD1mn]dtmn, n,m = 1, 2, 3; (37)

(∫ b

0

. . .

)

a44

=

(∫ b

0

. . .

)

a88

=

∫ b

0

q(t)dta44, (38)

cos[12kt + (12t − 2πn)M1m] = cos(12kt) − d1k,1,m

k7/3
(12t − 2πn) sin(12kt)−

−d2k,1,m

k14/3
(12t − 2πn) sin(12kt) −

d2
1k,1,m

2k14/3
(12t − 2πn)2 cos(12kt)+

+O

(
1

k21/3

)
, n = 1, 2, 3. (39)

Подставим формулы (37)–(39) в уравнение (36) и приравняем коэффициенты при
одинаковых степенях k. При k−7 = k−21/3 имеем:

(−256π3i)d3
1k,1,m =

i

8 · 67

{ [
8

(∫ π

0

. . .

)

a44

− 24

(∫ π/3

0

. . .

)

a44

]
+

+

[
8

(∫ π

0

. . .

)

m1

− 24

(∫ π

0

. . .

)

m1

]}
,

(∫ b

0

. . .

)

m1

=

∫ b

0

q(t) cos(12kt)dtm1,

(∫ b

0

. . .

)

a44

=

∫ b

0

q(t)dta44, m = 1, 2, 3,

откуда находим

d1k,1,m = − 1

288π

1
3
√

3
(

3
√

1)m

[(∫ π

0

. . .

)

m2

− 3

(∫ π/3

0

. . .

)

m2

]
,

(
3
√

1)m = e
2πi
3

(m−1), m = 1, 2, 3,
(∫ b

0

. . .

)

m2

=

∫ b

0

q(t)[1 − cos(12kt)]dtm2.

(40)

Формула (40) показывает, что произошло «расщепление» кратных в главном соб-
ственных значений sk,1,осн из (33) (кратности 3) на три однократные серии sk,1,m

(m = 1, 2, 3) из (34), при этом коэффициенты d1k,1,m (m = 1, 2, 3) определены в (40).
Приравнивая в (36)–(39) коэффициенты при k−28/3, выводим

d2k,1,m =
1

768π3

1

67

1

d1k,1,m

[∫ π

0

q(t)(12t − 6π) sin(12kt) dt−

−3

∫ π/3

0

q(t)(12t − 2π) sin(12kt)dt

]
, d1k,1,m 6= 0. (41)

Приравнивая в (36)–(39) коэффициенты при k−35/3, получим уравнение, из кото-

рого можно однозначно найти коэффициенты d3k,1,m в случае, если d1k,1,m 6= 0.
Получение формул (40), (41) завершает доказательство теоремы 5.

Теорема 6. Асимптотика собственных значений дифференциального опера-

тора (1)–(4) в секторе 1), соответствующих корням x4 = x5 = x6 = −1

Математика 13
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(кратности 3) уравнения (32), имеет вид

s̃k,1,m =
6i

aw4

[
k̃ + D̃1m

]
,

D̃1m =
d̃1k,1,m

k̃7/3
+

d̃2k,1,m

k̃14/3
+ O

(
1

k̃21/3

)
,

k̃ = k +
1

2
, k ∈ Z, m = 4, 5, 6.

(42)

Доказательство теоремы 6 аналогично доказательству теоремы 5:

x = −1 ⇔ ea π
3
w4s = −1 = e2πikeπi ⇔ sk,1,m,осн =

6ik̃

aw4

, k̃ = k +
1

2
, k ∈ Z,

кратность корня равна трем. Значит (см. [20–22]), асимптотику собственных значе-
ний, соответствующих корню x = −1, надо искать в виде (42). Проведя вычисления,
аналогичные вычислениям при выводе формул (35)–(41), убедимся в том, что коэф-
фициенты d̃1k,1,m и d̃2k,1,m, . . . формулы (42) находятся единственным образом, при
этом имеем:

d̃1k,1,m = − 1

288π

1
3
√

3
(

3
√

1)m

[(∫ π

0

. . .

)

m3

− 3

(∫ π/3

0

. . .

)

m3

]
,

(
3
√

1)m = e
2πi
3

(m−1), m = 4, 5, 6,
(∫ b

0

. . .

)

m3

=

∫ b

0

q(t)[1 − cos(12k̃t)]dtm3;

(43)

d̃2k,1,m = − 1

768π3

1

67

1

d̃1k,1,m

[∫ π

0

q(t)(12t − 6π) sin(12k̃t) dt−

−3

∫ π/3

0

q(t)(12t − 2π) sin(12k̃t) dt

]
, k ∈ Z, m = 4, 5, 6. (44)

В секторах 2–8 (биссектрисы которых перпендикулярны отрезкам [R2; R3],
[R3; R4], . . . , [R8; R1]) индикаторной диаграммы справедливы следующие утвержде-
ния.

Теорема 7. Асимптотика собственных значений дифференциального опера-

тора (1)–(4) в секторах 2), 3), . . . , 8) индикаторной диаграммы, соответству-

ющих корням x = 1 (кратности 3) и x = −1 (кратности 3) уравнения (32),
удовлетворяет следующему закону:

1) sk,2,m = sk,1,me
2πi
8 , sk,3,m = sk,2,me

2πi
8 = sk,1,me

4πi
8 , . . . , sk,n,m = sk,1,me

πi
4

(n−1),

n = 1, 2, . . . , 8, λk,n,m = s8
k,n,m, k ∈ Z, m = 1, 2, 3; (45)

(46)

s1,k,m заданы формулами (34), (40), (41);

2) s̃k,2,m = s̃k,1,me
2πi
8 , s̃k,3,m = s̃k,2,me

2πi
8 = s̃k,1,me

4πi
8 , . . . , s̃k,n,m = s̃k,1,me

πi
4

(n−1),

n = 1, 2, . . . , 8, λ̃k,n,m = s̃8
k,n,m, k ∈ Z, m = 4, 5, 6, (47)

s̃k,1,m определены формулами (42)–(44).

С помощью формул (45), (47) можно в каждом из секторов индикаторной диа-

граммы изучить асимптотику собственных функций оператора (1)–(4).
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Multipoint Differential Operators: „Splitting“ of the Multiple in Main Eigenvalues

S. I. Mitrokhin

Sergei I. Mitrokhin, Lomonosov Moscow State University, Research Computing Center, 1, building 4, Lenin-

skiye Gory, 119991, Moscow, Russia, mitrokhin-sergey@yandex.ru

We study the boundary value problem for the differential operator of the eighth order with a summable

potential. The boundary conditions of the boundary value problem are multipoint. We derived the integral

equation for solutions of differential equation which define the studied differential operator. The asymptotic

formulas and estimates for the solutions of the corresponding differential equation for large values of the

spectral parameter are obtained. By studying the boundary conditions, the equation for the eigenvalues

as the determinant of the fourth order is derived. By using the properties of determinants and asymptotic

formulas for solutions of differential equation we study the asymptotic behavior of the roots of the equation

on eigenvalues of the operator. The coefficients of the boundary conditions of the studied boundary value

problem are chosen in such a way that the main approach of the equation for the eigenvalues of the operator

has two roots multiplicity three. The indicator diagram of the equation for the eigenvalues is studied in the

detail. Studying one of the sectors of the indicator diagram, we derived the asymptotics of the eigenvalues of

the studied operator. It is shown that the eigenvalues which are multiple in the main approximation „are split“

into three single series of eigenvalues. Similar properties of eigenvalues are observed in other sectors of the

indicator diagram.

Key words: differential operator, spectral parameter, multipoint boundary conditions, summable potential,

indicator diagram, asymptotics of the eigenvalues.
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Основной целью данной статьи является исследование связей между теорией представлений су-

пералгебры Ли osp(3, 2) и дифференциальным оператором Калоджеро–Мозера–Сазерленда

(КМС) типа B(1, 1). Этот дифференциальный оператор зависит (полиномиально) от трёх пара-

метров. Соответствующие полиномиальные собственные функции также зависят от трёх параметров,

но в общем случае коэффициенты этих собственных функций имеют рациональную зависимость от

параметров. Важным является вопрос о специализации собственных функций при заданных зна-

чениях параметров. Наиболее интересен случай супералгебр Ли, в котором k = p = −1. В этом

случае доказывается, что характеры неприводимых конечномерных представлений супералгебр Ли

osp(3, 2) могут быть получены из собственных функций дифференциального оператора КМС типа

B(1, 1) при указанной специализации и условии того, что k, p связаны также некоторым линейным

соотношением.
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ВВЕДЕНИЕ

Супералгебра Ли osp(3, 2) является одним из простейших примеров супералгебр,
теория представлений которых не полупроста. В этом случае, как правило, задача

описания неприводимых представлений в терминах более простых представлений
(в частности, вычисления их характеров) является глубоко нетривиальной. В об-
щем случае для супералгебр osp(n, 2m) эта задача была решена В. Сергановой [1].
При этом используются полиномы Каждана –Люстига специального вида, а соответ-
ствующий алгоритм дает кратности неприводимых модулей в виртуальных модулях
Эйлера, характеры которых известны. В данной работе в частном случае супералгеб-

ры osp(3, 2) дается другой способ вычисления характеров неприводимых представ-
лений. А именно, используя связь между супералгебрами Ли и деформированными
квантовыми интегрируемыми системами [2], вычисляются специализации собствен-
ных полиномиальных функций оператора Калоджеро –Мозера –Сазерленда (КМС)
типа B(1, 1). Более точно рассматриваемые собственные функции являются полино-
мами от двух переменных FΛ(v, u) и нумеруются диаграммами Юнга Λ специального
вида (крюки). При этом коэффициенты этих полиномов рационально зависят от двух
параметров k и p. Случай k = −1, p = −1 соответствует супералгебре Ли osp(3, 2). Но
этот случай является особым, в том смысле, что коэффициенты полиномов FΛ(v, u)
имеют полюса в этих точках. Оказывается, что предел при k → −1, p → −1 суще-
ствует, если параметры p, k связаны линейным соотношением (которое зависит от

c© Мовсисян Г. С., Сергеев А. Н., 2017
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диаграммы Λ), и совпадает с характером неприводимого модуля соответствующего
диаграмме Λ. Основной новый результат работы сформулирован в теореме 4.

Для удобства читателя результаты излагаются в виде максимально независимом
от других источников, используя все возможные упрощения в случае системы кор-
ней B(1, 1).

1. ДЕФОРМИРОВАННЫЙ ОПЕРАТОР КМС ТИПА B(1, 1)

Рассмотрим дифференциальный оператор КМС с системой корней типа B(1, 1),
который является частным случаем общего КМС оператора типа B(m,n) [3]

L2 = (∂x)
2 + k(∂y)

2 − p

(
x + 1

x − 1
∂x +

y + 1

y − 1
∂y

)
+

+(k − 1)
y2 + 1

y2 − 1
∂y +

y + x

y − x
(∂x − k∂y) −

y + x−1

y − x−1
(∂x + k∂y) , (1)

где ∂x = x ∂
∂x
, ∂y = y ∂

∂y
и k, p — комплексные параметры. Введём новые переменные

u = 1
2
(x + x−1 − 2), v = 1

2
(y + y−1 − 2), тогда оператор (1) примет вид

L2 = (∂u)
2 + k(∂v)

2 − u + v

u − v
(∂u − k∂v) − (1 + p)(∂u + ∂v)−

−(1 + 2p)

(
∂

∂u
+

∂

∂v

)
+ 2

∂

∂u
∂u + 2k

∂

∂v
∂v −

4

u − v
(∂u − k∂v), (2)

Мы будем называть параметры k, p общими, если 1, p, k являются линейно незави-
симыми над полем рациональных чисел.

2. АЛГЕБРЫ ДЕФОРМИРОВАННЫХ СИММЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ
И СДВИНУТЫХ ДЕФОРМИРОВАННЫХ СИММЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ

Естественной областью действия оператора (2) является следующая алгебра де-
формированных симметрических полиномов:

A1,1 = {f ∈ C[u, v]| (∂u − k∂v)f ∈ (u − v)}, (3)

где (u−v) — это идеал, порождённый многочленом u−v

и ∂u = u ∂
∂u

, ∂v = v ∂
∂v

. В качестве линейного базиса

в A1,1 выберем суперполиномы Джека [4], которые в

этом случае имеют вид

PΛ = vλuµ − µ − kλ

µ + 1 − k(λ − 1)
vλ−1uµ+1,

где Λ = (λ, µ) — диаграмма Юнга –Крюк (рисунок).

Обозначим через Λ − δ диаграмму (λ − 1, µ), а через

Λ − ε — диаграмму (λ, µ − 1).

1

1

1

1

2 3 ... l

m

..
.

l

m

Диаграмма Юнга –Крюк

Лемма ниже является частным случаем теоремы 2 из [2].

Лемма 1. Если k не является рациональным неотрицательным числом, то

многочлены PΛ корректно определены и являются базисом алгебры A1,1.
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Доказательство. Из явной формулы для PΛ следует, что они корректно определе-
ны, если k — не является рациональным неотрицательным числом. Покажем теперь,

что PΛ линейно независимы. Предположим, что
∑
Λ

CΛPΛ = 0 и не все коэффициенты

равны нулю. Среди таких коэффициентов выберем максимальный CΛ̃, относительно
лексикографического порядка на парах (λ, µ). Рассматривая предыдущее линейное

соотношение как многочлен от v, u, мы видим, что его старший коэффициент (от-
носительно лексикографического порядка) тоже равен CΛ̃. Это дает противоречие и
доказывает линейную независимость.

Докажем, теперь, что многочлены PΛ образуют базис. Из условия (3) следует, что
размерность однородной компоненты степени n алгебры A1,1 равна n − 1. Но ро́вно

столько же существует многочленов PΛ степени n. Это доказывает утверждение о
базисе. ¤

Лемма 2. Оператор (2) действует на базис PΛ по следующим формулам:

L2(PΛ) = a(Λ, Λ)PΛ + a(Λ − δ, Λ)PΛ−δ + a(Λ − ε, Λ)PΛ−ε,

где a(Λ, Λ) = µ(µ + 1) + kλ(λ − 1) − (p + 1)(λ + µ), a(Λ − ε, Λ) = µ(2µ − 2p − 1),

a(Λ − δ, Λ) = (λ − 1)(2kλ − 2k − 2p − 1)
µ − kλ

µ + 1 − k(λ − 1)

µ + 1 − k(λ − 2)

µ − k(λ − 1)
.

В частности, оператор L2 отображает алгебру A1,1 в себя.

Доказательство. Оператор (2) состоит из суммы двух операторов, т. е.

L2 = L
+
2 + L

−
2 ,

где

L
+
2 = (∂u)

2 + k(∂v)
2 − u + v

u − v
(∂u − k∂v) − (1 + p)(∂u + ∂v),

L
−
2 = −(1 + 2p)

(
∂

∂u
+

∂

∂v

)
+ 2

∂

∂u
∂u + 2k

∂

∂v
∂v −

4

u − v
(∂u − k∂v).

Легко проверить, что многочлен PΛ является собственной функцией операто-
ра L

+
2 с собственным значением a(Λ, Λ). Далее легко проверить, что

L
−
2 (PΛ) = αvλuµ−1 + βvλ−1uµ + γvλ−2uµ+1,

где

α = 2µ2 − (1 + 2p)µ, β = −2k(µ − kλ)(λ − 1)2

µ + 1 − k(λ − 1)
+

(1 + 2p)(µ − kλ)(λ − 1)

µ + 1 − k(λ − 1)
,

γ = −
(

2
(µ − kλ)(µ + 1)2

µ + 1 − k(λ − 1)
+ 2kλ2 − (1 + 2p)

(µ − kλ)(µ + 1)

µ + 1 − k(λ − 1)
+ (1 + 2p)λ − 4(µ − kλ)

)
.

В то же время мы предполагаем, что

L
−
2 (PΛ) = a(Λ − δ, Λ)PΛ−δ + a(Λ − ε, Λ)PΛ−ε.
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Таким образом,

a(Λ − δ, Λ)PΛ−δ + a(Λ − ε, Λ)PΛ−ε = αvλuµ−1 + βvλ−1uµ + γvλ−2uµ+1.

Пользуясь явной формулой для многочленов PΛ и приравнивая коэффициенты при
одинаковых мономах, в результате получим переопределённую систему на a(Λ−ε, Λ)
и a(Λ− δ, Λ). Решая эту систему, получим формулы, указанные в утверждении лем-
мы. Тот факт, что оператор (2) отображает алгебру A1,1 в себя, сразу следует из
предыдущих вычислений. ¤

Нам также понадобится алгебра сдвинутых деформированных симметрических
полиномов, которая на самом деле изоморфна алгебре интегралов задачи КМС [2]

B1,1 =





f ∈ C[v, u] | f обладает свойствами

1)f(v, u) многочлен от (v − 1
2
− 1

2
(p + 1)k−1)2 и (u − 1

2
p)2,

2)f(v + 1, u − 1) = f(v, u), если u = kv



 .

Для общих значений k, p определим многочлены

QΛ(v, u) = (v − 1) . . . (v − λ + 1)u(u − 1) . . . (u − µ + 1)×
×k−2µ(v − (p + 1)k−1) . . . (v + λ − 2 − (p + 1)k−1)(u + 1 − (p + 1)) . . . (u + µ − (p + 1))×

×
[
(v − k−1µ)(v + k−1µ − 1 − (p + 1)k−1) − λ − k−1µ

λ − 1 − k−1(µ + 1)
k−2(u − µ)(u + µ − p)

]
.

Общий случай следующей леммы рассмотрен в работе [3, предложение 6.3].

Лемма 3. Полином QΛ(v, u) обладает следующими свойствами:
1) QΛ(N) = QΛ(λ̃, µ̃) = 0, если N = (λ̃, µ̃) не содержит Λ и

QΛ(Λ) = QΛ(Λ) = k−2µ(λ − 1)!µ!(λ − (p + 1)k−1) . . . (2λ − 2 − (p + 1)k−1)×
×(µ − p) . . . (2µ − p − 1)(λ − k−1µ)(λ + k−1µ − 1 − (p + 1)k−1);

2) QΛ(v, u) является полиномом от (v − 1
2
− 1

2
(p + 1)k−1)2 и (u − 1

2
p)2;

3) QΛ(v + 1, u − 1) = QΛ(v, u), если u = kv.

Доказательство. 1. Рассмотрим две диаграммы Λ = (λ, µ) и N = (λ̃, µ̃). Видно,

что если λ > λ̃ или µ > µ̃, то полином обращается в нуль.
2. Данное свойство легко доказать, сгруппировав элементы многочлена QΛ(v, u).
3. Для доказательства этого свойства нужно показать, что

QΛ(v + 1, u − 1)

QΛ(v, u)

∣∣∣∣∣
u=kv

= 1,

таким образом доказательство сводится к подсчёту левой части последнего равенства

QΛ(v + 1, u − 1)

QΛ(v, u)

∣∣∣∣∣
u=kv

=
(v + λ − 1 − k−1(p + 1))

v − λ + 1
×

×

[
(v + 1 − k−1µ) − λ−k−1µ

λ−1−k−1(µ+1)
(v − k−1 − µk−1)

]

[
(v − k−1µ − 1 − (p + 1)k−1) − λ−k−1µ

λ−1−k−1(µ+1)
(v + µk−1 − pk−1)

] .
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Упростим числитель и знаменатель в квадратных скобках:

(v + 1 − k−1µ) − λ − k−1µ

λ − 1 − k−1(µ + 1)
(v − k−1 − µk−1) =

= −
(

1 + k−1

λ − 1 − k−1(µ + 1)

)
(v − λ + 1),

(v − k−1µ − 1 − (p + 1)k−1) − λ − k−1µ

λ − 1 − k−1(µ + 1)
(v + µk−1 − pk−1) =

= −
(

1 + k−1

λ − 1 − k−1(µ + 1)

)
(v + λ − 1 − k−1(p + 1)).

¤

Лемма 4. Для общих значений параметров многочлены QΛ(v, u) являются
базисом алгебры B1,1.

Доказательство. Докажем вначале, что если f ∈ B1,1 и f = ϕ(v2, k−2u2)+ чле-
ны меньшей степени, то ϕ ∈ A1,1. Действительно, разложим f(v + 1, u − 1) в ряд
Тейлора f(v + 1, u − 1) = f(v, u) + f ′

v(v, u) − f ′
u(v, u) + · · · , так как f ∈ B1,1, то

при u = kv f(v + 1, u − 1) = f(v, u), тогда f ′
v(v, u) − f ′

u(v, u) ≡ 0. Но так как
f = ϕ(v2, k−2u2)+члены меньшей степени, то отсюда следует что f ′

v = ϕ′
v+члены

меньшей степени, f ′
u = ϕ′

u+члены меньшей степени, отсюда ϕ′
v − ϕ′

u = 0. Для удоб-
ства введём замены x = v2, y = k−2u2, отсюда при u = kv получаем y = x. Тогда
ϕ′

v = ϕ′
xx

′
v = 2vϕ′

x, ϕ′
u = ϕ′

yy
′
u = 2uk−1ϕ′

y и 2vϕ′
x − 2uk−1ϕ′

y = 0, при u = kv получаем
условие ϕ′

x − kϕ′
y = 0, которое эквивалентно условию ∂u − k∂v = 0 из алгебры A1,1, а

это означает, что ϕ ∈ A1,1.
Докажем теперь, что QΛ(v, u) является базисом алгебры B1,1. Достаточно по-

казать, что их старшие компоненты образуют базис A1,1. Но, как легко прове-
рить, старшая компонента QΛ(v, u) равна PΛ(v2, k−2u2) и утверждение следует из
леммы 1. ¤

Общий случай леммы 4 доказан в [2, предложение 3] .

Теорема 1. Справедлива формула Пиери для многочленов PΛ:

P¤PΛ = PΛ+δ + k
µ − kλ

µ + 1 − k(λ − 1)

µ + 2 − k(λ − 1)

µ + 1 − kλ
PΛ+ε,

где P¤ = v + ku.

Доказательство. Предположим, что

P¤PΛ = aPΛ+δ + bPΛ+ε.

В то же время легко проверить, что

P¤PΛ = vλ+1uµ −
(

µ − kλ

µ + 1 − k(λ − 1)
− k

)
vλuµ+1 − k

µ − kλ

µ + 1 − k(λ − 1)
vλ−1uµ+2.

Таким образом,

aPΛ+ε + bPΛ+δ = a

(
vλ+1uµ − µ − k(λ + 1)

µ + 1 − kλ
vλuµ+1

)
+
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+b

(
vλuµ+1 − µ + 1 − kλ

µ + 2 − k(λ − 1)
vλ−1uµ+2

)
.

Приравняв коэффициенты при одинаковых мономах, в результате получим переопре-
делённую систему, из которой найдем коэффициенты a и b:

a = 1, b = k
µ − kλ

µ + 1 − k(λ − 1)

µ + 2 − k(λ − 1)

µ + 1 − kλ
.

¤

Теорема 2. Для общих значений параметров справедлива следующая формула
Пиери для полиномов QΛ(v, u):

[
(v − λ)(v + λ − 1) − k−1(p + 1)(u − µ + v − λ) + k−1(u − µ)(u + µ + 1)

]
QΛ(v, u) =

= QΛ+δ(v, u) + QΛ+ε(v, u)k
µ − kλ

µ + 1 − k(λ − 1)

µ + 2 − k(λ − 1)

µ + 1 − kλ
. (4)

Доказательство. Пусть f — разность между левой и правой частью равенства
формулы (4). Мы хотим показать, что f = 0 тождественно. В лемме 4 было доказано,
что старшая компонента QΛ(v, u) — это PΛ(v2, k−2u2). Следовательно, deg f 6 2|Λ|+2,
где |Λ| = λ + µ. Но по теореме 1 PΛ удовлетворяют формуле Пиери с теми же

коэффициентами, поэтому deg f 6 2|Λ| + 1. Докажем теперь, что f(N) = 0 для
любого разбиения N такого, что |N | 6 |Λ|. В самом деле, если |N | 6 |Λ| и N 6= Λ,
то по лемме 3 QΛ(N) = QΛ+ε(N) = Qλ+δ(N) = 0 и, следовательно, f(N) = 0. Если
N = Λ, то коэффициент при QΛ в левой части равенства (4) равен нулю, и опять по
лемме 3 QΛ+ε(N) = Qλ+δ(N) = 0. Следовательно, f(Λ) = 0. Разложим многочлен f
по базису QΛ

f =
∑

N

cNQN . (5)

Сравнивая степени левой и правой частей равенства, мы видим, что |N | 6 |Λ|.
Предположим, что не все коэффициенты в этом разложении равны нулю. Пусть
наименьшая (относительно включения) диаграмма такая, что cM 6= 0. Если N ⊂ M ,
N 6= M , то cN = 0 согласно нашему выбору M . Если N не содержится в M , то
по лемме 3 QN(M) = 0. Поэтому, подставляя в обе части равенства (5) N = M ,
получим f(N) = cMQM . По предыдущему f(N) = 0, а по лемме 3 QM(M) 6= 0.
Следовательно, cM = 0. Полученное противоречие доказывает теорему. ¤

3. СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ

В этом параграфе мы предполагаем, что параметры p, k — общие. Определим для
каждой диаграммы Λ многочлен FΛ по следующей формуле:

FΛ =
∑

M⊆Λ

c(M, Λ)PM , (6)

где [3]

c(M, Λ) = 2|Λ| QM(Λ)

QM(M)

fΛ

fM

, (7)

fΛ = − k + 1

µ + 1 − k(λ − 1)

2p + 1

k(λ − 1) + µ − p − 1

λ−1∏

i=1

2p + 1 − 2ki

p + 1 − k(λ + i − 1)

µ∏

j=1

2j − 2p − 1

j + µ − p − 1
.

24 Научный отдел



Г. С. Мовсисян, А. Н. Сергеев. Операторы КМС типа B(1, 1) и супералгебра Ли osp(3, 2)

Появление множителя 2|Λ| объясняется тем, что мы хотим, чтобы старший коэф-
фициент многочлена FΛ(y, x) был равен единице.

Теорема 3. Многочлен (6) является собственной функцией оператора (2).

Доказательство. Докажем, что условие того, что многочлен (6) является соб-
ственной функцией равносильно рекуррентной формуле (8) на коэффициенты (7)

[
a(Λ, Λ) − a(M,M)

]
c(M, Λ) =

∑

M⊆N⊆Λ

a(M,N)c(M, Λ) =

= a(M, M + ε)c(M + ε, Λ) + a(M,M + δ)c(M + δ, Λ). (8)

По лемме 2 L2PM =
∑

N⊆M

a(N, M)PN . Поэтому

L2FΛ =
∑

M⊆Λ

c(M, Λ)

(
∑

N⊆M

a(N, M)PN

)
=

∑

M⊆Λ

∑

N⊆M

c(M, Λ)a(N, M)PN =

=
∑

N⊆Λ

∑

N⊆M⊆Λ

a(N, M)c(M, Λ)PN =
∑

N⊆Λ

(
∑

N⊆M⊆Λ

a(N, M)c(M, Λ)

)
PN .

В то же время если FΛ собственная функция, то L2FΛ = kΛFΛ = kΛ

∑
N⊆Λ

c(N, Λ)PN .

Таким образом, условие быть собственной функцией равносильно системе уравнений

∑

N⊆M⊆Λ

a(N,M)c(M, Λ) = kΛ c(N, Λ). (9)

Пусть N = Λ, тогда c(Λ, Λ)kΛ = a(Λ, Λ)c(Λ, Λ), поэтому kΛ = a(Λ, Λ) и систему (9)
можно переписать в следующем виде:

∑

N⊆M⊆Λ

a(N, M)c(M, Λ) = a(Λ, Λ)c(N, Λ). (10)

Из системы (10) по индукции легко вывести следующие формулы для коэффициен-
тов:

c(Λ − δ, Λ) =
a(Λ − δ, Λ)

a(Λ, Λ) − a(Λ − δ, Λ − δ)
, c(Λ − ε, Λ) =

a(Λ − ε, Λ)

a(Λ, Λ) − a(Λ − ε, Λ − ε)
.

Из леммы 2 следует, что a(N, M) = 0, если M 6= N , M 6= N + ε, M 6= N + δ, тогда

c(N, Λ)a(Λ, Λ) = a(N, N)c(N, Λ) + a(N,N + ε)c(N + ε, Λ) + a(N, N + δ)c(N + δ, Λ),
[
a(Λ, Λ) − a(N,N)

]
c(N, Λ) =

∑

N⊆M⊆Λ

a(N,M)c(N, Λ) =

= a(N, N + ε)c(N + ε, Λ) + a(N,N + δ)c(N + δ, Λ). (11)

Таким образом, равносильность доказана. Поэтому для того чтобы доказать,
что (6) является собственной функцией, достаточно проверить, что коэффициен-
ты (7) удовлетворяют равенству (11). Для этого понадобится следующая вспомога-

тельная лемма.
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Лемма 5. Справедливы следующие соотношения:

fΛ+δ

fΛ

=
QΛ(Λ)

QΛ(Λ + δ)

a(Λ + δ, Λ)

[a(Λ + δ, Λ + δ) − a(Λ, Λ)]
,

fΛ+ε

fΛ

=
QΛ(Λ)

QΛ(Λ + ε)

a(Λ + ε, Λ)

[a(Λ + ε, Λ + ε) − a(Λ, Λ)]
.

(12)

Доказательство. Так как эти формулы однозначно определяют fΛ через fN ,
где N ⊆ Λ, то достаточно проверить, что fΛ удовлетворяет соотношениям (12).
Следовательно, лемма сводится к прямым вычислениям, которые нетрудно про-
делать. ¤

Для завершения доказательства теоремы 3 подставим коэффициенты (7) в рекур-
рентную формулу (11) и воспользуемся соотношениями (12). В результате получим
следующий аналог формулы (4):

[
a(Λ, Λ) − a(N, N)

]
QN(Λ) = QN+ε(Λ)

QN(N + ε)

QN+ε(N + ε)

[
a(N + ε,N + ε) − a(N, N)

]
+

+QN+δ(Λ)
QN(N + δ)

QN+δ(N + δ)

[
a(N + δ,N + δ) − a(N,N)

]
,

которая уже доказана. Это завершает доказательство теоремы 3. ¤

4. СПЕЦИАЛИЗАЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть ±ε,±δ являются ненулевыми весами тождественного представления су-

пералгебры osp(3, 2). Тогда соответствие

Λ = (λ, µ) −→ λδ + µε

задает биекцию между диаграммами крюками Λ и старшими весами неприводимых

конечномерных модулей над супералгеброй Ли osp(3, 2). Если V — конечномерный

модуль, на котором подалгебра Картана действует диагонально, то его суперхарак-

тер определятся по формуле Sch (V ) =
∑
µ

(−1)p(µ)eµ, где сумма берется по всем весам

модуля V с учетом их четности. Если ввести переменные x = eε, y = eδ, то супер-

характер будет полиномом от переменных x, x−1, y, y−1. Например, суперхарактер

тождественного представления равен y + y−1 − x − x−1 − 1. Для каждой диаграммы

крюка Λ мы будем обозначать через V Λ неприводимый конечномерный модуль со

старшим весом λδ + µε.

Основным результатом этого параграфа и всей работы является следующая тео-

рема.

Теорема 4. 1) если Λ 6= (λ, λ − 1), то существует lim
p→−1
k→−1

FΛ = Sch (V Λ);

2) если Λ = (λ, λ − 1), то при условии p + 1 = λ(k + 1) существует

lim
k→−1

FΛ = Sch (V Λ);

3) если Λ = (1, 0), то при условии p+1 = 2(k+1) существует lim
k→−1

FΛ = Sch (V ¤).
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Доказательство. Суперхарактер можно разложить по базису из суперполиномов

Шура

Sch (V Λ) =
∑

N⊆Λ

χ(N, Λ)(vτuσ − vτ−1uσ+1),

где χ(N, Λ) — некоторые коэффициенты. Далее, мы знаем, что

FΛ(v, u) =
∑

N⊆Λ

c(N, Λ)PN(v, u).

Поэтому для доказательства теоремы достаточно показать, что

lim
p→−1
k→−1

PN(v, u) = (vτuσ − vτ−1uσ+1)

и предел коэффициентов c(N, Λ) при выполнении условий теоремы равен χ(N, Λ).

Первое равенство очевидно. Для вычисления предела коэффициентов разберем от-

дельно три случая.

1. Если Λ 6= (λ, λ−1), то суперхарактер совпадает с суперхарактером Эйлера, для

которого есть явная формула (см. [1]), которая в этом случае имеет вид

Sch (V Λ) = 2(v − u)ϕλ−1(v)ψµ(u), (13)

где ϕλ(v) = yλ − yλ−1 + · · · − y1−λ + y−λ, ψµ(u) = xµ + xµ−1 + · · · + x1−µ + x−µ,

u = 1
2
(x + x−1 − 2), v = 1

2
(y + y−1 − 2).

Вычислим коэффициенты χ(N, Λ) для формулы (13), для этого разложим много-

члены ϕλ(v), ψµ(u) по базисам vτ , uσ соответственно

ϕλ(v) =
λ∑

τ=0

d(τ, λ)vτ ,

где d(τ, λ) = 2τ (λ−τ+1)...(λ+τ)
(2τ)!

, λ > τ > 0 и d(λ, λ) = 2λ;

ψµ(u) =

µ∑

σ=0

c(σ, µ)uσ,

где c(σ, µ) = 2σ(2µ + 1) (µ−σ+1)...(µ+σ)
(2σ+1)!

, µ > σ > 0 и c(µ, µ) = 2µ.

Отсюда коэффициенты χ(N, Λ) для формулы (13) примут вид

χ(N, Λ) = 2d(τ − 1, λ − 1)c(σ, µ). (14)

Таким образом, остаётся проверить равенство

χ(N, Λ) = 2|Λ| lim
p→−1
k→−1

QN(Λ)fΛ

QN(N)fN

,

где N = (τ, σ). Левая часть известна, посчитаем правую

lim
p→−1
k→−1

QN(Λ)

QN(N)
=

(λ − τ + 1) . . . (λ + τ − 2)(µ − σ + 1) . . . (µ + σ)(λ + µ)(λ − µ − 1)

(2τ − 2)!(2σ)!(σ + τ)(τ − σ − 1)
,
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lim
p→−1
k→−1

fΛ

fN

= 2τ−λ2σ−µ (σ + τ)(τ − σ − 1)

(λ + µ)(λ − µ − 1)
(2τ + 1)(2µ + 1).

Отсюда

2|Λ| lim
p→−1
k→−1

QN(Λ)fΛ

QN(N)fN

= 2τ (λ − τ + 1) . . . (λ + τ − 2)

(2τ − 2)!
2σ (µ − σ + 1) . . . (µ + σ)

(2σ + 1)!
(2µ + 1)

и первое утверждение теоремы доказано.

2. Если Λ = (λ, λ−1), то известно [5, пример после теоремы 4], что суперхарактер

неприводимого представления супералгебры osp(3, 2) имеет вид

Sch (V Λ) = ϕλ(v)ψλ−1(u) − ϕλ−1(v)ψλ(u). (15)

Следовательно, коэффициенты формулы (15) примут вид

χ(N, Λ) = d(λ, τ)c(λ − 1, σ) − d(λ − 1, τ)c(λ, σ). (16)

Таким образом, остаётся проверить равенство

χ(N, Λ) = lim
k→−1

[
C(N, Λ) − C(N, Λ + δ − ε)

]∣∣∣
p+1=λ(k+1)

, (17)

где C(N, Λ) − C(N, Λ + δ − ε) — старший коэффициент при vλuµ, N = (τ, σ). Имеем

lim
k→−1

QN(N)fN = −(k + 1)
(2σ + 1)!

2σ

(2τ − 2)!

2τ−1
, lim

k→−1
fΛ = −22−2λ,

lim
k→−1

QN(Λ)
∣∣∣
p+1=λ(k+1)

= (k + 1)
(λ − τ + 1) . . . (λ + τ − 1)(λ − σ) . . . (λ + σ)

τ + σ
,

C(N, Λ) = 2σ+τ (λ − τ + 1) . . . (λ + τ − 1)(λ − σ) . . . (λ + σ)

(2σ + 1)!(τ + σ)(2τ − 2)!
,

C(N, Λ + ε − δ) = 2σ+τ (λ − τ) . . . (λ + τ)(λ − σ + 1) . . . (λ + σ − 1)

(2σ − 1)!(τ + σ)(2τ)!
.

Тогда равенство (17) сводится к проверке равенства (18), которое легко проверить.

(τ + σ)[(λ + τ)(λ − σ)(2λ − 1) − (λ − τ)(λ + σ)(2λ + 1)] =

= (λ − σ)(λ + σ)(2τ − 1)2τ − (λ − τ)(λ + τ)(2σ + 1)2σ. (18)

3. Если Λ = (1, 0) то

lim
k→−1

F¤

∣∣∣
p+1=2(k+1)

= 2 lim
k→−1

(P¤ + f¤)
∣∣∣
p+1=2(k+1)

=

= 2 lim
k→−1

(
v + ku +

(k + 1)(2p + 1)

(p + 1)

) ∣∣∣∣∣
p+1=2(k+1)

=

= 2v − 2u − 1 = y + y−1 − x − x−1 − 1 = Sch (V ¤). ¤
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The main purpose of this article is to study the realation between the representations theory of Lie super-

algebras osp(3, 2) and the Calogero–Moser– Sutherland (CMS) B(1, 1) type differential operator. The

differential operator depends polynomially on three parameters. The corresponding polynomial eigenfunc-

tions also depend on three parameters; but in the general case, the coefficients of these eigenfunctions

have a rational dependence on the parameters. The issue of specialization of eigenfunctions with given

parameter values is an important and interesting question, especially in case of Lie superalgebras for which

k = p = −1. In this case, we prove that the character of irreducible finite-dimensional representations of

Lie superalgebras osp(3, 2) can be obtained from the eigenfunctions of the CMS B(1, 1) type differential

operator in case of the specializations mentioned above, considering that k, p are also connected by some

linear ratio.
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В статье рассматриваются частичные полугруппы с конечным числом элементов. Любая частичная

полугруппа может быть продолжена до полной полугруппы с помощью добавления элементов —

внешним полугрупповым образом, например нуля полугруппы. Интересен вопрос продолжения ча-

стичной полугруппы без добавления к ней элементов— внутренним полугрупповым образом. Целью

данной работы является нахождение непродолжаемой внутренним образом частичной полугруппы с

минимальным количеством элементов. С увеличением количества элементов в множестве количество

частичных группоидов на этом множестве растет экспоненциально, а количество частичных полугрупп

среди этих частичных группоидов заранее не известно. Поэтомудля нахождения частичных полугрупп

необходимо воспользоваться помощью компьютера или Интернета. В сети Интернет (пакет GAP) уже

есть все полугруппы с точностью до изоморфизма и антиизоморфизма на множестве, состоящем не

более чем из 8 элементов, поэтому достаточно получить из полугрупп с нулем частичные полугруппы

путём удаления нуля. Проверка на возможность продолжить частичную полугруппу внутренним по-

лугрупповым образом проводилась с помощью компьютера. В результате было установлено, что все

частичные полугруппы на множестве, состоящем не более чем из 4 элементов, могут быть продолже-

ны внутренним полугрупповым образом до полных. На 5-элементном множестве существует только

одна частичная полугруппа с точностью до изоморфизма и антиизоморфизма, которая не может быть

продолжена до полной полугруппы.

Ключевые слова: частичная полугруппа, продолжение частичной полугруппы, слабая ассоциатив-

ность, сильная ассоциативность.
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ВВЕДЕНИЕ

Частичные операции, т. е. операции, определённые, возможно, не для всех зна-
чений аргументов, в последнее время привлекают всё большее внимание специали-
стов [1–3]. Интересен и важен вопрос: может ли частичная операция быть продол-

женной до полной (т. е. всюду определённой) с сохранением тех или иных свойств,
например ассоциативности [4]? Понятие ассоциативности частичной операции было
введено В. В. Розеном в [5] двумя неэквивалентными способами: сильная и слабая
ассоциативности. Частичная бинарная операция [6] называется сильноассоциатив-

ной, если для любых элементов a, b, c произведения (ab)c и a(bc) либо оба не су-
ществуют, либо оба существуют и равны друг другу, и слабоассоциативной, если

для любых элементов a, b, c произведения (ab)c и a(bc) равны друг другу либо хотя
бы одна из них не определена. Очевидно, что сильная ассоциативная частичная би-
нарная операция является также слабоассоциативной. Множество с ассоциативной
операций называется полугруппой [7]. Множество с сильноассоциативной частичной
бинарной операцией назовём частичной полугруппой. Нетрудно видеть, что частич-

ная полугруппа — это в точности множество ненулевых элементов полугруппы с

c© Петриков А. О., 2017
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нулём. Е. С. Ляпин и А. Е. Евсеев [8, гл. 1, § 6] вводят два типа продолжения
частичной операции: внутреннее и внешнее продолжение. Продолжение частичной
операции · на множестве A называется внешним, если существуют множество B ⊇ A
и операция «⋆» на B такие, что для любых a1, a2 ∈ A из того, что a1 · a2 существу-
ет следует равенство a1 ⋆ a2 = a1 · a2. Продолжение называется внутренним, если
существует операция «⋆» на A такая, что для любых a1, a2 ∈ A из того, что a1 · a2

существует следует равенство a1 ⋆ a2 = a1 · a2). В данной статье ставится цель най-
ти непродолжаемую внутренним полугрупповым образом частичную полугруппу с
минимальным количеством элементов.

1. ПОИСК НЕПРОДОЛЖАЕМЫХ ЧАСТИЧНЫХ ПОЛУГРУПП

Для достижения поставленной цели мы написали компьютерную программу на
языке С++, с помощью которой можно определить, продолжается ли внутренним
образом операция на n-элементной частичной полугруппе, заданной таблицей Кэ-
ли [9], до полной. В качестве неопределенных произведений в данной программе
будем использовать обозначение UNDEF_ELEM, которое равно −1, все элементы
полугруппы на n-элементном множестве обозначим в программе числами от 0 до
n − 1.

Для нахождения минимальной непродолжаемой частичной полугруппы на k-
элементном множестве необходимо найти непродолжаемую частичную полугруппу
на k-элементном множестве и показать, что все возможные частичные полугруппы
на n-элементном множестве, где n < k, продолжаются до полной.

Поскольку количество всевозможных частичных группоидов на n-элементном
множестве равно (n + 1)n2

, и при этом сложно определить, какие из них являются
частичными полугруппами, то мы воспользовались уже готовым пакетом GAP [10],
включающим в себя все возможные полугруппы с точностью до изоморфизма и ан-
тиизоморфизма на 1–8-элементных множествах.

Из всевозможных полугрупп из GAP рассматривались только полугруппы с нулем
и записывались в текстовые файлы для дальнейшего использования (листинг 1):

1 n in [2..6] do

2 list:=AllSmallSemigroups(n, IsSemigroupWithZero, true);;

3 filename:=Concatenation("ZeroSemigroupsN", String(n−1),".txt");

4 PrintTo(filename, String(Length(list)), "\n\n");

5 for k in [1..Length(list)] do

6 AppendTo(filename,

7 JoinStringsWithSeparator(List(MultiplicationTable(list[k]),

8 row −> JoinStringsWithSeparator(row, " " )), "\n"), "\n\n");

9 od;

10 od;

Листинг 1: Полугруппы с нулем из системы GAP

Как уже отмечалась выше, для получения частичной полугруппы S нам необхо-
димо удалить из полугруппы с нулём элемент нуль, это можно сделать с помощью
функции deleteZero, которая использует вспомогательную функцию copyTable (ли-
стинг 2):

1 void copyTable(const int∗ zero_sem, int∗ S, const int& N,

2 int a_left, int a_right, int b_left, int b_right,

3 int a_offs, int b_offs, int ind) {
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4 int prod;

5 for (int i = a_left; i < a_right; i ++)

6 for (int j = b_left; j < b_right; j ++) {

7 prod = zero_sem[i ∗ (N + 1) + j];

8 if (prod == ind)

9 prod = UNDEF_ELEM;

10 else

11 if (prod > ind)

12 prod−−;

13 S[(i − a_offs) ∗ N + (j − b_offs)] = prod;

14 }

15 }

16

17 bool deleteZero(const int∗ zero_sem, int∗ S, const int& N) {

18 int ind = 0;

19 bool hasZero = false;

20 for (int i = 0; i < N + 1; i++) {

21 bool flag = true;

22 for (int j = 0; j < N + 1; j++) {

23 if (zero_sem[i ∗ (N + 1) + j] != i ||
24 zero_sem[j ∗ (N + 1) + i] != i) {
25 flag = false;

26 break;

27 }

28 }

29 if (flag) {

30 ind = i;

31 hasZero = true;

32 break;

33 }

34 }

35 if (hasZero) {

36 copyTable(zero_sem, S, N, 0, ind, 0, ind, 0, 0, ind);

37 copyTable(zero_sem, S, N, 0, ind, ind + 1, N + 1, 0, 1, ind);

38 copyTable(zero_sem, S, N, ind + 1, N + 1, 0, ind, 1, 0, ind);

39 copyTable(zero_sem, S, N, ind + 1, N + 1, ind + 1, N + 1, 1, 1, ind);

40 }

41 return hasZero;

42 }

Листинг 2: Функция удаления нуля из полугруппы

После удаления нуля из полугрупп будут рассматриваться только частичные по-
лугруппы с не всюду определённой операцией. Для реализации этого требования
была написана функция findNotDefined, которая определяет расположение неопре-
деленного произведения в частичной полугруппе, и isPartial, которая определяет,
есть ли вообще хотя бы одно неопределенное произведение (листинг 3):

1 int∗ S, const int& N) {
2 for (int ind = 0; ind < N ∗ N; ind++)
3 if (S[ind] == UNDEF_ELEM)

4 return ind;
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5 return N ∗ N;

6 }

7

8 bool isPartial(const int∗ S, const int& N) {

9 return findNotDefined(S, N) != N ∗ N;
10 }

Листинг 3: Функции для выяснения, существует ли неопределённое произведение и
нахождения его в случае существования

Каждую частичную полугруппу будем пытаться продолжить следующим образом.
Каждое неопределенное произведение будем доопределять перебором всех элемен-
тов частичной полугруппы и проверять на выполнение слабой ассоциативности. В
случае невыполнения слабой ассоциативности будем убирать из рассмотрения ветки
перебора (листинг 4):

1 typedef struct {

2 int a;

3 int b;

4 int prod;

5 } triple;

6

7 triple initTriple(const int _a, const int _b, const int _prod) {

8 triple tr;

9 tr.a = _a;

10 tr.b = _b;

11 tr.prod = _prod;

12 return tr;

13 }

14

15 bool checkWeakAssoc(const int∗ S, const int& N) {

16 for (int a = 0; a < N; a++)

17 for (int b = 0; b < N; b++)

18 for (int c = 0; c < N; c++) {

19 int ab = S[a ∗ N + b];

20 int bc = S[b ∗ N + c];

21 if (ab == UNDEF_ELEM || bc == UNDEF_ELEM)

22 continue;

23 int ab_c = S[ab ∗ N + c];

24 int a_bc = S[a ∗ N + bc];

25 if (ab_c != UNDEF_ELEM && a_bc != UNDEF_ELEM && ab_c != a_bc)

26 return false;

27 }

28 return true;

29 }

30

31 bool extendSem(int∗ S, const int& N) {

32 triple∗ tr = new triple[N ∗ N];

33 int tr_count = 0;

34 int num;

35 while(1) {

36 num = findNotDefined(S, N);
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37 if (num != N ∗ N) {
38 tr[tr_count ++] = initTriple(num / N, num % N, 0);
39 S[num] = 0;
40 }
41 while (!(checkWeakAssoc(S, N) || (tr_count == 0))) {
42 while ((tr_count > 0) && (tr[tr_count − 1].prod == N − 1)) {
43 triple t = tr[tr_count−− − 1];
44 S[t.a ∗ N + t.b] = UNDEF_ELEM;
45 }
46 if (tr_count == 0) {
47 delete[] tr;
48 return false;
49 }
50
51 tr[tr_count − 1].prod++;
52 S[tr[tr_count − 1].a ∗ N + tr[tr_count − 1].b]++;
53 }
54 if (!isPartial(S, N) && checkWeakAssoc(S, N)) {
55 delete[] tr;
56 return true;
57 }
58 }
59 }

Листинг 4: Функция продолжения частичной полугруппы с проверкой на слабую частичную
ассоциативность

В случае, когда частичная полугруппа не может быть продолжена, будем её вы-
водить на экран с помощью функции printSem (листинг 5):

1 void printSem(const int∗ S, const int& N) {
2 for (int a = 0; a < N; a++) {
3 for (int b = 0; b < N; b++)
4 if (S[a ∗ N + b] != UNDEF_ELEM)
5 cout << S[a ∗ N + b] << " ";
6 else

7 cout << "− ";
8 cout << endl;
9 }

10 cout << endl;
11 }

Листинг 5: Функция вывода на экран частичной полугруппы

Для запуска перебора всех частичных полугрупп на выявление минимальных
непродолжаемых была использована следующая функция (листинг 6):

1 int main(int argc, char ∗ argv[]) {
2 for (int N = 2; N < 6; N++) {
3 int∗ zero_sem = new int[(N + 1) ∗ (N + 1)];
4 int∗ S = new int[N ∗ N];
5 char infilePath[80];
6 sprintf(infilePath, "ZeroSemigroupsN%d.txt", N);
7 ifstream in;
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8 in.open(infilePath);

9 int sem_count;

10 in >> sem_count;

11 for (int i = 0; i < sem_count; i++) {

12 for (int a = 0; a < N + 1; a++)

13 for (int b = 0; b < N + 1; b++) {

14 int prod;

15 in >> prod;

16 zero_sem[a ∗ (N + 1) + b] = prod − 1;

17 }

18 if (deleteZero(zero_sem, S, N) && isPartial(S, N) && !extendSem(S, N))

19 printSem(S, N);

20 }

21 in.close();

22 delete[] zero_sem;

23 delete[] S;

24 }

25 return 0;

26 }

Листинг 6: Функция для нахождения минимальной частичной полугруппы

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

С помощью данной программы были получены следующие результаты:

Предложение 1. Все частичные полугруппы на n-элементном множестве, где
n 6 4, внутренним образом продолжаются до полных.

Предложение 2. Частичная полугруппа на 5-элементном множестве, приве-
денная в таблице Кэли (табл. 1), не продолжается до полной.

Таблица 1

1 2 3 4 5

1 - - - 1 1

2 - - - 1 3

3 - - - 3 3

4 3 3 3 4 4

5 1 1 1 5 5

Доказательство. Покажем, что данная частичная по-

лугруппа не продолжается.

Допустим, что полугруппа продолжается.

1. Положим a = 1 · 1.
1.1. Рассмотрим произведение 1·5·2. Расставляя скобки

так: (1 · 5) · 2, получим (1 · 5) · 2 = 1 · 2. При расстановке

скобок другим образом: 1·(5·2), получим 1·(5·2) = 1·1 = a.

Следовательно, 1 · 2 = a.
1.2. Имеем: (1 · 5) · 2 = 1 · 3, 1 · (5 · 3) = 1 · 1 = a. Следовательно, 1 · 3 = a.
1.3. Имеем: (2 · 4) · 1 = 1 · 1 = a, 2 · (4 · 1) = 2 · 3. Следовательно, 2 · 3 = a.
После данных доопределений таблица Кэли имеет вид табл. 2.

2. Положим b = 2 · 1.
2.1. Имеем: (2 · 5) · 1 = 3 · 1, 2 · (5 · 1) = 2 · 1 = b. Следовательно, 3 · 1 = b.
2.2. Имеем: (3 · 5) · 2 = 3 · 2, 3 · (5 · 2) = 3 · 1 = b (из п. 2.1). Следовательно, 3 · 2 = b.
2.3. Имеем: (3 · 5) · 3 = 3 · 3, 3 · (5 · 3) = 3 · 1 = b. Следовательно, 3 · 3 = b.
Для оставшегося произведения положим c = 2·2. Полученная таблица Кэли имеет

вид табл. 3.
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Таблица 2

1 2 3 4 5

1 a a a 1 1

2 - - a 1 3

3 - - - 3 3

4 3 3 3 4 4

5 1 1 1 5 5

Таблица 3

1 2 3 4 5

1 a a a 1 1

2 b c a 1 3

3 b b b 3 3

4 3 3 3 4 4

5 1 1 1 5 5

3. Имеем: (5 · 3) · 1 = 1 · 3 = a, 5 · (3 · 1) = 5 · b. Следовательно, 5 · b = a. Из табл. 3
можно видеть, что для любого t: 5 · t ∈ {1, 5}, а значит, a ∈ {1, 5}.
4. Имеем: (4 · 1) · 1 = 3 · 1 = b, 4 · (1 · 1) = 4 · a. Следовательно, 4 · a = b. Из табл. 3

можно заключить, что для любого t 4 · t ∈ {3, 4}, а значит, b ∈ {3, 4}. Причём либо
a = 1 и b = 3, либо a = 5 и b = 4.
5. Пусть a = 1 и b = 3. Тогда таблица Кэли будет иметь вид табл. 4.
5.1. Имеем: (2 · 2) · 1 = c · 1, 2 · (2 · 1) = 2 · 3 = 1. Следовательно, c · 1 = 1. Из табл. 4

заключаем, что c · 1 = 1 при c ∈ {1, 5}.
5.2. Имеем: (2 · 2) · 3 = c · 3, 2 · (2 · 3) = 2 · 1 = 3. Следовательно, c · 3 = 3. Из

табл. 4 видим, что c · 3 = 3 при c ∈ {3, 4}. Но в п. 5.1 мы получили, что c ∈ {1, 5},
следовательно, случай, когда a = 1 и b = 3, невозможен.
6. Пусть a = 5 и b = 4. В этом случае таблица Кэли имеет вид табл. 5.

Таблица 4

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1

2 3 c 1 1 3

3 3 3 3 3 3

4 3 3 3 4 4

5 1 1 1 5 5

Таблица 5

1 2 3 4 5

1 5 5 5 1 1

2 4 c 5 1 3

3 4 4 4 3 3

4 3 3 3 4 4

5 1 1 1 5 5

6.1. Имеем: (2 · 2) · 1 = c · 1, 2 · (2 · 1) = 2 · 4 = 1. Следовательно, c · 1 = 1. Из табл. 5
заключаем, что c · 1 = 1 при c = 5.
6.2. Наконец, 2 · 2 · 3. Имеем: (2 · 2) · 3 = c · 3, 2 · (2 · 3) = 2 · 5 = 3. Следовательно,

c · 3 = 3. Из табл. 5 заключаем, что c · 3 = 3 при c = 4. Но в п. 6.1 мы получили, что
c = 5, следовательно, случай, когда a = 5 и b = 4, также невозможен.
Так как оба случая невозможны, то данную частичную полугруппу нельзя про-

должить до полной полугруппы без добавления элементов. ¤

Предложение 3. Частичная полугруппа из предложения 2 — единственная

непродолжаемая частичная полугруппа на 5-элементном множестве с точно-

стью до изоморфизма и антиизоморфизма.

Предложение 4. Добавление единицы к непродолжаемой частичной полугруп-

пе на n-элементном множестве не сохраняет непродолжаемость частичной по-

лугруппы на (n + 1)-элементном множестве.

Доказательство. Добавим к непродолжаемой частичной полугруппе на 5-эле-
ментном множестве единицу, тогда таблица Кэли полученной полугруппы примет

вид табл. 6.

Данная частичная полугруппа может быть продолжена, например, как показано

на табл. 7.
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Таблица 6

1 2 3 4 5 6

1 - - - 1 1 1

2 - - - 1 3 2

3 - - - 3 3 3

4 3 3 3 4 4 4

5 1 1 1 5 5 5

6 1 2 3 4 5 6

Таблица 7

1 2 3 4 5 6

1 5 5 5 1 1 1

2 4 6 5 1 3 2

3 4 4 4 3 3 3

4 3 3 3 4 4 4

5 1 1 1 5 5 5

6 1 2 3 4 5 6
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A Minimal Non-extendable Partial Semigroup

A. O. Petrikov

Alexander O. Petrikov, National Research University of Electronic Technology, 1, Shokina Square, 124498,

Zelenograd, Moscow, Russia, petrikov.alexander@gmail.com

This article discusses partial semigroups with a finite number of elements. Any partial semigroup can be

extended to a full semigroup by adding elements to it, for example, a zero semigroup, in an external semigroup

way. The author of the article is interested in the question of continuation of a partial semigroup without adding

any elements to it in an internal semigroup way. The aim of this work is to find an internally non-extendable

partial semigroup with a minimal number of elements. With increasing the number of elements in the set the

number of partial groupoids on this set increases exponentially, and the number of partial semigroups among

these partial groupoids is not known in advance. In order to find such partial semigroups it is necessary to use

a computer or the Internet. In the Internet (GAP package) there are stored all the semigroups up to isomor-
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phism and antiisomorphism on the set consisting of no more than 8 elements; that is why it will be enough to

get partial semigroups out of semigroups with zero by deleting zero. The possibility of continuation of a partial

semigroup in an internal semigroup way was checked out by a computer. As a result, it was revealed that

all the partial semigroups on the set consisting of no more than 4 elements can be extended in an internal

semigroup way to full ones. On the 5-element set, there is only one partial semigroup up to isomorphism and

antiisomorphism, which can not be extended to a full semigroup.

Key words: partial semigroup, extension of a partial operation, week associativity, strong associativity.
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В настоящей статье исследуется один класс нелинейных интегральных уравнений типа Урысона на

всей оси. Рассматриваемые уравнения имеют применение в различных областях математической

физики. Предполагается, что нелинейный интегральный оператор типа Гаммерштейна с разностным

ядром служит локальной минорантой в смысле М. А. Красносельского для исходного оператора

Урысона. Сочетание методов построения инвариантных конусных отрезков для соответствующего

нелинейного оператора Урысона с методами теории монотонных операторов и консервативных ин-

тегральных уравнений типа свертки при определенных ограничениях на нелинейность позволяет

доказать конструктивные теоремы существования однопараметрических семейств положительных

решений. Описывается множество параметров и изучается асимптотическое поведение построенных

решений в бесконечности. В конце приведены частные примеры указанных уравнений, для которых

выполняются все условия сформулированных теорем.

Ключевые слова: интегральное уравнение Урысона, монотонность, последовательные приближе-
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ВВЕДЕНИЕ

Нелинейные интегральные уравнения вида

ϕ(x) =

+∞∫

−∞

U(x, t, ϕ(t))dt, x ∈ R ≡ (−∞, +∞), (0.1)

возникают в современном естествознании, в частности, в кинетической теории газов,
в биологии, в теории переноса излучения в спектральных линиях, в p-адической
математической физике [1–5]. В уравнении (0.1) ϕ(x) — искомая измеримая функция.

Уравнение Урысона вида

f(x) = g(x) +

b∫

a

U(x, t, f(t))dt, x ∈ (a, b), −∞ < a < b < +∞, (0.2)

появилось в начале прошлого столетия [6]. В работе [6] при следующих условиях

на функции U и g:
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1) функции U(x, t, y) и g(x) определены для (x, t, y) ∈ (a, b) × (a, b) × (0, +∞);
2а) U(x, t, 0) = 0;
2б) U(x, t, y) обладает непрерывной производной U ′

y(x, t, y) относительно y, при-
чем эта непрерывность является равномерной по отношении к x и t;

2в) U ′
y(x, t, y) положительна и убывает с возрастанием y, при этом если y1 < y2,

то U ′
y(x, t, y1) − U ′

y(x, t, y2) имеет (относительно x и t) минимум, отличный от нуля;

2г) при безграничном возрастании y функция U ′
y(x, t, y) равномерно стремится к

функции Q(x, t), либо тождественно равной нулю, либо с положительным миниму-
мом.

3) 0 6 g(x) 6 N , где N — некоторое положительное число, исследованы вопросы
построения непрерывных решений на отрезке [a, b].

В дальнейшем начиная с 1950-х годов в работах М. А. Красносельского и его
научной школы были начаты систематические исследования нелинейных уравне-
ний вида (0.2) с условиями, обеспечивающими компактность интегрального опе-
ратора [7–9].

Статья Х. А. Хачатряна [10] посвящена изучению уравнения

ϕ(x) =

∞∫

0

U(x, t, ϕ(t))dt, x ∈ R
+ (0.3)

относительно искомой функции ϕ(x).
В [10] доказано, что если существуют число η > 0 и неотрицательная функция

K: K ∈ L1(R), ν(K) =
+∞∫
−∞

xK(x) dx < 0,
+∞∫
−∞

K(x) dx = 1, такие что

1) U(x, t, z) > K(x − t)z, (x, t, z) ∈ R
+ × R

+ × [0, η];
2) при всяком фиксированном (x, t) ∈ R

+ × R
+, функция U(x, t, z) монотонно не

убывает по z на [0, η];
3) удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу z на R

+ × R
+ × [0, η];

4)
∞∫
0

U(x, t, η) dt 6 η, x ∈ R
+,

то уравнение (0.3) обладает положительным и ограниченным решением ϕ(x), причем
lim

x→∞
ϕ(x) = η.

Если существует несколько различных констант η, для которых выполняются
условия 1)–4), то тогда уравнение 0.3 обладает таким же количеством решений,
предел каждого из которых в бесконечности равен соответствующей константе [10].

В настоящей работе при существенно других ограничениях на функцию U дока-
зывается существование однопараметрического семейства положительных решений
уравнения (0.1).

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФАКТЫ

1.1. О решениях неоднородных интегральных уравнений на всей прямой

Рассмотрим следующее неоднородное уравнение свертки:

ψ(x) = g(x) +

+∞∫

−∞

K(x − t)ψ(t)dt, x ∈ R, (1.4)
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где

0 6 K ∈ L1(R) ∩ M(R),

+∞∫

−∞

K(t) dt = 1, (1.5)

+∞∫

−∞

x2K(x) dx < +∞, (1.6)

ν(K) ≡
+∞∫

−∞

xK(x) dx 6= 0. (1.7)

Свободный член g(x) обладает следующими свойствами:

g(x) > 0, x ∈ R, (1.8)

причем

g ∈ L0
1(R

−) ∩ M(R) при ν > 0, (1.9)

g ∈ L0
1(R

+) ∩ M(R) при ν < 0, (1.10)

где L0
1(R

±) — пространства суммируемых функций на R
±, имеющих нулевой предел

в ±∞ соответственно, а M(R) — пространство измеримых и существенно ограни-
ченных на R функций.

Из результатов работы [11] следует, что при выполнении условий (1.5)–(1.7) урав-
нение (1.4) имеет не отрицательное решение ψ ∈ Lloc

1 (R) с асимптотическими свой-
ствами

x∫

0

ψ(t) dt = o(x) при x → −∞ (ν > 0), (1.11)

x∫

0

ψ(t) dt = o(x) при x → +∞ (ν < 0). (1.12)

1.2. Об одном вспомогательном интегральном уравнении типа Гаммерштейна на всей оси

Рассмотрим следующее нелинейное интегральное уравнение типа Гаммерштейна:

F (x) =

+∞∫

−∞

K(x − t)(F (t) + ω(t, F (t))) dt, x ∈ R, (1.13)

относительно искомой измеримой функции F (x), определенной на R, где ядерная

функция K(x) удовлетворяет условиям (1.5)–(1.7), а функция ω(t, z), описывающая
нелинейность уравнения (1.13), обладает следующими свойствами:

а) существует число A > 0 такое, что ω(t, z) > 0 при t ∈ R, z > A;
б) функция ω(t, z) удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу z на множе-

стве (R× [A, +∞)): ω ∈ Carz(R× [A, +∞)), т.е. при всяком z ∈ [A, +∞) ω(t, z) изме-
рима по t на R и почти при всех t ∈ R функция ω(t, z) непрерывна по z на [A, +∞);
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в) существует

sup
z>A

ω(t, z) ≡ β(t), причем β ∈ L1(R) ∩ M(R); (1.14)

г) при каждом фиксированном t ∈ R функция ω(t, z) неубывает по z на [A, +∞).
Для уравнения (1.13) введем в рассмотрение следующее семейство последова-

тельных приближений:

F γ
n+1(x) =

+∞∫

−∞

K(x − t)(F γ
n (t) + ω(t, F γ

n (t)))dt, x ∈ R,

F γ
0 (x) = γ, γ ∈ [A, +∞) — произвольное число, n = 0, 1, 2, ... .

(1.15)

Индукцией по n можно убедиться, что

д) F γ
n (x) неубывает по n при каждом фиксированном γ ∈ [A, +∞);

е) если γ1, γ2 ∈ [A, +∞) — произвольные числа и γ1 > γ2, то

F γ1
n (x) − F γ2

n (x) > γ1 − γ2, n = 0, 1, 2, ... , x ∈ R. (1.16)

Докажем, например, неравенство (1.16). В случае n = 0 неравенство (1.16) пре-
вращается в равенство (см. (1.15)). Пусть (1.16) имеет место при некотором n ∈ N.
Тогда, используя монотонность функции ω(t, z) по z (см. условие г), неотрицатель-
ность ядра K и индукционное предположение из (1.15) будем иметь

F γ1

n+1(x) − F γ2

n+1(x) =

+∞∫

−∞

K(x − t)(F γ1
n (t) − F γ2

n (t) + ω(t, F γ1
n (t)) − ω(t, F γ2

n (t))) dt >

> (γ1 − γ2)

+∞∫

−∞

K(x − t) dt +

+∞∫

−∞

K(x − t)(ω(t, F γ1
n (t)) − ω(t, F γ2

n (t))) dt >

> (γ1 − γ2)

+∞∫

−∞

K(t)dt = γ1 − γ2,

так как
+∞∫
−∞

K(t) dt = 1.

Теперь рассмотрим линейное интегральное уравнение (1.4) со специальным сво-
бодным членом вида

g(x) =

+∞∫

−∞

K(x − t)β(t) dt, x ∈ R. (1.17)

Так как ω(t, z) > 0, t ∈ R, z ∈ [A, +∞), и ядро K удовлетворяет условию (1.5), то
из (1.17) следует (1.8).

Поскольку K, β ∈ L1(R) ∩ M(R), то из результатов работы [11] следует, что
g ∈ L1(R) ∩ M(R), причем limx→±∞ g(x) = 0. Следовательно, введенная нами функ-
ция g(x) удовлетворяет всем требованиям (1.8)–(1.10). Таким образом, используя

вышесказанное, можно утверждать, что уравнение (1.4) со свободным членом (1.17)
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обладает неотрицательным решением ψ(x), причем имеют место асимптотические
формулы (1.11) и (1.12).

Теперь докажем, что для любого γ ∈ [A, +∞)

F γ
n (x) 6 γ + ψ(x), n = 0, 1, 2, ... . (1.18)

При n = 0 неравенство выполняется очевидным образом, ибо ψ > 0, x ∈ R. Пусть
(1.18) выполняется при некотором n ∈ N. Тогда с учетом условий в), г) из (1.15)
получим:

F γ
n+1(x) 6

+∞∫

−∞

K(x − t)(γ + ψ(t) + ω(t, γ + ψ(t))) dt 6

6

+∞∫

−∞

K(x − t)(γ + ψ(t) + β(t)) dt = γ + g(x) +

+∞∫

−∞

K(x − t)ψ(t) dt = γ + ψ(x).

Итак, из д), е) и (1.18) следует, что последовательность функций {F γ
n (x)}∞n=0 при

каждом фиксированном γ ∈ [A, +∞) имеет поточечный предел при n → +∞ :

lim
n→∞

F γ
n (x) = F γ(x).

Используя предельную теорему Б. Леви [12], можно непосредственным образом про-
верить, что F γ(x) удовлетворяет уравнению (1.13).

Из е) следует, что

F γ1(x) − F γ2(x) > γ1 − γ2, x ∈ R, (1.19)

а из д) и (1.18) получим:

γ 6 F γ(x) 6 γ + ψ(x), x ∈ R, γ ∈ [A, +∞). (1.20)

Пусть ν > 0. Тогда, используя формулу (1.11), из (1.20) можно утверждать, что

x∫

0

F γ(t)dt = γx + o(x) при x → −∞. (1.21)

Аналогичным образом, если ν < 0, то

x∫

0

F γ(t)dt = γx + o(x) при x → +∞. (1.22)

Итак, нами доказана следующая

Теорема 1. При условиях (1.5)–(1.7), а)–г) уравнение (1.13) обладает однопара-
метрическим семейством положительных решений {F γ(x)}γ∈[A,+∞) со свойствами
(1.19)–(1.20), причем

1) если ν > 0, то справедлива асимптотическая формула (1.21);
2) если ν < 0, то имеет место (1.22).
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2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Используя теорему 1 займемся построением однопараметрического семейства по-

ложительных решений для уравнения (0.1).

Теорема 2. Пусть существует число A > 0 такое, что
1) U(x, t, y) > K(x− t)(y+ω(t, y)), (x, t, y) ∈ R×R× [A, +∞), где удовлетворяет

условиям (1.5)–(1.7);
2) U(x, t, y) не убывает по y на [A, +∞) при каждом фиксированном

(x, t) ∈ R × R;
3) U ∈ Cary(R × R × [A, +∞)) и для каждой измеримой и ограниченной функ-

ции ϕ(x) : ϕ(x) > A, x ∈ R, функции U(x, t, ϕ(t)) и
+∞∫
−∞

U(x, t, ϕ(t))dt измеримы

соответственно по t и по x на R;

4) существует sup
y>A

+∞∫
−∞

[U(x, t, y)−K(x−t)y] dt ≡ g0(x), x ∈ R, g0 ∈ L0
1(R)∩L∞(R),

и ν(g0) < +∞.
Тогда уравнение (0.1) имеет однопараметрическое семейство положительных

и ограниченных решений {ψγ(x)}γ∈Π, где Π ≡ [A, +∞). Более того, имеют место
следующие асимптотические формулы:

A) если ν(K) < 0, то

x∫

0

ϕγ(x) dx = γx + o(x) при x → +∞;

B) если ν(K) > 0, то

x∫

0

ϕγ(x) dx = γx + o(x) при x → −∞.

Доказательство. Сначала рассмотрим следующее неоднородное уравнение Вине-
ра –Хопфа:

F ∗(x) = g0(x) +

+∞∫

−∞

K(x − t)F ∗(t) dt, (2.23)

где g0(x) определяется из условия 4) теоремы 2. Используя результаты работ [13–
15] получаем, что уравнение (2.23) имеет положительное локально суммируемое и

ограниченное решение.
Введем следующие итерации:

ϕγ
n+1(x) =

+∞∫

−∞

U(x, t, ϕγ
n(t)) dt, x ∈ R, (2.24)

ϕγ
0(x) = F γ(x), n = 0, 1, 2, ..., γ ∈ Π, (2.25)

где F γ(x) — решение уравнения (1.13).

Индукцией по n убедимся, что
а) функции ϕγ

n(x) измеримы по x на R, n = 0, 1, 2, ..., γ ∈ Π;
б) при каждом фиксированном γ ∈ Π ϕγ

n(x) неубывает по n на R;
в) имеет место следующее неравенство:

ϕγ
n(x) 6 F γ(x) + F ∗(x), n = 0, 1, 2, ..., x ∈ R, γ ∈ Π. (2.26)
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Утверждение а) следует из условия 3) теоремы. Докажем утверждение б). Для
этого сперва заметим, что при каждом γ ∈ Π имеет место неравенство

ϕγ
1(x) > ϕγ

0(x), x ∈ R.

Из условия 1) теоремы следует, что

ϕγ
1(x) =

+∞∫

−∞

U(x, t, F γ(t)) dt >

+∞∫

−∞

K(x − t)(F γ(t) + ω(t, F γ(t))) dt =

=

+∞∫

−∞

K(x − t)F γ(t) dt +

+∞∫

−∞

K(x − t)ω(t, F γ(t)) dt = F γ(x) = ϕγ
0(x).

Предполагая, что ϕγ
n(x) > ϕγ

n−1(x) при некотором n ∈ N в силу монотонности
функции U(x, t, y) по y, получим ϕγ

n+1(x) > ϕγ
n(x).

Теперь докажем неравенство в). Заметим, что при n = 0 неравенство в) очевидно,
так как F ∗(x) > 0, x ∈ R. Пусть в) выполняется при некотором n ∈ N. Тогда,

учитывая условия 2), 4) теоремы, будем иметь:

ϕγ
n+1(x) 6

+∞∫

−∞

U(x, t, F γ(t) + F ∗(t)) dt =

=

+∞∫

−∞

U(x, t, F γ(t) + F ∗(t)) − K(x − t)(F γ(t) + F ∗(t)) dt +

+∞∫

−∞

K(x − t)F γ(t) dt+

+

+∞∫

−∞

K(x − t)F ∗(t)dt 6 g0(x) +

+∞∫

−∞

K(x − t)F γ(t)dt +

+∞∫

−∞

K(x − t)F ∗(t) dt 6

6 g0(x) +

+∞∫

−∞

K(x − t)(F γ(t) + ω(t, F γ(t)))dt +

+∞∫

−∞

K(x − t)F ∗(t) dt =

= F γ(x) + F ∗(x).

Таким образом, из утверждений а), б) и в) следует, что последовательность функ-
ций {ϕγ

n(x)}∞n=0 имеет поточечный предел при

n → ∞ : lim
n→∞

ϕγ
n(x) = ϕγ(x),

причем предельная функция ϕγ(x) удовлетворяет уравнению (0.1). Ограниченность
каждого решения {ϕγ(x)}γ∈Π следует из того, что

F γ ∈ L∞(R), γ ∈ Π, F ∗ ∈ L1(R) ∩ L∞(R).

Теперь докажем утверждение A) теоремы. Имеем

F γ(t) 6 ϕγ(t) 6 F γ(t) + F ∗(t), t ∈ R. (2.27)
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Интегрируя обе части неравенства (2.27) по t от 0 до x и учитывая (1.21), получим

γx + o(x) 6

x∫

0

ϕγ(t)dt 6 γx + o(x) +

x∫

0

F ∗(t) dt. (2.28)

Так как
x∫
0

F ∗(t) dt = o(x) (при x → +∞ в случае ν(K) < 0 и при x → −∞ в случае

ν(K) > 0 ), то получим
x∫

0

ϕγ(t) dt = γx + o(x), при x → ±∞. ¤

3. ПРИМЕРЫ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ВИДА (0.1)

Приведем примеры нелинейных уравнений вида (0.1), для которых выполняются

все условия теоремы 2.
Пусть G(t, y) — определенная на R × R вещественная функция, причем имеет

место следующие условия:
1) G(t, y) > y, (t, y) ∈ R × [A, +∞);
2) G(t, y) неубывает по y на [A, +∞);
3) G ∈ Cary(R × [A, +∞));

4) sup
y>A

(G(t, y) − y) ∈ L1(R) ∩ L∞(R),

+∞∫

−∞

t
(

sup
y>A

(G(t, y) − y)
)
dt < +∞.

В качестве G(t, y) можно выбрать следующие функции:

• G(t, y) = y + e−ye−t2 при A = 0;

• G(t, y) = y + y
y+1

e−|t| при A = 0;

• G(t, y) = y + e−|t| sin2 y при A = 0;

• G(t, y) = y + ln

(
e − 1

y2

)
e−t2 при A =

√
1

e−1
;

• G(t, y) = y + (
√

y2 + 1 − y)e−t2 при A = 0;

• G(t, y) = y + ln

(
1 − y

y2 + 1

)
e−|t| при A = 0.

В качестве частного примера уравнения (0.1) можно выбрать следующий класс

нелинейных интегральных уравнений типа Гаммерштейна:

ϕ(x) =

+∞∫

−∞

K(x − t)(G(t, ϕ(t)) + ω(t, ϕ(t))) dt, x > 0,

где функции G и ω удовлетворяют соответственно условиям 1)–4) этого параграфа
и условиям а)–г) из п. 1.2.

Авторы выражают благодарность рецензенту за полезные замечания.
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In present work one class of Urysohn type nonlinear integral equation on whole line is studied. Equations

observed have applications in various fields of mathematical physics. It is assumed that Hammerstein type

nonlinear integral operator with a difference kernel serves local minorant in terms of M. A. Krasnoselskii for the

Urysohn initial operator. Combination of construction methods of invariant cone segments for initial Urysohn

nonlinear operator with the methods of monotone operator theory and convolution type conservative integral

equations in the case of some restrictions on nonlinearity allows us to prove constructive existence theorems

about one parametric positive solutions. A set of parameters is described and the behavior of constructed

solutions at infinity is examined. At the еnd of the work specific examples are given for which conditions of

formulated theorems are satisfied.

Key words: Urysohn integral equation, monotonicity, successive approximations, one-parameter family of

positive solutions, Caratheodory’s condition, set of parameters.
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Исследуется обратная задача спектрального анализа для дифференциальных пучков второго поряд-

ка на графе-кусте, который является произвольным компактным графом с одним циклом. Основное

внимание уделяется наиболее важной нелинейной обратной задаче восстановления коэффициентов

дифференциальных уравнений при условии, что структура графа известна априори. Используются

стандартные условия склейки во внутренних вершинах и краевые условия Дирихле и Неймана в

граничных вершинах. Для данного класса пучков установлены свойства спектральных характери-

стик, получена конструктивная процедура решения обратной задачи восстановления коэффициентов

дифференциальных операторов по спектрам и доказана единственность решения. Для решения этой

обратной задачи используется метод спектральных отображений, который позволяет строить потен-

циал на каждомфиксированном ребре. Для перехода к следующему ребру используется специальное

представление характеристических функций.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследуется обратная спектральная задача для несамосопряженных дифферен-

циальных пучков второго порядка на компактном графе-кусте (произвольный граф

с одним циклом) при стандартных условиях склейки во внутренних вершинах и

краевых условиях в граничных вершинах. Основное внимание уделяется наиболее

важной нелинейной обратной задаче восстановления коэффициентов дифференци-

альных уравнений (потенциалов) при условии, что структура графа известна априо-

ри. Для этой обратной задачи доказана теорема единственности и получена проце-

дура построения решения. Для решения этой обратной задачи используется метод

спектральных отображений [1].

Отметим, что обратные спектральные задачи для дифференциальных операторов

на интервале изучены достаточно полно (см. [1–5] и библиографию к ним). Обратные

задачи на графах исследовались в работах [6–13] и других работах.

Рассмотрим компактный граф G в R
ℓ с множеством ребер E = {e0, . . . , er} и

множеством вершин W = V ∪ U , где V = {v1, . . . , vr}, U = {vr+1, . . . , vr+N}. Граф
имеет вид G = e0 ∪ T , где e0 — цикл, vi ∈ e0, i = r + 1, r + N , vj /∈ e0, j = 1, r,

T ∩e0 = U , T = T1∪ . . .∪Tm, и Tj — дерево с корнем из U и с одним корневым ребром

из E . Множество T состоит из N групп деревьев: T = R1 ∪ . . . ∪ RN , Ri ∩ e0 = vr+i,
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т.е. все деревья из Ri имеют общий корень vr+i. Пусть mi — число деревьев в блоке

Ri; m1 + · · · + mN = m. Обозначим s0 = 1, si = m1 + · · · + mi, i = 1, N . Тогда

Ri =

si⋃

j=si−1+1

Tj,

si⋂

j=si−1+1

Tj = vr+i, i = 1, N.

Фиксируем i = 1, N , j = 1,m, и рассмотрим дерево Tj ∈ Ri. Для двух точек a, b ∈ Tj

будем писать a 6 b, если a лежит на единственном простом пути, соединяющем

корень v0 с b. Будем писать a < b, если a 6 b и a 6= b. Если a < b, то обозна-

чим [a, b] := {z ∈ T : a 6 z 6 b}. В частности, если e = [v, w] — ребро, то

v называется его начальной точкой, а w — его конечной точкой; будем говорить,

что e выходит из v и заканчивается в w. Для каждой вершины v ∈ Tj обозначим

R(v) := {e ∈ Tj : e = [v, w], w ∈ Tj} — множество ребер, выходящих из v. Для v ∈ Tj

через |v| обозначим число ребер между ui и v; число |v| называется порядком v.

Для каждого ребра e ∈ T его порядок определяется как порядок его конечной точки.

Число σ := maxj=1,r |vj| называется высотой T . Пусть V (µ) := {v ∈ V : |v| = µ},
µ = 0, σ — множество вершин порядка µ, а E (µ) := {e ∈ T : e = [v, w], v ∈ V (µ−1),

w ∈ V (µ)}, µ = 1, σ, — множество ребер порядка µ. Цикл e0 состоит из N частей:

e0 = er+1 ∪ . . . ∪ er+N , er+k = [vr+k, vr+k+1], k = 1, N, vr+N+1 := vr+1.

Для определенности занумеруем вершины vj ∈ V следующим образом:

Γ := {v1, . . . , vp} — граничные вершины графа G, а vj при j > p занумерованы

в порядке возрастания |vj|. Аналогично занумеруем ребра, а именно ej = [vjk
, vj],

j = 1, r, jk < j. В частности, E := {e1, . . . , ep} — множество граничных ребер

графа G. Ясно, что ej ∈ E (µ) тогда и только тогда, когда vj ∈ V (µ). Положим

Ei := {ek ∈ Ri : vr+i ∈ ek}, EN+1 := E1.

Пусть dj — длина ребра ej, j = 1, r + N , а d0 = dr+1 + . . . + dr+N — длина e0.

Положим b0 = 0, bk = dr+1 + . . . + dr+k, k = 1, N . Тогда bN = d0. Каждое ребро ej,

j = 1, r + N параметризуется параметром xj ∈ [0, dj], причем xj = 0 соответствует

вершине vj. Весь цикл e0 параметризуется параметром x ∈ [0, d0], где x = xr+j + bj−1

при xr+j ∈ [0, dr+j], j = 1, N .

Функция Y на G представима в виде Y = {yj}j=1,r+N , где функция yj(xj),

xj ∈ [0, dj], определена на ребре ej. Функция y(x), x ∈ [0, d0], на цикле e0 имеет

вид y(x) = yr+j(xr+j), j = 1, N . Пусть Q = {qj}j=1,r+N и P = {pj}j=1,r+N — ком-

плекснозначные функции на G, они называются потенциалами. Предположим, что

qj(xj) ∈ L(0, dj), pj(xj) ∈ AC[0, dj]. Потенциалы p(x), q(x), x ∈ [0, d0] на всем цикле

e0 имеют вид p0(x) = pr+j(xr+j), q0(x) = qr+j(xr+j), j = 1, N . Рассмотрим дифферен-

циальное уравнение на графе G:

y′′
j (xj) + (ρ2 + ρpj(x) + qj(xj))yj(xj) = 0, xj ∈ [0, dj], (1)

где j = 1, r + N , ρ — спектральный параметр, функции yj(xj), y′
j(xj) абсолютно

непрерывны на [0, dj] и удовлетворяют следующим условиям склейки во внутренних

вершинах: для vk, k = p + 1, r:

yj(dj) = yk(0) for all ej ∈ R(vk),
∑

ej∈R(vk)

y′
j(dj) = y′

k(0), (2)
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для vµ+1, µ = r + 1, r + N :

yµ+1(0) = yµ(dµ) = yj(dj) ∀ ej ∈ Eµ−r+1,

y′
µ+1(0) = y′

µ(dµ) +
∑

ej∈Eµ−r+1

y′
j(dj),





(3)

где yr+N+1 = yr+1, dr+N+1 = dr+1. Условия (2), (3) называются стандартными услови-

ями склейки. В электрических сетях они выражают закон Кирхгофа; при колебаниях

упругих сетей — баланс напряжений и т.д. Рассмотрим краевую задачу B0(G) для

уравнения (1) с условиями склейки (2), (3) и с краевыми условиями Дирихле в гра-

ничных вершинах v1, . . . , vp: yj(0) = 0, j = 1, p. Пусть Λ0 = {ρn0} — собственные

значения (с учетом кратностей) задачи B0(G). Рассмотрим также краевые задачи

Bν1,...,νγ
(G), γ = 1, p, 1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p, для уравнения (1) с условиями склей-

ки (2), (3) и с краевыми условиями:

y′
k(0) = 0, k = ν1, . . . , νγ, yj(0) = 0, j = 1, p, j 6= ν1, . . . , νγ.

Через Λν1,...,νγ
:= {ρn,ν1,...,νγ

} обозначим собственные значения (с учетом кратностей)

задачи Bν1,...,νγ
(G). Пусть C(x, ρ), S(x, ρ) — решения уравнения

y′′(x) + (ρ2 + ρp0(x) + q0(x))y(x) = 0, x ∈ [0, d0] (4)

на цикле e0 с начальными условиями C(0, ρ) = S ′(0, ρ) = 1, C ′(0, ρ) = S(0, ρ) = 0.

Обозначим H(ρ) := C(d0, ρ)−S ′(d0, ρ), h(ρ) := S(d0, ρ). Пусть V = {νn} — нули целой

функции h(ρ). Тогда {νn} являются собственными значениями краевой задачи B для

уравнения (4) при граничных условиях y(0) = y(d0) = 0. Через Ω = {ωn} обозначим

Ω — последовательность для B [14].

Выберем и зафиксируем по одной граничной вершине vξi
∈ Ri из каждого бло-

ка Ri, i = 1, N . Обозначим ξ := {k : k = ξ1, . . . , ξN} — множество индексов ξi,

i = 1, N .

Обратная задача 1. Даны 2N + p − N спектров Λj, j = 0, p, Λν1,...,νγ
, γ = 2, N ,

1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p, νj ∈ ξ, Ω, построить потенциалы P, Q на графе G.

Сформулируем теорему единственности решения этой обратной задачи. Для этого

наряду с (P, Q) рассмотрим потенциалы (P̃ , Q̃). Условимся, что если некоторый сим-

вол µ обозначает объект, относящийся к (P, Q), то µ̃ будет обозначать аналогичный

объект, относящийся к (P̃ , Q̃).

Теорема 1. Если Λj = Λ̃j, j = 0, p, Λν1,...,νγ
= Λ̃ν1,...,νγ

, γ = 2, N ,

1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p, νj ∈ ξ, и Ω = Ω̃, то Q = Q̃, P = P̃ на графе G.

Эта теорема будет доказана в параграфе 2. Кроме того, мы дадим там конструк-

тивную процедуру решения обратной задачи 1. В параграфе 1 вводятся основные

понятия и доказываются вспомогательные утверждения.

1. СВОЙСТВА СПЕКТРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК

Пусть Sj(xj, ρ), Cj(xj, ρ), j = 1, r + N , xj ∈ [0, dj] — решения уравнения (1) на

ребре ej при начальных условиях Sj(0, ρ) = C ′
j(0, ρ) = 0, S ′

j(0, ρ) = Cj(0, ρ) = 1.
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При каждом фиксированном xj ∈ [0, dj] функции S
(ν)
j (xj, ρ), C

(ν)
j (xj, ρ), j = 1, r + N ,

ν = 0, 1, являются целыми по ρ экспоненциального типа. Кроме того, 〈Cj(xj, ρ),

Sj(xj, ρ)〉 ≡ 1, где 〈y, z〉 := yz′ − y′z — вронскиан функций y и z. Зафиксируем

k = p + 1, r. Обозначим Qk := {z ∈ T : vk < z}, Gk := G \ Qk. Тогда

Qk =
⋃

ei∈R(vk)

Tki ,

где Tki — дерево с корнем vk и с корневым ребром ei.

Обозначения. Если D ⊂ G — граф, то через B0(D) обозначим краевую задачу для

уравнения (1) на D со стандартными условиями склейки во внутренних вершинах

и с краевыми условиями Дирихле в граничных вершинах. Пусть {Y }D := {yj}ej∈D.

Если vj — граничная вершина для D, то через Bj(D) обозначим краевую задачу для

уравнения (1) на D со стандартными условиями склейки во внутренних вершинах, с

условием Неймана Y ′
|vj

= 0 в вершине vj и с краевыми условиями Дирихле в осталь-

ных граничных вершинах. Например, B0(Gk) — краевая задача на Gk с краевыми

условиями yk(0) = 0, ym(0) = 0, em ∈ E ∩ Gk, а Bk(Gk) — краевая задача на Gk с

краевыми условиями y′
k(0) = 0, ym(0) = 0, em ∈ (E ∩ Gk) \ ek. Рассмотрим также

краевую задачу B1(Tj) для уравнения (1) на Tj ∈ Ri с краевыми условиями Y ′
|ui

= 0,

Y|vj
= 0, j = Γ ∩ Tj.

Зафиксируем граничную вершину vk ∈ Γ. Пусть Φk = {Φkj}j=1,r+N — решение

уравнения (1) на G, удовлетворяющее условиям склейки (2), (3) и краевым условиям

Φkj(0, ρ) = δkj, j = 1, p, (5)

где δkj — символ Кронекера. Положим Mk(ρ) := Φ′
kk(0, ρ), k = 1, p. Функция

Mk(ρ,G) := Mk(ρ) называется функцией Вейля относительно граничной вершины vk.

Обозначим M0
kj(ρ) = Φ′

kj(0, ρ), M1
kj(ρ) = Φkj(0, ρ), j = 1, r + N . Тогда

Φkj(xj, ρ) = M1
kj(ρ)Cj(xj, ρ) + M0

kj(ρ)Sj(xj, ρ), j = 1, r + N. (6)

В частности, M0
kk(ρ) = Mk(ρ,G), M1

kk(ρ) = 1, M1
kj(ρ) = 0 при j = 1, p \ k. Имеем

Φkk(xk, ρ) = Ck(xk, ρ) + Mk(ρ,G)Sk(xk, ρ) (7)

и, следовательно,

〈Φkk(xk, ρ), Sk(xk, ρ)〉 ≡ 1. (8)

Подставляя (6) в (2), (3) и (5), получаем линейную алгебраическую систему Dk

относительно M0
kj(ρ), M1

kj(ρ), j = 1, r + N . Определитель ∆0(ρ,G) этой системы не

зависит от k и имеет вид

∆0(ρ,G) = σ(ρ)
(
a(ρ) +

N∑

k=1

∑

16µ1<...<µk6N

aµ1...µk
(ρ)ηµ1(ρ) . . . ηµk

(ρ)
)
, (9)

где

σ(ρ) =
m∏

k=1

∆0(ρ, Tk), ηi(ρ) =

si∑

j=si−1+1

∆1(ρ, Tj)

∆0(ρ, Tj)
, (10)
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a(ρ) := C(d0, ρ) + S ′(d0, ρ) − 2, a1(ρ) := h(ρ) = S(d0, ρ), (11)

а ∆0(ρ, Tj), ∆1(ρ, Tj) — характеристические функции краевых задач B0(Tj), B1(Tj)

соответственно. Нам не нужны конкретные формулы для других коэффициен-

тов aµ1...µk
(ρ). Функция ∆0(ρ,G) является целой по ρ экспоненциального типа, и

ее нули (с учетом кратностей) совпадают с собственными значениями краевой зада-

чи B0(G). Функция ∆0(ρ,G) называется характеристической функцией для B0(G).

Пусть ∆ν1,...,νγ
(ρ,G), γ = 1, p, 1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p — функция, получающаяся

из ∆0(ρ,G) заменой S
(ν)
j (dj, ρ) на C

(ν)
j (dj, ρ) для j = ν1, . . . , νγ, ν = 0, 1. Функция

∆ν1,...,νγ
(ρ,G) является целой по ρ экспоненциального типа, и ее нули совпадают с

собственными значениями краевой задачи Bν1,...,νγ
(G). Функция ∆ν1,...,νγ

(ρ,G) назы-

вается характеристической функцией для Bν1,...,νγ
(G). Имеем

∆ν1,...,νγ
(ρ,G) = σ(ν1,...,νγ)(ρ)

(
a(ρ)+

+
N∑

k=1

∑

16µ1<...<µk6N

aµ1...µk
(ρ)ηµ1,(ν1,...,νγ)(ρ) . . . ηµk,(ν1,...,νγ)(ρ)

)
, (12)

где функции σ(ν1,...,νγ)(ρ) и ηi,(ν1,...,νγ)(ρ) получаются из σ(ρ) и ηi(ρ) заменой S
(ν)
j (dj, ρ)

на C
(ν)
j (dj, ρ) для j = ν1, . . . , νγ, ν = 0, 1.

Решая алгебраическую систему Dk, получаем M s
kj(ρ) = ∆s

kj(ρ,G)/∆0(ρ,G),

s = 0, 1, j = 1, r + N , где определитель ∆s
kj(ρ, G) получается из ∆0(ρ,G) заменой

столбца, соответствующего M s
kj(ρ), на столбец свободных членов. В частности,

Mk(ρ,G) = −∆k(ρ,G)/∆0(ρ,G), k = 1, p. (13)

Из (13) вытекает, что функции Вейля Mk(ρ,G) являются мероморфными по ρ с

множеством полюсов Λ0 множеством нулей Λk.

Зафиксируем k = p + 1, r. Пусть ∆0(ρ,Gk) и ∆k(ρ,Gk) — характеристические

функции задач B0(Gk) и Bk(Gk) соответственно. Используя (9)–(11), вычисляем

∆0(ρ,G) = ∆0(ρ,Qk)∆0(ρ, Gk) +
( ∏

ei∈R(vk)

∆0(ρ, Tki)
)
∆k(ρ,Gk), (14)

где ∆0(ρ,Qk) и ∆0(ρ, Tki) — характеристические функции для B0(Qk) и B0(Tki) со-

ответственно. Аналогично для ej ∈ E ∩ Tks имеем

∆j(ρ,G) = ∆j(ρ,Qk)∆0(ρ,Gk) +
(
∆j(ρ, Tks)

∏

ei∈R(vk), i 6=s

∆0(ρ, Tki)
)
∆k(ρ,Gk), (15)

где ∆j(ρ,Qk) и ∆j(ρ, Tki) строятся из ∆0(ρ,Qk) и ∆0(ρ, Tki) заменой S
(ν)
j (dj, ρ), ν = 0, 1

на C
(ν)
j (dj, ρ). Обозначим

Ek(xk) =
1

2

∫ xk

0

pk(t) dt, θk =
1

2dk

∫ dk

0

pk(t) dt, E±(ρ) =
r+N∏

j=1

exp(∓i(ρ + θj)dj),
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d :=
r+N∑

j=1

θjdj =
1

2

r+N∑

j=1

∫ dj

0

pj(t) dt, τ = Im ρ,

Π± = {ρ : ±τ > 0}, Π+
δ = {ρ : arg ρ ∈ [δ, π − δ]}, Π−

δ = {ρ : arg ρ ∈ [π + δ, 2π − δ]}.

Без ограничения общности считаем, что d = 0. При каждом xk ∈ [0, dk) имеем

Φ
(ν)
kk (xk, ρ) = (±iρ)ν exp(±i(ρxk + Ek(xk)))[1], ρ ∈ Π±

δ , |ρ| → ∞. (16)

В частности,

Mk(ρ) = (±iρ)[1], ρ ∈ Π±
δ , |ρ| → ∞. (17)

Кроме того, при |ρ| → ∞, k = 1, r + N, равномерно по xk ∈ [0, dk],

S
(ν)
k (xk, ρ) =

1

2(−iρ)1−ν
exp(−i(ρxk + Ek(xk)))[1] +

1

2(iρ)1−ν
exp(i(ρxk + Ek(xk)))[1].

(18)

Аналогично получаем при ρ ∈ Π±
δ , |ρ| → ∞:

∆0(ρ,G) = ∆±
0 ρ−pE±(ρ)[1], ∆±

0 6= 0, (19)

∆k(ρ, G) = (∓iρ)∆±
0 ρ−pE±(ρ)[1], k = 1, p, (20)

∆ν1,...,νγ
(ρ,G) = (∓iρ)γ∆±

0 ρ−pE±(ρ)[1], γ = 1, N, 1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p. (21)

2. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 1

В этом параграфе мы опишем конструктивную процедуру решения обратной зада-

чи 1 и докажем его единственность. Сначала рассмотрим вспомогательные обратные

задачи. Фиксируем граничную вершину vk ∈ Γ, k = 1, p, и рассмотрим следующую

обратную задачу на ребре ek, которую будем обозначать IP(k).

IP(k). Дана Mk(ρ,G), построить qk(xk), pk(xk), xk ∈ [0, dk].

Теорема 2. Если Mk(ρ,G) = M̃k(ρ,G), то pk(xk) = p̃k(xk) и qk(xk) = q̃k(xk)

п.в. на [0, dk]. Таким образом, задание функции Вейля Mk однозначно определяет

потенциалы pk и qk на ребре ek.

Доказательство. Введем функции

P k
1s(xk, ρ) = (−1)s

(
Φkk(xk, ρ)S̃

(2−s)
k (xk, ρ) − Φ̃

(2−s)
kk (xk, ρ)Sk(xk, ρ)

)
, s = 1, 2. (22)

Из (8) выводим

Sk(xk, ρ) = P k
11(xk, ρ)S̃k(xk, ρ) + P k

12(xk, ρ)S̃ ′
k(xk, ρ). (23)

Обозначим Ωk(xk) = cos Êk(xk), где Êk(xk) = Ek(xk) − Ẽk(xk). Учитывая (16), (18) и

(22), получаем

P k
1s(xk, ρ) = δ1sΩk(xk) + O(ρ−1), ρ ∈ Π±

δ , |ρ| → ∞, xk ∈ (0, dk), s = 1, 2. (24)
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Используя (22) и (7), получаем, что при каждом фиксированном xk функции

P k
1s(xk, ρ) являются целыми по ρ экспоненциального типа. Вместе с (24) это дает

P k
11(xk, ρ) ≡ Ωk(xk), P k

12(xk, ρ) ≡ 0. Подставляя эти соотношения в (22) и (23), нахо-

дим

(S̃k(xk, ρ))−1Sk(xk, ρ) = (Φ̃kk(xk, ρ))−1Φkk(xk, ρ), (25)

при всех xk и ρ. Используя (16) и (18), получаем при |ρ| → ∞, ρ ∈ Π±
δ ,

(S̃k(xk, ρ))−1Sk(xk, ρ) = exp(∓Êk(xk))[1], (Φ̃kk(xk, ρ))−1Φkk(xk, ρ) = exp(±Êk(xk))[1].

Отсюда и из (25) выводим exp(2Êk(xk)) ≡ 1. Так как Êk(0) = 0, то Êk(xk) ≡ 0,

т. е. P11(xk, ρ) ≡ 1, Sk(xk, ρ) ≡ S̃k(xk, ρ), Φkk(xk, ρ) ≡ Φ̃kk(xk, ρ) и, следовательно,

qk(xk) = q̃k(xk), pk(xk) = p̃k(xk) на [0, dk]. ¤

Используя метод спектральных отображений [1] для оператора Штурма–

Лиувилля на ребре ek, получаем конструктивную процедуру решения обратной за-

дачи IP(k).

Лемма 1. Фиксируем k = 1, p. Задание двух спектров Λ0 и Λk однозначно

определяет функцию Вейля Mk(ρ,G).

Доказательство. Характеристические функции ∆k(ρ,G), k = 0, p, являются це-

лыми по ρ экспоненциального типа. По теореме Адамара

∆k(ρ,G) = Bk exp(Akρ)∆∗
k(ρ,G), k = 0, p, (26)

∆∗
k(ρ,G) = ρξk

∏

n∈Λ′

k

(
1 − ρ

ρnk

)
exp(ρ/ρnk), k = 0, p, (27)

Λ′
k = {n : ρnk 6= 0}, и ξk > 0 — кратность нулевого собственного значения. В силу

(13) и (26) заключаем

Mk(ρ,G) = −bk exp(akρ)
∆∗

k(ρ,G)

∆∗
0(ρ,G)

, k = 1, p, (28)

где bk = Bk/B0, ak = Ak − A0. Используя (17), вычисляем

ak = lim
|ρ|→∞

1

ρ
ln

(∆∗
0(ρ, G)

∆∗
k(ρ,G)

)
, ρ ∈ Π±

δ , k = 1, p, (29)

bk = lim
|ρ|→∞

(∓iρ)∆∗
0(ρ,G) exp(−akρ)

∆∗
k(ρ,G)

, ρ ∈ Π±
δ , k = 1, p. (30)

Итак, мы однозначно построили Mk(ρ,G) по формулам (27)–(30). ¤

Теперь рассмотрим вспомогательную обратную задачу IP(0) на цикле e0.

IP(0). Даны a(ρ), h(ρ) и Ω, построить p0(x), q0(x), x ∈ [0, d0].

Эта задача является классической периодической обратной задачей на интервале

[0, d0]; она была решена в [15], где доказана единственность решения и получен

алгоритм построения решения задачи IP(0).

Зафиксируем k = 0, p. Пусть задан спектр Λk краевой задачи Lk(G). Тогда мы

можем построить характеристическую функцию ∆k(ρ,G) следующим образом.
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Используя (26), (27) и асимптотику (19), (20), получаем при ρ ∈ Π±
δ , |ρ| → ∞:

B0 exp(A0ρ)∆∗
0(ρ,G) = ∆±

0 ρ−pE±(ρ)[1],

Bk exp(Akρ)∆∗
k(ρ, G) = (∓iρ)ρ−p∆±

0 E±(ρ)[1], k = 1, p

и, следовательно,

Ak = −κ±
k ∓ i

r+N∑

j=1

dj, k = 0, p, κ±
k := lim

|ρ|→∞

ln ∆∗
k(ρ,G)

ρ
, ρ ∈ Π±

δ . (31)

Далее,

Bk = ∆±
0 σ±

k , k = 0, p, (32)

σ±
0 = lim

|ρ|→∞

exp(κ±
0 ρ)

ρp∆∗
0(ρ,G)

, σ±
k = lim

|ρ|→∞

(∓iρ) exp(κ±
k ρ)

ρp∆∗
k(ρ,G)

, k = 1, p.

Аналогично, используя (21), получаем

∆ν1,...,νγ
(ρ,G) = Bν1,...,νγ

exp(Aν1,...,νγ
ρ)∆∗

ν1,...,νγ
(ρ,G), γ = 1, p, 1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p,

(33)

∆∗
ν1,...,νγ

(ρ,G) = ρξν1,...,νγ

∏

n∈Λ′

ν1,...,νγ

(
1 − ρ

ρn,ν1,...,νγ

)
exp(ρ/ρn,ν1,...,νγ

), (34)

Aν1,...,νγ
= −κ±

ν1,...,νγ
∓ i

r+N∑

j=1

dj, κ±
ν1,...,νγ

:= lim
|ρ|→∞

ln ∆∗
ν1,...,νγ

(ρ,G)

ρ
, ρ ∈ Π±

δ , (35)

Bν1,...,νγ
= ∆±

0 σ±
ν1,...,νγ

, σ±
ν1,...,νγ

= lim
|ρ|→∞

(∓iρ)γ exp(κ±
ν1,...,νγ

ρ)

ρp∆∗
ν1,...,νγ

(ρ,G)
, (36)

Λ′
ν1,...,νγ

= {n : ρn,ν1,...,νγ
6= 0}, и ξν1,...,νγ

> 0 — кратность нулевого собственного

значения.

Теперь мы готовы описать конструктивную процедуру решения обратной зада-

чи 1 и доказать его единственность. Пусть даны Λj, j = 0, p, Λν1,...,νγ
, γ = 2, N ,

1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p, νj ∈ ξ, и Ω. Процедура построения решения обратной

задачи 1 состоит в реализации так называемых Dµ-процедур последовательно для

µ = σ, σ − 1, . . . , 1, 0, где σ — высота T . Опишем Dµ-процедуры.

Dσ-процедура

1. При каждом k = 1, p строим функцию Вейля Mk(ρ,G), используя (27)–(30).

2. При каждом фиксированном k = 1, p решаем обратную задачу IP(k) и находим

потенциалы pk(xk), qk(xk), xk ∈ [0, dk], на ребре ek.

3. При каждом фиксированном k = 1, p вычисляем C
(ν)
k (dk, ρ), S

(ν)
k (dk, ρ), ν = 0, 1.

4. Строим ∆0(ρ,G) и ∆ν1,...,νγ
(ρ,G), γ = 1, N , 1 6 ν1 < . . . < νγ 6 p, νj ∈ ξ,

используя (26), (27) и (31)–(36).

5. Для каждой вершины vk ∈ V (σ−1) \ Γ выбираем и фиксируем s и j так, что

ej ∈ E ∩ Tks. Решая линейную алгебраическую систему (14), (15), находим ∆0(ρ,Gk)

и ∆k(ρ,Gk).
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6. Для каждой vk ∈ V (σ−1) \ Γ строим функцию Вейля Mk(ρ, Gk) для Gk по

формуле

Mk(ρ, Gk) = −∆k(ρ,Gk)/∆0(ρ,Gk). (37)

Выполним теперь Dµ-процедуры последовательно при µ = 2, σ − 1 по индукции.

Фиксируем µ = 2, σ − 1 и предположим, что Dσ, . . . , Dµ+1-процедуры уже выполнены.

Выполним Dµ-процедуру.

Dµ-процедура

1. При каждом фиксированном ek ∈ E (µ) решаем обратную задачу IP(k) на Gk и

находим потенциалы pk(xk), qk(xk), xk ∈ [0, dk], на ребре ek.

2. Для каждого ek ∈ E (µ) вычисляем C
(ν)
k (dk, ρ), S

(ν)
k (dk, ρ), ν = 0, 1.

3. Для каждой вершины vk ∈ V (µ−1) \ Γ выбираем и фиксируем s и j так, что

ej ∈ E ∩ Tks. Решая линейную алгебраическую систему (14), (15), находим ∆0(ρ,Gk)

и ∆k(ρ,Gk).

4. Для каждой вершины vk ∈ V (µ−1) \ Γ вычисляем Mk(ρ,Gk) для Gk по форму-

ле (37).

D1-процедура

1. Для каждого ребра ek ∈ E (1) решаем обратную задачу IP(k) на Gk и находим

потенциалы pk(xk), qk(xk), xk ∈ [0, dk] на ребре ek.

2. Для каждого ek ∈ E (1) вычисляем C
(ν)
k (dk, ρ), S

(ν)
k (dk, ρ), ν = 0, 1.

3. Строим a(ρ) и a1(ρ), используя (9) и (12).

D0-процедура

По a(ρ), h(ρ), Ω строим q0(x), p0(x), x ∈ [0, d0] на e0, решая задачу IP(0).

Таким образом, выполняя последовательно Dσ, Dσ−1, . . . , D0-процедуры, мы полу-

чили решение обратной задачи 1 и доказали его единственность.
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On Recovering Differential Pencils on a Bush-type Graph
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We study the inverse problem of spectral analysis for differential pencils on a bush-type graph, which is

an arbitrary compact graph with one cycle. We pay the main attention to the most important nonlinear

inverse problem of recovering coefficients of differential equations provided that the structure of the graph is

known a priori. We use the standard matching conditions in the interior vertices and Dirichlet and Neumann

boundary conditions in the boundary vertices. For this class of pencils properties of spectral characteristics

are established, a constructive procedure is obtained for the solution of the inverse problem of recovering

coefficients of differential operators from spectra, and the uniqueness of the solution is proved. For solving

this inverse problem we use the method of spectral mappings, which allows one to construct the potential on

each fixed edge. For transition to the next edge we use a special representation of the characteristic functions.

Key words: differential pencils, geometrical graph, inverse spectral problems.
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УРАВНЕНИЙ БЮРГЕРСА – ХАКСЛИ

И БРЕДЛИ – ХАРПЕРА
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ab2009sar@list.ru

В статье показано, что точные солитоноподобные решения эволю-

ционных уравнений нелинейной волновой механики можно получать

прямым методом возмущений на основе решения линеаризованного

уравнения. Сами решения представляют собой суммы рядов метода

возмущений, найденные при помощи требования об их геометрич-

ности. Указанное требование приводит к условиям для коэффици-

ентов уравнений и параметров искомых решений. Получены точные

уединенно-волновые решения нелинейных неинтегрируемых уравне-

ния Бюргерса– Хаксли и обобщенного уравнения Бредли– Харпера.

Найдены условия, при которых эти решения имеют форму волнового

фронта. Показано, что данные решения также могут быть найдены

из систем уравнений Риккати, эквивалентных исходному уравнению.

При помощи преобразования Коула– Хопфа обобщенное уравнение

Бредли– Харпера сведено к линейному дифференциальному урав-

нению второго порядка с постоянными коэффициентами.

Ключевые слова: точные уединенно-волновые решения, метод воз-

мущений, уравнение Риккати.
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ВВЕДЕНИЕ

Метод возмущений и его вариации [1] широко приме-

няются для приближенного решения нелинейных уравне-

ний, моделирующих, в частности, процессы распростра-
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нения волн в деформируемых средах. Тем не менее среди большого количества ме-
тодов нахождения точных уединенно-волновых решений неинтегрируемых эволю-
ционных уравнений [2] практически ни один не основан на методе возмущений.
Это объясняется тем, что солитон как существенно нелинейное явление не может
быть получен ни в каком конечном порядке метода возмущений, сводящего исходное
нелинейное уравнение к последовательности линеаризованных задач [3]. В первой
части статьи на примере уравнения Бюргерса –Хаксли [4] показано, что ряды ме-

тода возмущений для неинтегрируемых уравнений при выполнении определенных
условий для их коэффициентов могут стать геометрическими, при этом суммы ря-
дов дают точные решения уравнений [5]. Во второй части продемонстрировано, что
суммы упомянутых рядов и условия, при которых они становятся геометрически-
ми, могут быть получены из решения пары уравнений Риккати, эквивалентных ис-
ходному уравнению. В третьей, четвертой и пятой частях рассмотрено обобщенное

пространственно-одномерное уравнение Бредли–Харпера [6, 7]. Построено точное
уединенно-волновое решение, установлена связь с парой уравнений Риккати, про-
демонстрирована возможность его неявной линеаризации на основе преобразования
Коула –Хопфа.

1. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА – ХАКСЛИ

Уравнение Бюргерса –Хаксли

ut − uxx − u − u2 + αu3 + βuux = 0 (1)

используется для моделирования многих нелинейных волновых явлений, например,
процесса движения доменной стенки сегнетоэлектрика в электрическом поле, воз-
мущения среднего уровня поверхности неглубокой жидкости, задач нелинейной аку-
стики и т. п. [4].

В соответствии с методом возмущений будем искать решение уравнения (1) в
форме ряда с параметром ε:

u =
∞∑

n=1

εnun(x, t). (2)

Подставляя (2) в (1), сгруппируем слагаемые по степеням ε. В первом поряд-
ке получим линейное уравнение для функции u1(x, t), имеющее частное решение
u1(x, t) = exp(kx − ωt) при условии ω = −k2 − 1, являющемся дисперсионным со-

отношением линеаризованной задачи. Последовательно, решая уравнения в старших
порядках, находим выражения для функций un(x, t) в виде un(x, t) = Knu

n
1 . Заменой

z = εu1 разложение (2) сводится к степенному ряду по z:

u = z +
βk − 1

2k2 − 1
z2 +

3β2k2 + 2αk2 − 5βk − α + 2

2 (2k2 − 1) (3k2 − 1)
z3 + . . . . (3)

При выполнении условия

α =
k (βk − 1) (β − 2k)

(2k2 − 1)2 (4)

ряд (3) становится геометрическим:

u = z +
(βk − 1) z2

2k2 − 1
+

(βk − 1)2 z3

(2k2 − 1)2 +
(βk − 1)3 z4

(2k2 − 1)3 + . . .
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и имеет сумму

u =
z

1 + 1−βk
2k2−1

z
=

(
1

z
+

1 − βk

2k2 − 1

)−1

. (5)

Выражение (5) после возвращения к переменным x, t дает точное решение уравне-
ния (1)

u =

(
1

εekx+(k2+1)t
+

1 − βk

2k2 − 1

)−1

, (6)

зависящее от трех произвольных параметров ε, k, β и имеющее форму волнового

фронта при 1−βk
2k2−1

ε > 0.
Заметив, что произвольная постоянная E является решением уравнения (1) при

условии α = E+1
E2 , будем искать другие решения (1) в окрестности этой постоянной в

форме

u = E +
∞∑

n=1

εnun(x, t). (7)

Подставляя (7) в (1) и повторяя шаги, описанные выше, получим

∞∑

n=1

εnun(x, t) = z +
(Eβk + 2E + 3) z2

E (2k2 + E + 2)
+

+
(3E2β2k2 + 10E2βk + 15Eβk + 2Ek2 + 9E2 + 2k2 + 27E + 20) z3

2E2 (2k2 + E + 2) (3k2 + E + 2)
+ . . . . (8)

Ряд (8) становится геометрическим при выполнении любого из двух условий:

β =
2k2 − E − 1

Ek
, β =

2Ek2 − E2 + 2k2 − 4E − 4

(E + 2) Ek
.

В первом случае сумма ряда (8) равна z
1−z/E

и точное решение имеет вид

u =

(
− ε

E2
ekx−(k2+1)t +

1

E

)−1

. (9)

Во втором случае сумма ряда равна z

1−(E+1)z/(E2+2E)
и дает точное решение

u = E +

(
1

ε
e−kx+ k2E

E+2
t − E + 1

E (E + 2)

)−1

. (10)

Каждое из решений (9), (10) зависит от трех произвольных постоянных ε, k, E и
имеет форму волнового фронта при условии εE < 0 для (9) и ε(E+1)

E(E+2)
< 0 — для (10).

2. ПОЛУЧЕНИЕ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА – ХАКСЛИ

Покажем, что, используя ряд метода возмущений, можно свести уравнение (1) к
паре уравнений Риккати. Заменив в разложении (3) z на ε exp(kx − ωt), подставим
полученное выражение в уравнение Риккати:

ux = Au2 + Bu + C. (11)
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Для того чтобы (11) удовлетворялось тождественно, необходимо выполнение условий

A =
(βk − 1) k

2k2 − 1
, B = k, C = 0, (12)

а также равенства (4).
Диссипативное слагаемое uxx в уравнении Бюргерса –Хаксли (1) с учетом (11)

принимает вид
uxx = 2A2u3 + 3ABu2 +

(
2AC + B2

)
u + BC. (13)

Подставляя (11), (12) и (13) в (1), получаем уравнение Риккати вида

ut =
(βk − 1) (k2 + 1)

2k2 − 1
u2 + (k2 + 1)u. (14)

Таким образом, при выполнении (11) уравнение (1) переходит в уравнение (14). Дру-
гими словами, уравнение Бюргерса –Хаксли эквивалентно уравнению Риккати (14)
при условии (11). Заметим, что в уравнениях Риккати (11), (14) искомая функция u
зависит от переменных x и t.

Общее решение уравнения в частных производных (11) с коэффициентами (12)
содержит произвольную функцию времени F (t):

u =

(
F (t)e−kx +

1 − βk

2k2 − 1

)−1

. (15)

Подставляя (15) в (14), получаем обыкновенное дифференциальное уравнение для

определения F (t):
Ft + (k2 + 1)F = 0,

откуда F = C0e
−(k2+1)t, и общее решение уравнения (11) имеет вид (6), если положить

C0 = 1/ε . Можно показать, что решение (9) получается из системы уравнений

Риккати вида

ux =
k

E
u2 + ku, ut = −k2 + 1

E
u2 − (k2 + 1)u,

а решение (10) — из системы

ux =
k (E + 1)

E (E + 2)
u2 + ku, ut = −k2 (E + 1)

(E + 2)2 u2 − Ek2

E + 2
u.

Известно, что уравнение Риккати линеаризуется при помощи преобразования Ко-
ула –Хопфа [2], в результате чего получается линейное обыкновенное дифференци-
альное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. В этом смыс-

ле эквивалентность неинтегрируемого уравнения Бюргерса –Хаксли паре уравнений
Риккати аналогична существованию пар Лакса для интегрируемых уравнений [8].

3. ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ БРЕДЛИ – ХАРПЕРА

Пространственно-одномерное уравнение Бредли–Харпера, которое часто называ-
ют обобщенным уравнением Курамото –Сивашинского, используется при математи-
ческом моделировании формирования неоднородного рельефа на поверхности пла-
стинки при воздействии потока ионов [6] и имеет вид

ut = ux + αuxx + uxxx + βuxxxx + λu2
x + µuxuxx. (16)
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Рассмотрим обобщение уравнения (16), содержащее в правой части произвольный
полином 5-го порядка по нечетным степеням зависимой переменной

ut = ux + αuxx + uxxx + βuxxxx + λu2
x + µuxuxx + a1u + a3u

3 + a5u
5. (17)

Подставляя (2) в (17) и группируя по степеням ε, в первом порядке получаем одно-
родное уравнение, имеющее частное решение u1(x, t) = exp(kx − ωt) при условии

ω = −
(
βk4 + k3 + αk2 + a1 + k

)
. (18)

Последовательно решая уравнения, возникающие в старших порядках по ε, находим
выражения для функций un(x, t) в виде un(x, t) = Knu

n
1 . Заменой z = εu1 разложе-

ние (2) сводится к степенному ряду по z:

u = z +
k2 (kµ + λ)

−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1

z2+

+
6k6µ2 + 10k5λµ + (4λ2 − 14a3β) k4 − 6a3k

3 − 2a3αk2 + a1a3

2 (−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1) (−39βk4 − 12k3 − 3αk2 + a1)
z3 + ... . (19)

При выполнении условий

λ = −kµ

D

(
−10βk4 − 24k3 − 10αk2 + 5a1

)
,

a3 = −8k6µ2

D2

(
−2βk4 − 2αk2 + 3a1

)
, a5 =

128k12µ4

D4

(
−2βk4 − 2αk2 + a1

)
,

(20)

где D = 46βk4 − 2αk2 + a1, ряд (19) становится геометрическим

u = z − 4k3µ

D
z2 +

16k6µ2

D2
z3 − ...

и имеет сумму

u =
z

1 + 4k3µ
D

z
. (21)

Выражение (21) после возвращения к переменным x, t дает точное решение уравне-
ния (17):

u =

(
1

ε
e−kx−(βk4+k3+αk2+a1+k)t +

4k3µ

D

)−1

, (22)

содержащее шесть произвольных постоянных ε, k, α, β, a1, µ и имеющее форму
волнового фронта при εk3µD > 0.

4. ПОЛУЧЕНИЕ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ
ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ БРЕДЛИ – ХАРПЕРА

Действуя, как и ранее в параграфе 1, заменим в разложении (19) z на
ε exp(kx − ωt), где ω определяется равенством (18) и подставим полученное выра-
жение в уравнение Риккати (11). Сгруппировав слагаемые по степеням экспоненци-
альной функции, потребуем равенства нулю коэффициентов перед ними — получим
бесконечную систему уравнений. Из первых трех уравнений системы найдем

A =
(kµ + λ) k3

−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1

, B = k, C = 0. (23)
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Следующие три уравнения приводят к равенствам (20). При выполнении (23) и (20)
все последующие уравнения системы удовлетворяются тождественно.

Используя равенство (11), получим выражения для частных производных по x
высших порядков:

uxx = 2A2u3 + 3ABu2 +
(
2AC + B2

)
u + BC, (24)

uxxx = 6A3u4 + 12A2Bu3 +
(
8A2C + 7AB2

)
u2 +

(
8ABC + B3

)
u + 2AC2 + B2C, (25)

uxxxx = 24A4u5 + 60A3Bu4 +
(
40A3C + 50A2B2

)
u3 +

(
60A2BC + 15AB3

)
u2+

+
(
16A2C2 + 22AB2C + B4

)
u + 8ABC2 + B3C, (26)

Подставив (11) и (24)–(26) в обобщенное уравнение Бредли–Харпера (17), учтем

равенства (23) и (20). В результате получаем уравнение Риккати вида

ut = −4k3µ (βk4 + k3 + αk2 + a1 + k)

D
u2 +

(
βk4 + k3 + αk2 + a1 + k

)
u. (27)

Подставляя λ из (20) в (23), полученные в (11) выражения для постоянных A, B,
C, имеем второе уравнение Риккати:

ux = −4k4µ

D
u2 + ku. (28)

Заметим, что из пропорциональности правых частей (27) и (28) следует

ut =
βk4 + k3 + αk2 + a1 + k

k
ux = −ω

k
ux. (29)

Аналогично параграфу 2 можно показать, что решение системы уравнений (28), (29)
совпадает с решением (22) уравнения (17) при соответствующем выборе постоянных
интегрирования.

5. НЕЯВНАЯ ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ БРЕДЛИ – ХАРПЕРА

Известно, что уравнение Риккати (11) при помощи преобразования Коула –Хопфа

u = γ
φx

φ
, (30)

в котором φ = φ(x, t) — новая зависимая переменная, а γ — постоянная, сводится к
линейному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами [4]:

φxx − Bφx + ACφ = 0, (31)

если γ = −1/A.
Покажем, что точное решение обобщенного уравнения Бредли–Харпера (17)

определяется по формуле (30), в которой функция φ(x, t) является решением ли-
нейного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами (31).
Общее решение уравнения (31), найденное с учетом значений постоянных (23),

содержит две произвольные функции F1(t) и F2(t):

φ(x, t) = F1(t) + F2(t)e
kx. (32)
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Подставим (32) в (30):

u = −F2(t)e
kx (−14βk4 − 6k3 − 2αk2 + a1)

k2 (kµ + λ) (F1(t) + F2(t)ekx)
, (33)

чтобы затем подставить функцию (33) в уравнение (17) и перенести все слагаемые в
левую часть. Учитывая равенства (20), произведем факторизацию левой части, вы-
делим ведущий множитель, содержащий производные функций F1(t), F2(t), и при-
равняем его к нулю:

F1F
′
2 − F ′

1F2 −
(
βk4 + k3 + αk2 + a1 + k

)
F1F2 = 0.

Разделив последнее уравнение почленно на F 2
2 и обозначив F (t) = F1(t)

F2(t)
, получим

дифференциальное уравнение для функции F (t):

F ′ +
(
βk4 + k3 + αk2 + a1 + k

)
F = 0,

общее решение которого будет иметь вид

F = C0e
−(βk4+k3+αk2+a1+k) t. (34)

Замечая, что после почленного деления на F2 выражение (33) зависит только от
отношения F1/F2, заменим это отношение в (33) на правую часть равенства (34). В
результате равенству (33) можно придать вид

u =
ekx (46βk4 − 2αk2 + a1)

4k3µ (C0e−(βk4+k3+αk2+a1+k)t + ekx)
. (35)

Выражение (35) содержит шесть произвольных постоянных α, β, µ, k, C0, a1 и

является точным решением уравнения (17). После подстановки C0 = 46βk4−2αk2+a1

4εk3µ

выражение (35) совпадает с решением (22), найденным выше при помощи метода
возмущений.
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It is shown that the exact soliton-like solutions of nonlinear wave mechanics evolution equations can be

obtained by direct perturbation method based on the solution of a linearized equation. The sought solutions

are sums of the perturbation series which can be found using the requirement that the series are to be

geometric. This requirement leads to the conditions for the coefficients of the equations and parameters of the

sought solutions. The exact solitary-wave solutions of the nonlinear non-integrable Burgers–Huxley equation

and the generalized Bradley–Harper equation are obtained. The conditions are formulated under which these

solutions have the form of a wave front. It is shown that these solutions can also be found from the system of

Riccati equations, that is equivalent to the original equation. By utilizing the Cole–Hopf transformation, the

generalized Bradley–Harper equation is reduced to a second-order linear differential equation with constant

coefficients.
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Статья посвящена проблеме построения полных систем неприводимых объективных тензоров де-

формации и экстрадеформации сложных (в частности, микрополярных) континуумов. Континуум

предполагается сложным, т. е. изменения его пространственных конфигураций сопряжены с воз-

никновением и развитием экстрадеформаций. Математическая размерность континуума считается

произвольной. Предполагается, что он может быть вложен во внешнее плоское пространство, воз-

можно, большего числа измерений. Указанная проблема решается в рамках и методами физической

теории поля в сочетании с теорией алгебраических инвариантов группы собственно ортогональных

преобразований конечных систем контравариантных векторов в плоском пространстве с заданным

числом измерений. Тензоры деформации конструируются как неприводимые алгебраические инва-

рианты, нечувствительные к поворотам координатного репера внешнего пространства, некоторой

системы контравариантных векторов, с помощью которых задается плотность интеграла действия.

С алгебраической точки зрения решение ограничивается системами рациональных или целых раци-

ональных инвариантов. Исследуется полнота полученных систем инвариантов и получены сизигии,

связывающие инварианты с помощью целых рациональных соотношений. Рассматривается проблема

построения объективных тензоров деформации микрополярного континуума из элементов полярных

разложений градиентов деформации и экстрадеформации.
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1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Представляемая работа посвящена проблеме построения полных систем непри-

водимых объективных мер деформации и экстрадеформации сложного континуума,

допускающего вложение во внешнее плоское пространство (возможно, более вы-

сокой размерности) со стандартной метрикой. В противовес стандартным моделям

сплошных деформируемых сред [1, 2] сложные континуумы (т. е. континуумы слож-

ной аффинно-метрической структуры и дополнительными микростепенями свободы,

изменения пространственных конфигураций которых сопряжены с возникновением и

развитием экстрадеформаций) находят все более широкое применение в различных
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прикладных вопросах механики сплошных сред, особенно при исследовании механи-

ческого поведения твердых тел с поврежденностью и дефектами структуры, грану-

лированных и пористых сред, биоматериалов, метаматериалов. Механика сложного

континуума основана на представлении о том, что учета изменений только в гео-

метрии положений составляющих его элементов недостаточно для математического

моделирования его деформированных состояний. Поэтому развитие механики сплош-

ных сред происходит, с одной стороны, за счет усложнения аффинно-метрических

свойств континуума, а с другой — наделения составляющих континуум микроэле-

ментов дополнительными степенями свободы. Континуум Коссера и микроморфная

среда являются яркими примерами сложных континуумов с дополнительными (экс-

тра) внутренними степенями свободы — микровращениями и аффинными деформа-

циями мезообъема. Континуум Коссера (или микрополярная среда) — исторически

первый пример нового подхода к моделированию механического поведения твердых

деформируемых тел [3], более ста лет назад определивший новый вектор развития

механики континуума.

Континуум в современных исследованиях обычно моделируется дифференциру-

емым многообразием (или дифференцируемым пространством) [4]. Для того что-

бы максимально сохранить преемственность в математическом моделировании его

деформации, в работе предполагается, что он обладает определенной аффинно-

метрической структурой, но и при этом допускает вложение во внешнее плоское

пространство, число измерений которого, возможно, превосходит математическую

размерность континуума. Такое положение дел имеет место, например, в том слу-

чае, когда континуум является римановым многообразием [5]. В таких условиях

естественно не удается полностью сохранить классическую схему построения объ-

ективных мер деформации. Однако оказывается возможным, в частности, дальней-

шее обобщение модели микрополярного континуума вследствие возрастания чис-

ла линейно-независимых директоров, ассоциированных с микроэлементом. Соответ-

ствующий круг вопросов обсуждается во втором параграфе статьи.

В третьем параграфе определяются действие и плотность действия для рассмат-

риваемой модели континуума как необходимые предпосылки для формулировки про-

блемы построения полной системы тензоров деформации и экстрадеформации в рам-

ках физической теории поля [6,7], исходя из принципа ротационной инвариантности

плотности действия при поворотах координатного репера внешнего пространства.

Четвертый параграф включает решение поставленной проблемы с помощью тео-

рии алгебраических инвариантов конечных систем контравариантных векторов в

плоском пространстве заданной размерности и стандартной метрикой [8]. Тензоры

деформации при этом конструируются как инварианты системы контравариантных

векторов внешнего пространства, с помощью которых задается плотность интеграла

действия, относительно группы собственно ортогональных преобразований внешне-

го пространства. Решение ограничивается характерными для механики континуума

системами рациональных или целых рациональных инвариантов. Устанавливается

неприводимость инвариантов, образующих систему. Каждая система объективных

тензоров деформации должна удовлетворять свойству полноты: полная система не

допускает присоединения к ней новых неприводимых тензоров деформации и тем

самым гарантирует отсутствие не имеющих физического смысла вкладов в интеграл

действия. С помощью алгебраических критериев доказывается полнота полученной
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системы тензоров деформации и экстрадеформации. Найдены сизигии, связывающие

инварианты с помощью целых рациональных соотношений, позволяющие исключить

ряд мер деформации, правда, за пределами области целых рациональных соотноше-

ний между ними.

Заключительный, пятый, параграф работы посвящен проблемам построения объ-

ективных тензоров деформации микрополярного континуума из элементов полярных

разложений градиентов деформации и экстрадеформации. Там же рассматривается

объективная геометрия конечной деформации микрополярного континуума с нежест-

ким микроструктурным полиэдром.

2. СЛОЖНЫЙ КОНТИНУУМ, ПОГРУЖАЕМЫЙ ВО ВНЕШНЕЕ ПЛОСКОЕ ПРОСТРАНСТВО

Континуум как математический объект чаще всего мыслится как дифференциру-

емое многообразие некоторой данной размерности M . Для большинства прикладных

вопросов механики континуума достаточно полагать, что M = 3. Окрестность каж-
дой точки многообразия допускает изображение на некоторой карте (т. е. с помощью

области аффинного пространства размерности M). В этом смысле многообразие до-

пускает локальные сравнения с областями привычного нам аффинного пространства.

Число карт не более чем счетно. Концепция многообразия (а поэтому и континуу-

ма) не требует никаких представлений об окружающем (внешнем) пространстве, в

которое континуум может быть вложен. В дальнейшем изложении мы не различаем

сам континуум и его математическую модель — некоторое дифференцируемое мно-

гообразие размерности M . Таким образом, индивидуальные точки континуума суть

точки указанного дифференцируемого многообразия; они представляются специаль-

ной переменной ξ, которая, в свою очередь, устанавливается для многообразий и

идентифицируется с помощью координат ξα.

Очевидно, что соответствие

ξ → ξα (1)

изображает точку ξ на карте координатами ξα. Координаты ξα в механике контину-

ума называются обычно материальными координатами.

Дифференцируемое многообразие в качестве математической модели континуума

характеризуется излишней общностью и по этой причине малопригодно в механике

континуума. Эта проблема преодолевается заданием на многообразии дополнитель-

ных аффинно-метрических структур. Риманова структура на многообразии [5] явля-

ется хорошим в этом плане примером. Риманово многообразие (риманово простран-

ство) в настоящее время выступает как одна из важнейших моделей континуума.

Рациональная механика континуума широко использует представление об окру-

жающем тело пространстве. Можно также сказать, что тела мыслятся «погруженны-

ми» в пространство. Окружающее (внешнее) пространство как-бы «вмещает» тела и

служит фоном, на котором разворачиваются процессы взаимодействия тел и полей. В

рациональной механике внешнее пространство молчаливо предполагается трехмер-

ным с естественной евклидовой метрикой. Долгое время подобные представления

не вызывали никаких возражений. Ситуация начала меняться, когда для модели-

рования континуумов с дефектами и повреждениями стали применяться аффинно-

метрические структуры различного уровня сложности. При этом никогда не обсуж-

дался вопрос о возможности погружения континуума сложной аффинно-метрической
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структуры в трехмерное пространство. Хорошо известно, что такое погружение не

всегда возможно. Так, например, риманово многообразие размерности M в общем

случае погружается в плоское пространство1 размерности

N =
1

2
M(M + 1).

Для изображения состояний и процессов в рациональной механике континуума

обычно используется трехмерное плоское пространство. Таким образом, одним из

новых подходов к математическому описанию деформации континуума будет отказ от

концепции внешнего пространства как трехмерного плоского пространства, в которое

погружен континуум.

В том случае, когда континуум допускает вложение в некоторое внешнее плоское

пространство размерности N со стандартной метрикой2, оказывается возможным ве-

сти речь о положениях X в этом пространстве и измерениях длин и углов. Точка кон-

тинуума ξ займет некоторое положение (место) X во внешнем плоском пространстве,

определяемое упомянутым выше вложением. Положение X во внешнем пространстве

в механике континуума называется референциальным. Ясно, что референциальное

положение X взаимно-однозначно связано с материальной переменной ξ:

ξ →← X. (2)

Еще одно важное допущение состоит в том, что в процессе деформации конти-

нуум всегда должен допускать вложение в одно и то же внешнее пространство.

На основании (1) и (2) можно параметризовать референциальное положение кон-

тинуума во внешнем пространстве координатами ξα:

X → ξα, (3)

следовательно, референциальную переменную X также можно рассматривать как

материальную.

В процессе деформации точки континуума изменяют свои положения во внешнем

пространстве. Пространственное положение индивидуальной точки континуума ξ в

результате деформации обозначим через x. Поэтому в наиболее общей форме дефор-

мацию континуума можно выразить отображением индивидуальных точек контину-

ума на места внешнего пространства:

ξ → x. (4)

В силу (2) и (4) можно вести речь о преобразовании позиционных переменных

внешнего пространства:

X → x. (5)

1Следуя [5], риманово пространство будем называть плоским, если в нем существует координатная

система, в которой компоненты метрического тензора пространства постоянны.
2Стандартная метрика плоского пространства в системе координат yj определяется квадратичной

дифференциальной формой:

ds2 =
∑

j

cjdyjdyj (j = 1, ... , N),

где постоянные cj = ±1 в зависимости от типа пространства. Для координатной системы yj использу-

ется термин декартова система координат. Таким образом, для внешнего пространства декартова

система координат является предпочтительной.
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Это преобразование в рациональной механике континуума называется деформа-

цией.

Переменные X и x и позиционные координаты Xα (α = 1, 2, . . . , M), xj

(j = 1, 2, . . . , N) выступают как соответственно лагранжева (отсчетная, референ-
циальная) и эйлерова (пространственная) переменные, если воспользоваться стан-

дартной терминологиней механики континуума [1, 2]. С этими переменными связа-

ны метрики: отсчетная (лагранжева) метрика 8gαβ и пространственная (эйлерова)

метрика gij. Конвективная (сопутствующая) метрика характеризуется метрическим

тензором gαβ и в отличие от метрик
8gαβ и gij определяется деформацией (5).

Как видно из предложенных обозначений, эйлеровы пространственные индексы

всегда будут обозначаться латинскими буквами, греческие буквы всегда будут ука-

зывать на отсчетные или сопутствующие индексы. Обратным штрихом (backprime)

слева от символа будут снабжаться величины, ассоциированные с референциальным

состоянием.

В теориях сложных континуумов «конечная» деформация, представляемая гео-

метрическим преобразованием позиционных переменных X → x, сопровождается

экстрадеформацией, описание которых реализуется с помощью дополнительных спе-

циальных переменных (d-переменных). Индексы, имеющие начертания a, b, c, ...,
в дальнейшем изложении применяются для индивидуализации d-переменных. Эти
переменные, вообще говоря, являются тензорами и преобразуются по тензорному

закону при преобразованиях координат внешнего пространства xj (j = 1, 2, . . . , N).
В частности, в микрополярных континуумах [3] экстрадеформация проявляется в

форме нарушений взаимной ориентации и изменений метрических характеристик

системы полярных d-векторов dk

a
(a = 1, 2, . . . , N), ассоциированных с каждым мик-

роэлементом континуума. В этом случае d-переменные — контравариантные векто-

ры внешнего пространства. Вследствие гипотезы о погружаемости континуума во

внешнее плоское пространство появляется дополнительная возможность, например,

расширить систему d-векторов, пользуясь тем обстоятельством, что в пространстве
большей размерности существует больше линейно независимых векторов. В резуль-

тате приходим к понятию обобщенного микрополярного континуума. В дальнейшем

мы ограничимся (как в плане обозначений d-переменных, так и в плане их интер-
претации) векторными переменными.

«Полная» деформация сложного континуума состоит из преобразования позици-

онных переменных (5) и экстрадеформации, т. е. трансформации d-векторов, начиная
от их референциального положения:

8
d
a

→ d
a

. (6)

Деформация и экстрадеформация, представленные в координатах Xα, xj, записы-

ваются в следующем виде:

xj = xj(Xα), (7)

d
a

j = d
a

j(Xα). (8)

Градиент деформации, или «дисторсия» (см., например, [9, 10])

∂αxj (j = 1, 2, . . . , N, α = 1, 2, . . . , M), (9)
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где ∂α обозначает частное дифференцирование по материальной переменной, ха-

рактеризует аффинную деформацию элемента континуума. Дисторсия ∂αxj транс-

формирует отсчетный линейный элемент dXα в актуальное положение во внешнем

пространстве dxj согласно

dxj = (dXα)∂αxj. (10)

Дисторсия ∂αxj (j = 1, 2, . . . , N ; α = 1, 2, . . . , M) в случае M = N , как извест-

но [1, 9], разлагается в композицию чистой деформации (растяжений относительно

трех взаимно ортогональных главных осей деформации в отсчетном положении) и

поворота во внешнем прстранстве отсчетного полиэдра главных осей деформации до

его актуального положения.

Если M = N , то можно вести речь о якобиане деформации:

J = det(∂αxj). (11)

Конвективная метрика gαβ вычисляется с помощью градиента деформации и

внешней эйлеровой gij метрики с помощью следующей формулы:

gαβ = gij(∂αxi)(∂βxj). (12)

Метрики 8gαβ и gαβ ротационно-инвариантны при произвольных поворотах коор-

динатной системы внешнего пространства.

В рациональной механике важную роль отводится детерминантам, составленным

из метрических коэффициентов (отсчетных, конвективных и пространственных); для

них мы применяем следующие обозначения:

8g = det(8gαβ), (13)

g = det(gαβ), (14)

Γ = det(gij). (15)

Если M = N , то детерминанты (14), (15) и якобиан (11) связаны между собой

посредством уравнения √
ΓJ =

√
g. (16)

Это так называемое уравнение неразрывности в переменных Лагранжа [1]. В

дальнейшем будет видно, что с алгебраической точки зрения уравнение (16) высту-

пает как сизигия, связывающая целым рациональным соотношением рациональные

инварианты деформации, нечувствительные к поворотам координатного репера внеш-

него пространства.

3. ИНТЕГРАЛ ДЕЙСТВИЯ ДЛЯ СЛОЖНОГО КОНТИНУУМА.
РОТАЦИОННАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ ПЛОТНОСТИ ДЕЙСТВИЯ

При исследовании сложных континуумов одной из первых встает задача о на-

хождении тензоров деформации и экстрадеформации, которые имели бы объектив-

ную природу. Объективность здесь понимается как инвариантность тензорных мер

деформации и экстрадеформации относительно поворотов координатных систем во

внешнем пространстве. Решение указанной задачи может быть выполнено с пози-

ций теории поля (см., например, [6,7]), если допустить, что деформация континуума

подчиняется принципу наименьшего действия.
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Действие в теориях поля представляет собой интегральный функционал вида

I =

∫
L (ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, ... , Xβ)dMX, (17)

где:

L — «естественная» плотность лагранжиана (плотность действия);

ϕk — физические полевые переменные;

Xβ (β = 1, 2, . . . , M) — позиционные (пространственно-временные) координаты;

dMX — «естественный» элемент объема (произведение дифференциалов пози-

ционных координат).

Отдавая приоритет теоретико-полевому подходу, будем рассматривать координаты

внешнего пространства xj как физические поля. То же самое относится и к системе d-
переменных. Последние рассматриваются как экстраполевые (сверх переменных xj)

переменные и вводятся в формализм теории поля с помощью контравариантных про-

странственных компонент.

Плотность действия (лагранжиан) L для сложного (в частности, микрополярно-

го) континуума примем в следующем виде:

L = L (Xβ, d
a

j, ẋj, ḋ
a

j
, ∂αxj, ∂αd

a

j). (18)

Плотность действия L является объективной величиной и не должна зависеть

от поворотов системы координат внешнего пространства. Поэтому L на самом деле

функционально зависит лишь от таких алгебраических комбинаций контравариант-

ных векторов внешнего пространства

∂αxi, d
a

j, ∂βd
a

j, (19)

которые являются инвариантными относительно собственно ортогональных преобра-

зований внешней координатной системы.

Инвариантность плотности действия относительно поворотов координатного ре-

пера является проявлением изотропии внешнего пространства, т. е. отсутствия пред-

почтительных направлений в этом пространстве.

Проблеме определения целых рациональных комбинаций контравариантных век-

торов внешнего пространства, которые были бы не чувствительны к поворотам внеш-

ней координатной системы, будет посвящен следующий параграф работы. Там же

обсуждается полнота системы рациональных инвариантов.

4. ТЕНЗОРЫ ДЕФОРМАЦИИ КАК РАЦИОНАЛЬНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ

Решение сформулированной выше проблемы получается чисто алгебраическими

методами, изложенными, например, в [8].

К целым рациональным инвариантам системы контравариантных векторов внеш-

него пространства (19), которые были бы не чувствительны к поворотам внешней

координатной системы, следует отнести попарные внутренние (в метрике внешнего

пространства gij) произведения векторов

gαβ = gij(∂αxi)(∂βxj), S
ab

= gijd
a

i
d
b

j,

R
a

α = gij(∂αxi)d
a

j, R
ab

α = gij(∂αd
a

i)d
b

j,

T
a

αβ = gij(∂αxi)(∂βd
a

j), T
ab

αβ = gij(∂αd
a

i)(∂βd
b

j),

(20)
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собственно и образующих неприводимые тензоры деформации, а также N ×N -опре-
делители, в столбцах которых расположены компоненты всевозможных систем из

N векторов (19).

Неприводимость каждого из указанных инвариантов очевидна в силу их постро-

ения, правда, при этом приходится ограничиваться лишь целыми рациональными

инвариантами системы векторов (19). Полноту системы (20) вместе с упомянуты-

ми определителями, т. е. возможность представления любого целого рационального

инварианта как рациональной функции от (20) и указанных выше определителей,

можно доказать, опираясь на известные результаты теории рациональных алгебраи-

ческих инвариантов (см. [8]).

Тензоры деформации в правой колонке (20) никак не связаны с градиентом де-

формации и в механике континуума вообще не рассматриваются.

Заметим также, что квадраты упомянутых определителей (с учетом множите-

ля
√

Γ) в силу формул Грама–Шмидта3 являются целыми рациональными функци-

ями контравариантных компонент векторов внешнего пространства (19), поскольку

рационально выразимы через внутренние произведения, данные в (20). Поэтому са-

ми определители рационально не выразимы в терминах контравариантных компонент

векторов внешнего пространства (19).

В частности, если M = N , целое рациональное соотношение, связывающее яко-
биан деформации J = det(∂αxj) и конвективную метрику gαβ

det(gij)J
2 − det(gαβ) = 0, (21)

выступает в качестве сизигии. Подобные сизигии могут быть выписаны для всех

независимых детерминантов, определяемых системами из N векторов (19).

Если экстрапеременные не требуются для математического описания континуума,

то сизигия (21) будет единственной. Следовательно, полная система рациональных

инвариантов для системы из N контравариантных векторов внешнего пространства

∂αxi будет состоять из компонент конвективной метрики и якобиана деформации,

связанных между собой единственной сизигией (21), которая в механике континуума

интерпретируется как уравнение неразрывности в переменных Лагранжа. Конвектив-

ная метрика gαβ как элемент полной системы неприводимых в рациональной области

инвариантов в механике континуума используется сравнительно редко; вместо нее

вводится тензор второго ранга, характеризующий изменение метрики в результате

деформации:

ǫαβ =
1

2
(gαβ − 8gαβ). (22)

3Речь идет о формулах вида

det(gij)

∣∣∣∣∣∣∣

u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣∣

ukuk ukvk ukwk

vkuk vkvk vkwk

wkuk wkvk wkwk

∣∣∣∣∣∣∣
,

справедливых для произвольных векторов uk, vk, wk в трехмерном пространстве. Определитель сле-

ва не выражается рационально через внутренние произведения векторов uk, vk, wk. Алгебраическая

формула для указанного определителя будет содержать квадратный радикал, что выводит рассужде-

ния за пределы области целых рациональных функциональных зависимостей. Аналогичные формулы

имеют место и в многомерном случае.
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Компоненты ǫαβ преобразуются по тензорному закону при заменах лагранжевых ко-

ординат. Тензор ǫαβ называется тензором деформации Грина [9, 10]. Использова-

ние тензора деформации Грина в качестве функционального аргумента плотности

действия признается удобным, поскольку он в силу своего определения учитывает

только ту часть деформации континуума, которая наблюдается относительно рефе-

ренциальной конфигурации континуума во внешнем пространстве.

В случае континуума размерности M = 3, допускающего вложение в трехмерное

внешнее пространство, полная система рациональных инвариантов включает все-

возможные 3 × 3-определители, в столбцах которых расположены контравариант-

ные компоненты всевозможных троек векторов системы (19). Если рассматриваемые

определители содержат по меньшей мере один столбец из контравариантных ком-

понент градиента деформации ∂αxi, то их, размещая контравариантные компоненты

градиента деформации ∂αxj в первом столбце, можно разбить на следующие шесть

групп:

[(∂αxj) d
a

j d
b

j], (I)

[(∂αxj) (∂βd
a

j) d
b

j], (II)

[(∂αxj) (∂βd
a

j) (∂γd
b

j)] (β 6= γ и a 6= b одновременно), (III)

[(∂αxj) (∂βxj) d
a

j] (β 6= α), (IV)

[(∂αxj) (∂βxj) (∂γd
a

j)] (β 6= α), (V)

[(∂αxj) (∂βxj) (∂γx
j)]. (VI)

На основании формул Грама–Шмидта каждый из перечисленных выше определи-

телей выражается через внутренние произведения векторов системы (19) с помощью

квадратных радикалов. Соотношения для квадратов определителей (I)–(VI) будут

выступать в роли сизигий, связывающих инварианты посредством целых рациональ-

ных уравнений.

5. ПОСТРОЕНИЕ ТЕНЗОРОВ ДЕФОРМАЦИИ ИЗ ЭЛЕМЕНТОВ ПОЛЯРНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ

Полные системы в случае M = N могут быть построены с помощью полярных

разложений градиента деформации и экстрадеформации (см., например, [11]). Поляр-

ные разложения нашли широкое применение в механике континуума, так как они

позволяют с самого начала построить характеристики деформации, поддающиеся

ясному геометрическому истолкованию.

Градиент деформации всегда может быть представлен как произведение симмет-

ричного положительно определенного тензора второго ранга |x|αβ (модуля) и ортого-

нального тензора λiβ (тензора поворота):

∂αxi = |x|αβλiβ. (23)

Симметрия модуля градиента деформации |x|αβ выражается следующими равен-

ствами:

|x|αβ = |x|βα; (24)
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ортогональность тензора поворота λiβ подразумевает выполнение следующих двух

условий:

gijλ
iβλjγ = 8gβγ, 8gβγλ

iβλjγ = gij. (25)

Условия (25), как нетрудно видеть, эквивалентны, поскольку одно их них сле-

дует из другого. Если совершить поворот произвольного вектора 8aα из отсчетного

положения в актуальное ai = λiα8aα, то указанные условия гарантируют совпадение

длины вектора 8aα, вычисленной с помощью отсчетной метрики, с длиной вектора ai,

вычисленной с помощью метрики внешнего пространства, т.е. выполнение равенства

8gβγ 8aβ
8aγ = gijλ

iβ 8aβλjγ 8aγ;

если выполняется обратный поворот вектора as из актуального положения в отсчет-

ное 8aα = λsαas, то совпадают длины векторов as (в метрике внешнего пространства)

и 8aα (в отсчетной метрике):

gijaiaj = 8gβγλ
iβaiλ

jγaj.

В частности, вычисляя длины векторов d
a
jλ

jβ в отсчетной метрике 8gβγ, имеем:

8gβγd
a
iλ

iβ
d
a
jλ

jγ = gij
d
a
id
a
j,

где величина справа есть длина d-директора с указателем a в метрике внешнего

пространства.

Симметрия модуля градиента деформации |x|αβ обеспечивает вещественность его

спектра. Спектральные значения |x|A (A = 1, 2, . . . , M) вычисляются как корни ха-

рактеристического уравнения:

det(|x|αβ − λ8gαβ) = 0

и называются главными растяжениями.

Собственные векторы модуля градиента деформации |x|αβ, обозначаемые че-

рез 8k
A

β, образуют ортонормированный в отсчетной метрике 8gαβ полиэдр

8gαβ
8
k
A

β 8
k
C

β = δ
AC

,

определяющий отсчетные ориентации главных осей деформации.

Актуальная ориентация главных осей деформации определяется в результате по-

ворота полиэдра 8k
A

β:

k
A

s = λsβ 8
k
A

β.

Векторы k
A

s (A = 1, 2, . . . ,M) взаимно ортогональны в метрике внешнего про-

странства gij.

Дисторсия ∂αxj, таким образом, представляет собой композицию последовательно

выполняемых чистой деформации (растяжений относительно взаимно ортогональных

главных осей деформации в отсчетном положении) и поворота отсчетного полиэдра

главных осей деформации до их актуального положения.

80 Научный отдел



В. А. Ковалев, Ю. Н. Радаев. Рационально алгебраически полные системы тензоров

Полярные разложения градиентов d-директоров имеют вид

∂αd
a

i = |d
a

|αβλ
a

iβ, (26)

где тензоры |d
a

|αβ симметричны и неотрицательны, а «тензоры поворота» λ
a

iβ ортого-

нальны (считаются неопределенными, если градиент вырождается).

Перейдем к построению системы инвариантов деформации и экстрадеформации,

исходя из элементов, определяющих рассмотренные выше полярные разложения.

Тензоры |x|αβ и |d
a

|αβ, очевидно, не чувствительны к поворотам координатного репе-

ра внешнего пространства. Следует отметить, что они не могут быть рационально

выражены через компоненты градиента деформации и градиента экстрадеформации.

С тем чтобы получить несводимые к ним инварианты, к ним следует добавить сле-

дующие внутренние произведения (обязательно содержащие множитель λiβ):

gijd
a

iλjβ, gijλ
iβλjγ, gijλ

iβ
λ
a

jγ. (27)

Рассмотрим контравариантный отсчетный вектор gijd
a

iλjβ. Очевидно, что он полу-

чается в результате обратного поворота актуального положения d-директора с указа-
телем a в некоторое отсчетное положение, вообще говоря, отличающееся от такового,

определяемого вектором 8d
a

β. По этой причине нам придется ввести специальное обо-

значение
8e
a

β = gijd
a

iλjβ (28)

для инвариантного относительно поворота внешней координатной системы отсчетно-

го вектора.

Второй из перечисленных в (27) тензоров в силу ортогональности тензора пово-

рота λiβ в точности совпадает с отсчетной метрикой:

8gβγ = gijλ
iβλjγ. (29)

Поскольку модули градиентов d-директоров никак не связаны с градиентом де-

формации, их необходимо включить в третий из тензоров (27), устраняя тем самым

и возможную неопределенность «тензоров поворота» λ
a

iβ:

|d
a

|βςgijλ
iγ

λ
a

jς . (30)

Таким образом, вторая система инвариантов деформации и экстрадеформации,

которые выдерживают повороты координатного репера внешнего пространства, со-

стоит из следующих тензоров:

|x|αβ, 8gβγ, 8e
a

β, |d
a

|βςgijλ
iγ

λ
a

jς . (31)

Полученная в предыдущем параграфе работы система инвариантов выразима в

терминах инвариантов (31) с помощью целых рациональных соотношений:

gαβ − 8gσκ|x|ασ|x|βκ = 0, R
a

α − |x|αβ
8e
a

β = 0,

T
a

αβ − |x|ασ|d
a

|βγgijλ
iσ

λ
a

jγ = 0.
(32)

Механика 81



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2017. Т. 17, вып. 1

Система инвариантов (31), сконструированная из множителей в полярных раз-

ложениях градиентов деформации и экстрадеформации, рационально не выразима в

терминах инвариантов

gαβ, R
a

α, T
a

αβ. (33)

Это нетрудно заметить, анализируя соотношения (32). Тот же самый факт становится

очевидным, если учесть, что инварианты (31) рационально не выразимы через компо-

ненты градиентов деформации и экстрадеформации, в то время как для инвариантов

(33) это можно сделать. Тем не менее, поскольку уравнения (32) устанавливают

взаимно-однозначное соответствие между системами инвариантов (33) и (31), то в

некотором смысле система инвариантов (31) также может считаться полной.

Если экстрапеременные не требуются для математического описания континуу-

ма, то полная система инвариантов, не чувствительных к поворотам координатного

репера внешнего пространства, будет состоять из модуля дисторсии и компонент

отсчетной метрики

|x|αβ, 8gαβ. (34)

Этот вывод полностью согласуется с положениями нелинейной теории упругости [9];

в указанной теории тензоры (34) применяются в качестве объективных мер конечной

деформации упругого континуума.

Кроме тензорной пары (34), как отмечается в [9], следующая пара метрических

тензоров

gαβ, 8gαβ (35)

с успехом может быть положена в основу теории деформации нелинейно упругого

тела. Ее использование в прикладных задачах часто оказывается более предпочти-

тельным по сравнению с тензором деформации Грина (22), поскольку при больших

деформациях отсчетная и конвективная метрики будут настолько сильно отличаться

друг от друга, что их разность не будет обладать теми преимуществами, которыми

она обладает в случае малых деформаций.
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The paper is devoted to the mathematical description of complex continua and the systematic derivation of

strain tensors by the notion of isometric immersion of complex continuum in a plane space of higher dimension.

Problem of establishing of complete systems of irreducible objective strain and extra-strain tensors for complex

continuum immersed in an external plane space is considered. The solution to the problem is given bymethods

of the field theory and the theory of algebraic invariants. Strain tensors are obtained as irreducible algebraic

invariants of contravariant vectors of the external space emerging in the complex continuum action density.
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continua. Objective strain tensors of micropolar continuum are alternatively obtained by combining multipliers

of polar decompositions of strain and extra-strain gradients.
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В статье затрагивается вопрос определения свойства транзитивности

автоматных отображений, определяемых конечными детерминиро-

ванными автоматами. Приведен критерий транзитивности автоматных

отображений на словах конечной длины в терминах конечных детер-

минированных автоматов и деревьев детерминированных функций.

Показано, что для конечных автоматов из группASp можно построить

алгоритм проверки транзитивности. Для доказательства данногофак-

та использованы свойства абелевых групп перестановок. На основе

представленных результатов построен матричный алгоритм проверки

транзитивности автоматных отображений на словах конечной длины

для инициальных автоматов из группASp. Особенностью данного ал-

горитма является его независимость от длин рассматриваемых слов.

Даны результаты численных экспериментов и точная верхняя граница

сложности представленного алгоритма.

Ключевые слова: конечные автоматы, транзитивность, автоматные

отображения, группы ASp.

DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-1-85-95

ВВЕДЕНИЕ

Под детерминированным автоматом будем пони-

мать пятёрку объектов A = (S, X, Y, δ, λ), где S — мно-

жество состояний, X — входной алфавит, Y — выход-

ной алфавит, δ : S × X → S — функция переходов,

λ : S × X → Y — функция выходов. Для рассматрива-

емых в работе автоматов входной и выходной алфавиты

совпадают и равны Fp = {0, 1, . . . , p−1}, где p — простое.

Автомат с выделенным начальным состоянием назы-

вают инициальным. Инициальный автомат будем обозна-

чать через As, где s — начальное состояние автомата.
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Пусть X∗ обозначает множество всех конечных слов над алфавитом X. Действие
функций δ и λ можно расширить на множество слов X∗ следующими реккурентными

правилами:

δ(s, x · w) = δ(δ(s, x), w), λ(s, x · w) = λ(s, x) · λ(δ(s, x), w),

x ∈ X, w ∈ X∗, e — пустой символ.

Преобразование f : X∗ → X∗ называется (синхронно) автоматным, если суще-
ствует задающий его инициальный автомат As [1]. В дальнейшем если автомат ясен
из контекста, будем обозначать автоматное отображение fAs

через fs или же просто
как f (если и начальное состояние автомата следует из контекста).

Автоматное отображение f называют транзитивным на словах длины k, если
оно порождает одноцикловую перестановку на Xk. Отображение f транзитивно,
если оно транзитивно на Xk для любого натурального k.

Транзитивные отображения представляют значительный интерес в силу того, что
применяются для решения как теоретических, так и практических задач. В частно-
сти, описаны семейства транзитивных автоматных отображений [2,3].

1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА АВТОМАТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Покажем основные свойства автоматных отображений, представляющие интерес
в контексте данной работы.

Перед тем как перейти к дальнейшим рассуждениям, следует указать критерий
биективности автоматного отображения (в силу очевидной связи между свойствами
биективности и транзитивности отображений).

Будем называть s состоянием с потерей [4], если существуют такие x1, x2 ∈ X,
что x1 6= x2 и λ(s, x1) = λ(s, x2).

Теорема 1 (см. [5]). Автоматное отображение fAs
: X∗ → X∗ биективно

на Xk тогда и только тогда, когда автомат As не содержит состояний с поте-

рей, достижимых из s за k шагов.

Таким образом, из теоремы 1 становится понятно, что искать автоматы, порож-
дающие транзитивные отображения, следует лишь среди автоматов, с каждым со-

стоянием которых связана перестановка элементов входного алфавита. Далее будем
рассматривать только инициальные автоматы, порождающие биективные отображе-
ния.

Под перестановкой множества X будем понимать биекцию X → X. Для пере-
становок определена операция композиции ◦ такая, что для ψ = π ◦ σ справедливо,
что ψ(x) = π(σ(x)).

В силу того что мы рассматриваем только такие инициальные автоматы, которые
порождают биективные автоматные отображения, имеет место следующий факт: для
автомата As с каждым достижимым из s состоянием s′ (включая само s) связано
такое автоматное отображение fs′, что fs′ действует биективно на словах длины 1,
т. е. fs′ осуществляет перестановку множества X. Будем обозначать данную пере-

становку через σs′.

Действие инициального конечного автомата на входные последовательности мож-
но описать с помощью бесконечного сбалансированного дерева [6]. Обозначим дере-

во, ассоциированное с действием автомата As, символом T (As).
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Обозначим через T (As, k) мультимножество состояний автомата A, где состоя-
ние s′ входит в T (As, k) ровно столько раз, со сколькими вершинами k-го яруса

(нумерация ярусов начинается с нуля) T (As) ассоциировано состояние s′.
Рассмотрим итерацию слова w ∈ Xk автоматным отображением fAs

. Пусть

fAs
(w) = w1, fAs

(fAs
(w)) = w2, . . . , f

m
As

(w) = w и m наименьшее из возможных (m
существует в силу биективности fAs

). Слова w, w1, w2, . . . , wm−1 описывают последо-
вательность вершин k-го яруса дерева T (As), возникающую при итерации слова w. С
данными вершинами T (As) связаны состояния sδ(s,w), sδ(s,w1), . . . sδ(s,wm−1) автомата A.

Составим кортеж из перестановок σδ(s,w), σδ(s,w1), . . . σδ(s,wm−1), ассоциирован-
ных с состояниями sδ(s,w), sδ(s,w1), . . . sδ(s,wm−1). Обозначим данный кортеж через
Ar(T (As), w), т. е. Ar(T (As), w) описывает то, как автомат As будет преобразовывать
(k + 1)-й символ последовательности w · a при её итерировании отображением fAs

.

Отметим, что если fAs
транзитивно на словах из X |w|, то в кортеже Ar(T (As), w)

будет ровно p|w| элементов.

Лемма 1. Автоматное отображение fAs
действует транзитивно на словах

длины k + 1, где k ∈ N, тогда и только тогда, когда одновременно выполняются
следующие условия:

1) fAs
действует транзитивно на словах длины k;

2) для любого слова w ∈ Xk композиция σδ(s,w1) ◦σδ(s,w2) ◦ . . .◦σδ(s,w
pk ) элементов

Ar(T (As), w) является одноцикловой перестановкой.

Доказательство. Обозначим σδ(s,w1) ◦ σδ(s,w2) ◦ . . . ◦ σδ(s,w
pk ) символом ψ. Тогда

∀ a ∈ X : fpk

As
(w · a) = w · ψ(a).

Покажем достаточность. Пусть условие леммы выполняется, т. е. для слов дли-
ны k ∈ N отображение fAs

действует транзитивно и ψ есть одноцикловая переста-
новка множества X. Следовательно, если ψ есть одноцикловая перестановка X, то

fpk·p
As

(w · a) = w · ψp(a) = w · a, т. е. fAs
действует транзитивно на словах длины k + 1.

Покажем необходимость. Пусть не выполняется первое условие леммы, тогда
отображение fAs

не действует транзитивно на словах длины k ∈ N, т. е. существует
такое число m ∈ N, что m mod pk 6= 0 и fm

As
(w) = w.

Возьмём символ a ∈ X и рассмотрим слово w ·a ∈ Xk+1. Тогда fm
As

(w ·a) = w ·ψ(a).
В силу того что m mod pk 6= 0, найдётся такое слово w′ ∈ Xk, для которого не
существует c ∈ N такого, что f c

As
(w) = w′. Следовательно, не существует d ∈ N

такого, что fd
As

(w ·a) = w′ ·a′, где a′ есть произвольный элемент X. Что противоречит

определению транзитивности на словах фиксированной длины.
Теперь пусть не выполняется второе условие леммы, т. е. ψ не является одно-

цикловой перестановкой (не выполняется второе условие леммы) для некоторого k.
Рассмотрим символы a, b ∈ X такие, что a 6= b, и пусть не существует такого числа
c ∈ N, что ψc(a) = b. Тогда для слова w · a ∈ Xk+1 не существует такого числа d ∈ N,
что fd

As
(w · a) = w · b. Следовательно, fAs

не транзитивно на словах длины k + 1. ¤

Из леммы 1 следует, что для проверки транзитивности автоматного отображения
требуется построение композиции элементов из Ar(T (As), w) для любого натураль-
ного k и для всех возможных слов w ∈ Xk. Это требование возникает в силу того,
что операция ◦ (композиции перестановок) в общем случае не коммутативна, т. е.

σ ◦ π 6= π ◦ σ.
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2. ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМА

Покажем, что существуют автоматы, для которых можно обойти описанные выше

ограничения на явное вычисление Ar(T (As), w).
Заметим, что для каждого простого p существует циклическая группа перестано-

вок 〈σ+(p)〉, где σ+(p) — образующий элемент группы и σ+(p) = (0, . . . , (p − 1)) [7].
Инициальные автоматы, где с каждым состоянием связана перестановка из 〈σ+(p)〉,
образуют группу ASp [8]. В качестве групповой операции используется последова-
тельное соединение автоматов. Стоит отметить, что AS2 совпадает с классом иници-
альных автоматов, определяющих биективные отображения на алфавите {0, 1}.

Важным является тот факт, что 〈σ+(p)〉 — абелева группа, т. е. операция ◦ для
перестановок из данной группы является коммутативной. Далее, используя свойство
коммутативности операции ◦ для перестановок из 〈σ+(p)〉, будет построен алгоритм
определения транзитивности для инициальных автоматов из групп ASp.

Тут и далее под автоматом будем понимать автомат из группы ASp.

Пусть автомат As действует транзитивно на словах длины k. Следовательно, во-
первых, количество элементов в кортеже Ar(T (As), w) будет ровно pk. Во-вторых,

Ar(T (As), w) будет являться некоторым упорядочиванием мультимножества переста-
новок, ассоциированных с состояниями из T (As, k). Более того, в силу коммутативно-
сти перестановок из 〈σ+(p)〉 композиции элементов из Ar(T (As), w) будут совпадать
для всех возможных w, т. е. композиция элементов Ar(T (As), w) будет однозначно
определяться мультимножеством T (As, k) и не будет зависеть от выбора w. Данный
факт имеет важное значение для построения алгоритма.

Чтобы показать, что некоторый автомат As действует транзитивно на словах дли-
ны k + 1, по лемме 1 нам необходимо знать, что As действует транзитивно на словах
длины k и проверить одноцикловость перестановок, порождаемых всеми возможны-
ми Ar(T (As), w), w ∈ Xk.

Достаточно проверить, что композиция перестановок (в произвольном порядке),
ассоциированных с состояниями из T (As, k), является одноцикловой. Построим ал-
горитм, который будет последовательно проверять одноцикловость перестановок, ас-

социированных с T (As, k).

Для построения данного алгоритма введём матрицы M и M̂ , а также векторы Vσ

и R. Использование данных объектов преследует две основные цели. Во-первых,
это получение критерия останова алгоритма. Во-вторых, представление автоматов
в матричном виде, являющемся более удобным для обработки вычислительными

устройствами.

2.1. Матрица M и векторы Vσ, R

Первой задачей, которую требуется решить, будет построение T (As, k).
По таблице переходов конечного автомата A построим матрицу смежности M

размерности n×n, где n — количество состояний в автомате A. С целью сопоставле-
ния строк и столбцов матрицы M с состояниями автомата A, пронумеруем состояния
автомата A числами от 1 до n и будем отождествлять i-е состояние автомата с i-й
строкой и i-м столбцом матрицы. Значения ячеек матрицы M вычисляются как мощ-

ности множеств {x | x ∈ X, δ(si, x) = sj}, где i — номер строки матрицы, j — номер
столбца матрицы.

Из построения M следует, что в ячейках матрицы Mk будет располагаться коли-

чество слов длины k, переводящих i-е состояние в j-е. i-я строка матрицы Mk будет
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полностью описывать набор состояний, достижимых из i-го за k шагов. M0 обозна-
чает единичную матрицу размерности n×n. Таким образом, i-я строка матрицы Mk

описывает T (Asi
, k).

Матрица Mk описывает лишь количество различных состояний, достижимых на
k-м шаге. Для проверки транзитивности необходимо определить перестановку, опи-
сываемую композицией перестановок, ассоциированных с состояниями из T (As, k).

Для решения данной задачи построим вектор Vσ следующим образом. Как
уже было отмечено выше, с состоянием si автомата связана некоторая пе-
рестановка τi из 〈σ+(p)〉. Следовательно, в силу цикличности группы 〈σ+(p)〉
τi = σ+(p)hi , hi = (0, . . . , p − 1). Сопоставим i-му элементу вектора Vσ число hi.
Rk = Mk × V T

σ , где i-й элемент есть степень перестановки σ+(p), получаемой при
композиции перестановок, ассоциированных с T (Asi

, k).
Например, VσB

= (1 0 1 0 1 0), (MB × V T
σB

)T = (1 0 1 0 1 2).
Таким образом, задача проверки транзитивности сводится к последовательному

сравнению с нулём значений i-х ячеек Rk, k > 1 для заданной вершины автомата.
Если i-я ячейка вектора Rk равняется нулю, то композиция соответствующих пере-
становок есть тождественная подстановка, что ведёт к неудовлетворению автоматом
с начальным состоянием si условию леммы 1 и, как следствие, отсутствию транзитив-
ности на словах длины k. Основной проблемой использования матрицы M является
тот факт, что количество попарно различных матриц Mk, где k ∈ N, — бесконечно.

2.2. Матрица M̂

Построим матрицу M̂ из M следующим образом. Каждой ячейке mij матрицы M

сопоставим ячейку m̂ij = mij mod p. Обозначим это как M̂ = M mod p. Также опре-

делим возведение M̂ в k-ю степень как M̂k =

(
M̂ × . . . × M̂︸ ︷︷ ︸

k

)
mod p.

Для степенных последовательностей вида A,A2, A3, . . . будем использовать обо-
значение Seq(A) = a1a2 . . ., где ai из Seq(A) равняется Ai.

Лемма 2. Пусть R̂k = M̂k × V T
σ . Тогда rk

i mod p = r̂k
i .

Доказательство. По построению rk
i =

n∑
j=1

mk
ij · V T

σj
. Тогда

rk
i mod p = (

n∑

j=1

mk
ij · V T

σj
) mod p =

n∑

j=1

(mk
ij · V T

σj
mod p) mod p = r̂k

i .

Что и требовалось показать. ¤

Следствие. Для любого k ∈ N справедливо, что M̂k = Mk mod p.

Из построения матрицы M̂ следует оценка сверху общего числа попарно различ-

ных матриц, которые могут входить в Seq(M̂).
Для получения следующей оценки достаточно вспомнить формулу размещений с

повторениями.

Лемма 3. Количество попарно различных матриц M̂ для фиксированных p и

n конечно и равняется pn2
, где n — количество состояний автомата.
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Но тогда справедливо, что существуют числа d, c ∈ N такие, что M̂d = M̂ c·d. Дру-

гими словами, начиная с некоторого шага d, последовательность Seq(M̂) является

периодической. Следовательно, для проверки транзитивности достаточно найти пери-

од последовательности Seq(M̂) и проверить неравенство нулю i-го элемента каждого

вектора из Seq(R̂), соответствующих периоду и предпериоду Seq(M̂).

2.3. Общий ход алгоритма

Составим на основе представленных ранее результатов алгоритм проверки тран-

зитивности автомата Asi
.

Вход: Конечный автомат Asi
∈ ASp.

Выход: True, если отображение, связанное с Asi
, транзитивно. False в ином

случае.

1. Построить матрицу M̂ и вектор Vσ;

2. Если i-й элемент Vσ равен 0 — завершить работу и вернуть False;

3. Положим k = 1, L = ∅;

4. Если M̂k ∈ L, то завершить работу и вернуть True;

5. R̂k = M̂k × V T
σ ;

6. Если i-й элемент R̂k сравним с нулём по модулю p, то завершить работу и

вернуть False;

7. Добавить M̂k в L, увеличить k на 1;

8. Перейти к шагу 4.

Рассмотрим принцип работы представленного алгоритма.

На шаге 2 производится проверка того, что автомат Asi
действует транзитивно

на словах длины 1. Если это не так, то выводится False.

Шаги с 4-го по 8-й производят последовательную проверку того, что автомат Asi

действует транзитивно на словах длины 2, 3, . . .. Для этого используется критерий

из леммы 1 с уточнениями из параграфа 2. Действительно, на каждой итерации по

4–8 шагам, производится построение вектора R̂k и проверка того, что i-й элемент R̂k

не равен 0. Если же i-й элемент R̂k равен нулю, что соответствует случаю, когда

композиция перестановок, порождаемая T (As, k), есть тождественная подстановка на
X, то алгоритм возвращает False.

Если же алгоритм возвращает True, то это означает, что найдено такое k, что

матрица M̂k уже была встречена ранее, т. е. найден период и предпериод последова-

тельности Seq(M̂). Следовательно, для каждого элемента из Seq(R̂) мы проверили,

что i-й элемент не равен нулю.

В описанном алгоритме происходит определение свойства транзитивности сра-

зу для всех инициальных автоматов, определяемых автоматом A. Если же интерес

представляет какое-либо конкретное состояние автомата, тогда имеет смысл исполь-

зовать вместо всей матрицы M̂ только i-ю строку M̂ . Это значительно сокращает

количество арифметических операций, требуемых для выполнения одного прохода

по 4–8 шагам алгоритма.
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3. ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ

После формализации общего хода алгоритма перейдём к уточнению оценки слож-
ности. Как следует из описания, каждый проход алгоритма по 4–8 шагам имеет по-
линомиальную сложность, так как выполняется умножение матриц фиксированной

размерности (относительно количества состояния автомата), а умножение матриц,
как известно, имеет полиномиальную сложность.

Следовательно, основным вопросом, на котором стоит остановиться подробнее,
является количество проходов алгоритма по шагам 4–8. Оно не превышает числа pn2

.
Данная оценка является достаточно грубой и может быть улучшена.

3.1. Экспериментальная оценка

В целях оценки числа требуемых умножений матриц были проведены числен-
ные эксперименты. При проведении каждого эксперимента использовался фиксиро-
ванный класс автоматов, определяемый числом состояний автомата — n и числом
входных и выходных символов автомата — p. В ходе экспериментов для каждой из

матриц M̂ производилось вычисление количества умножений матриц до останова ал-

горитма. Результаты экспериментов представлены в таблице. Оказалось, что оценка
числа умножений, представленная в лемме 3, не достигается на практике.

Количество матриц M̂ и среднее число умножений

до останова алгоритма

p n Число матриц M̂

Среднее число умно-

жений до останова

алгоритма

2 2 4 1

2 3 64 1.9375

2 4 4096 3.17041

2 5 1048567 4.88959

3 2 9 1.44444

3 3 729 3.631

3 4 531441 7.72993

5 2 25 2.52

5 3 15625 8.61779

3.2. Теоретическая оценка

Обозначим через mk
i i-ю строку матрицы Mk. На шестом шаге алгоритма произ-

водится проверка значения rk
i . Притом, что

rk
i = (m̂k−1

i1 . . . m̂k−1
im ) × M̂ × V T

σ ,

т. е. для вычисления rk
i достаточно знать i-ю строку матрицы M̂k−1. Тогда про-

верку совпадения M̂k с одной из матриц M̂, . . . , M̂k−1 можно проводить незави-
симо для каждой из строк. Другими словами, достаточно проверять не совпаде-

ние матрицы M̂k с одной из предыдущих матриц, а совпадение m̂k
i со строками

m̂i, m̂
2
i , . . . , m̂

k−1
i .
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Лемма 4. Максимальное число умножений, требуемое для останова алгорит-

ма, ограниченно сверху числом pn.

В таком случае интерес представляют возможные значения i-й строки матриц

из Seq(M̂k). Пусть ek
i (M̂) =

n∑
j=1

m̂k
ij.

Лемма 5. Для любой матрицы M̂ справедливо, что

ek
i (M̂) mod p = 0, i ∈ 1, n, k > 0. (1)

Доказательство. Проведём доказательство по индукции. Для k = 1 утверждение

леммы справедливо по построению M̂ .
Пусть для m̂k

i условие леммы выполняется, где k > 1.

Рассмотрим m̂k+1
i = m̂k

i · M̂ mod p. Из определения M̂k+1 и свойств операции

умножения матриц получаем, что

m̂k+1
ij = (m̂k

i1 · m̂1j + m̂k
i2 · m̂2j + . . . + m̂k

in · m̂nj) mod p.

Выразим ek+1
i (M̂) mod p через m̂k

i и e1
1(M̂), . . . e1

n(M̂):

ek+1
i (M̂) =

n∑

j=1

m̂k+1
ij =

= m̂k
i1 (m̂11 + . . . + m̂1n)︸ ︷︷ ︸

e1
1(M̂)

mod p + . . . + m̂k
in (m̂n1 + . . . + m̂nn)︸ ︷︷ ︸

e1
n(M̂)

mod p =

=
n∑

j=1

(
m̂k

ij · ej
1(M̂) mod p

)
.

В силу того что для любого j ∈ 1, n e1
j(M̂) mod p = 0, имеем ek+1

i (M̂) mod p = 0. ¤

Теорема 2. Максимальное число умножений матриц, требуемое для останова

алгоритма, ограниченно сверху числом pn−1 − 1.

Доказательство. Покажем справедливость теоремы по индукции числа состоя-
ний автомата.

Следует отметить тот факт, что в силу построения матриц M̂ элементами Seq(M̂)
могут быть только матрицы, удовлетворяющие условию (1).

Равенству (1) удовлетворяет только нулевая матрица M̂ для n = 1, что соответ-

ствует утверждению теоремы. Действительно, нулевой вектор m̂k
i даст (в результате

умножения M̂k × V T
σ ) нулевое значение r̂k

i , что приведёт к останову алгоритма без
проверки повтора матрицы.

Пусть для некоторого n > 1 условие теоремы справедливо. Покажем, что утвер-
ждение теоремы справедливо и для автомата с n + 1 состояниями.

Возьмём произвольный вектор v = (x1 x2 . . . xn), удовлетворяющий условию (1)
и составим вектор v′ = (x1 x2 . . . ((xn + p−xn+1) mod p) xn+1), xn+1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}
путём добавления (n + 1)-го элемента. Тогда справедливо, что xi ∈ {0, . . . , p − 1},
где i ∈ 1, n + 1.
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Заметим, что имеет смысл рассмотрение только одного варианта добавления эле-
мента (с точки зрения позиции добавления), так как в силу произвола выбора v
данным способом можно получить все возможные вектора длины n + 1, удовлетво-
ряющие условию (1).

Покажем, что сумма элементов v′ кратна p.

Пусть xn + (p − xn+1) < p, тогда
n+1∑
i=1

x′
i = p +

n∑
i=1

xi. Следовательно, сумма элемен-

тов v′ кратна p.
Пусть xn + (p − xn+1) > p. Тогда

((xn + p − xn+1) mod p + xn+1(mod p)) mod p =

= (xn + (p − xn+1) + xn+1) mod p = xn.

Следовательно, сумма элементов вектора v′ равна сумме элементов вектора v.
Таким образом, перебирая все pn−1 (включая нулевой) векторов v, получаем, что

для каждого вектора имеется ровно p вариантов расширения длины. Тогда коли-
чество различных векторов v′ равняется pn, что при вычитании нулевого вектора
удовлетворяет условию теоремы. ¤

Полученная в теореме 2 оценка числа умножений была достигнута на практике
и является точной верхней границей количества умножений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленный в статье алгоритм, несмотря на его экспоненциальную слож-
ность, может представлять практический интерес с той точки зрения, что его тру-
доёмкость не зависит от длины входных слов. Следовательно, представленный алго-
ритм можно с успехом применять для проверки транзитивности автоматного отобра-
жения в случаях, когда входные слова могут иметь значительные длины или когда
заранее не известны требуемые длины входных слов.
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ВВЕДЕНИЕ

Системы и сети массового обслуживания с дискретным временем в настоящее

время широко используются в качестве математических моделей сложных стоха-

стических систем с сетевой структурой, функционирующих в дискретном времени,

например, телекоммуникационных и вычислительных систем и сетей [1–4]. Эволю-

ция сложных стохастических сетевых систем и устранение негативного влияния на

качество их функционирования случайных факторов, событий и процессов обеспе-

чивается, как правило, использованием в таких системах развитых подсистем управ-

ления. Необходимость решения практических задач, связанных с разработкой, моди-

фикацией и исследованием таких систем и созданием их математических моделей,

обусловила интенсивное развитие теории и методов анализа сетей массового обслу-

живания с управлением. В частности, одной из актуальных проблем в этой области

является разработка и развитие методов динамического управления интенсивностями

обслуживания требований, а также разработка методов анализа сетей обслуживания

с такими методами управления. Большинство результатов, связанных с разработкой

методов управления интенсивностями обслуживания и методов анализа сетей обслу-

живания с управлением, получено для сетей массового обслуживания с непрерывным

временем, в том числе для экспоненциальных сетей, или сетей Джексона [5–10].

В данной статье рассматривается метод динамического управления интенсивно-

стями обслуживания в однородной замкнутой сети массового обслуживания с дис-

кретным временем и групповыми переходами требований. При его разработке пред-

полагалось, что в сети обслуживания используется централизованная система управ-

ления, обеспечивающая идентификацию состояний сети обслуживания в заданные

моменты времени и формирование зависящих от этих состояний управляющих воз-

действий на сеть. Групповые переходы требований между системами сети массового

обслуживания являются особенностями сетей с дискретным временем и вызваны

возможностью одновременного завершения обслуживания нескольких требований в

системах и групповых поступлений требований в системы сети, происходящих в

дискретные моменты времени [11–15]. Стационарное распределение сети массового

обслуживания с групповыми переходами требований вычисляется как стационарное

распределение модельной цепи Маркова, описывающей эволюцию сети [16]. Для

моделирования эволюции рассматриваемой сети массового обслуживания с управ-

лением интенсивностями обслуживания также используются цепи Маркова, приво-

дится метод вычисления стационарных характеристик сети. Дается пример анализа

гипотетической сети массового обслуживания рассматриваемого типа.

1. ОПИСАНИЕ СЕТИ С ГРУППОВЫМИ ПЕРЕХОДАМИ ТРЕБОВАНИЙ

Пусть N — замкнутая сеть массового обслуживания, содержащая L систем мас-

сового обслуживания Si, i ∈ I = {1, . . . , L}, и H требований одного класса. Ве-

роятности перехода требований между системами сети определяются неприводимой

маршрутной матрицей Θ = (θij), i, j = 1, . . . , L. Система Si, i = 1, . . . , L, включа-

ет κi одинаковых обслуживающих приборов и бункер емкости H − κi; K =
L∑

i=1

κi.

Состояние сети N определяется вектором s = (si), i = 1, . . . , L, где si — число тре-

бований, находящихся в системе Si; множество X состояний сети имеет мощность
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cX = |X|; обозначим через s(n) ∈ X состояние сети с номером n, n ∈ B = {1, . . . , cX}.
В системе Si, i ∈ I, число занятых обслуживающих приборов hi, число свободных

обслуживающих приборов gi и число находящихся в бункере требований bi зависят

от числа требований si и

hi = min{si, κi}, gi = κi − hi, bi = max{0, si − κi}.
Все события в системах сети, связанные с завершением обслуживания требова-

ний, уходом и поступлением групп требований, поступлением требований из бун-

керов на свободные обслуживающие приборы, происходят в дискретные моменты

времени, интервалы между которыми называются слотами. Длительность каждого

слота является фиксированной и полагается равной единице. Длительность обслужи-

вания требований во всех системах Si, i ∈ I, равная целому числу слотов, является

дискретной случайной величиной ξi с геометрическим распределением с параметром

µi, 0 < µi < 1, принимающей значения k = 1, 2, . . . с вероятностями

P{ξi = k} = (1 − µi)
k−1µi.

Из данной формулы при k = 1 следует, что вероятность завершения обслужива-

ния требования в слоте равна µi. Интенсивность обслуживания требований одним

прибором в системе Si, i ∈ I, также равна µi; µ = (µi), i = 1, . . . , L, — вектор

интенсивностей обслуживания в системах сети N .

В каждом слоте в сети N выполняется следующая последовательность действий.

В начале слота определяется состояние сети s, в котором сеть пребывает в течение

слота. Требования, обслуживание которых будет завершено в конце слота в системе

Si, i ∈ I, образуют группу di уходящих из системы требований; число требований в

группе случайно, di 6 hi. В конце слота формируется вектор d = (di), i = 1, . . . , L,

требований, выходящих после завершения обслуживания из систем; множество всех

векторов d обозначим через D,

D =

{
d = (d1, . . . , dL) : 0 6 di 6 κi, i = 1, . . . , L,

L∑

i=1

di 6 min{K,H}
}

.

Из группы di, i ∈ I, требований в соответствии с реализуемым алгоритмом маршру-

тизации требований (определяемым матрицей Θ) формируются направляемые из Si в

Sj подгруппы dij требований, j ∈ Vi, Vi — множество номеров выходных смежных с

Si систем. Из подгрупп dij, j ∈ I, i ∈ Uj, Uj — множество номеров входных смежных

с Sj систем, образуется группа aj требований, поступающих в Sj. Эти требования

сначала поступают в бункер системы Sj. Если в системе Sj есть свободные обслужи-

вающие приборы, т. е. gj + dj > 0, то из бункера согласно дисциплине обслуживания

Random производится выбор требований на обслуживание; число выбираемых из

бункера требований равно min{bj + aj, gj + dj}. Таким образом, в конце слота век-

тор d преобразуется в вектор a = (aj), j = 1, . . . , L, требований, поступающих в

системы обслуживания сети; множество всех векторов a обозначим через A,

A =

{
a = (a1, . . . , aL) : 0 6 aj 6 min{K, H}, j = 1, . . . , L,

L∑

j=1

aj 6 min{K, H}
}

.

Очевидно, что A ⊇ D. Так как векторы d и a содержат одинаковое число требований,

будет сформировано новое состояние сети s′ = s − d + a.
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2. АНАЛИЗ СЕТИ С ГРУППОВЫМИ ПЕРЕХОДАМИ ТРЕБОВАНИЙ

Обозначим ps,d — вероятность формирования вектора уходящих требований d ∈ D

при пребывании сети N в состоянии s ∈ X, ρda — вероятность преобразования век-

тора уходящих требований d в вектор поступающих требований a ∈ A. Так как

вероятность завершения обслуживания в слоте в системе Si, i ∈ I, ровно di требо-

ваний определяется биномиальным распределением с параметрами hi и µi, то

ps,d =
L∏

i=1

(
hi

di

)
µdi

i (1 − µi)
hi−di .

Вероятности ρda при независимой маршрутизации требований в сети N имеют

вид [16]

ρda =
∑

dij∈E

L∏

i=1

(
di

di1, . . . , diL

) L∏

j=1

θ
dij

ij ,

где

E =

{
dij, i = 1, . . . , L, j ∈ Vi :

L∑

i=1

dij = aj

}
.

Эволюция сети N описывается цепью Маркова ν с дискретным временем и мно-

жеством состояний B. Обозначим через P = (pmn), m,n = 1, . . . , cX , матрицу веро-

ятностей перехода цепи ν. Элементы матрицы P определяются выражением [16]

pmn =
∑

d∈D, a∈A:
s(m)−d+a=s(n)

ps,da, (1)

где

ps,da = ps,dρda, s = s(m). (2)

Стационарное распределение цепи ν является стационарным распределением се-

ти N . Обозначим через π = (πn), n = 1, . . . , cX , стационарное распределение сети N .

Из конечности множества состояний B следует, что распределение π существует и

является единственным решением уравнения π = πP с условием
∑
n∈B

πn = 1.

Обозначим s̄i — математическое ожидание (м. о.) числа требований в системе Si,

i ∈ I, h̄i — м. о. числа занятых обслуживающих приборов в системе Si, λi — ин-

тенсивность входящего потока требований в систему Si, ūi — м. о. длительности

пребывания требований в системе Si, ψi — коэффициент использования обслужива-

ющих приборов системы Si.

Приведем формулы для вычисления основных стационарных характеристик си-

стемы Si, i ∈ I, сети N :

s̄i =
H∑

k=1

kP{si = k},

где

P{si = k} =
∑

n∈B: s
(n)
i =k

πn,
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h̄i =
H∑

k=1

min{k, κi}P{si = k}, λi = h̄iµi; ūi = s̄i/λi; ψi = h̄i/κi. (3)

3. УПРАВЛЕНИЕ ИНТЕНСИВНОСТЯМИ ОБСЛУЖИВАНИЯ

Пусть N c — сеть массового обслуживания, которая отличается от сети N только

тем, что в ней используется динамическое управление интенсивностями обслужи-

вания. Целью управления является приближение математических ожиданий числа

требований в системах сети к требуемому распределению, называемому базовым.

Оно определяется заданным состоянием s◦ ∈ X. Рассматриваются два подмножества

множества состояний X: Y — множество доминантных состояний, Z — множество

ординарных состояний, X = Y ∪ Z; cY = |Y |, cZ = |Z|, cX = cY + cZ . При фор-

мировании множеств Y и Z используется вектор q = (qi), i = 1, . . . , L, граничных

значений числа требований в системах. Состояние s ∈ X, для которого справедливы

неравенства

|si − s◦i | 6 qi, i = 1, . . . , L,

относится к множеству Y , иначе — к множеству Z. Упорядочим состояния в мно-

жестве X таким образом, что s(n) ∈ Y , если n ∈ {1, . . . , cY }, и s(n) ∈ Z, если

n ∈ {cY + 1, . . . , cY + cZ}; базовое состояние s◦ имеет номер n = 1.

В соответствии с интервальным методом управления [6] различаются два режима

функционирования сети N c — нормальный и коррективный. Периоды функциониро-

вания сети в этих режимах называются соответственно нормальным и корректив-

ным тактами. Все такты имеют фиксированную длительность ϕ (ϕ — целое число

слотов). Такты отличаются используемыми в системах сети интенсивностями обслу-

живания — в нормальном такте используется вектор µ = (µi), i = 1, . . . , L, в кор-

рективном такте — вектор µJ = (µJ
i ), i = 1, . . . , L, J ∈ {1, . . . , cZ}, соответствующий

состоянию сети s(n) ∈ Z, n = cY + J , в момент начала текущего такта. Нормальный

такт начинается всегда в одном из доминантных, а коррективный такт — в одном

из ординарных состояний. Заканчиваться такты могут как в доминантном, так и в

ординарном состоянии. Предполагается, что функционирование сети N c начинается

в нормальном режиме в базовом состоянии s◦ = s(1) в момент времени t = 0. В мо-

мент t = ϕ текущий такт заканчивается или в доминантном состоянии s(n) ∈ Y , или

в ординарном состоянии s(n) ∈ Z; в первом случае выполняется очередной нормаль-

ный такт, во втором случае — коррективный такт. В течение данного коррективного

такта происходит переход сети из этого ординарного состояния или в доминантное

состояние или в некоторое другое ординарное состояние и т. д. Если в момент начала

текущего такта состояние сети является ординарным, определяются новые значения

интенсивностей обслуживания во всех системах сети обслуживания.

Обозначим x(k) — такт с номером k, k ∈ {1, 2, . . . }; η(k) — момент начала такта

x(k) (момент начала первого слота в такте x(k)); τ (k) — момент окончания такта x(k)

(момент окончания последнего слота в такте x(k)); s(n,k) = (s
(n,k)
i ) — состояние с

номером n сети N c в начале такта x(k), где s
(n,k)
i — число требований в системе Si.

Основными действиями, выполняемыми в сети N c в момент η(k), являются:

1) идентификация состояния s(n,k), n ∈ B, сети;
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2) проверка выполнения неравенств

|s(n,k)
i − s◦i | 6 qi, i = 1, . . . , L, (4)

т. е. проверка принадлежности состояния s(n,k) множеству Y ;

3) если неравенства (4) выполняются для всех систем сети, то следующий такт

является нормальным, и в течение такта x(k) используется вектор µ. Выполняется

очередной нормальный такт;

4) если хотя бы для одной системы не выполнилось неравенство (4), то

такт x(k) является коррективным, формируется вектор µ(J,k) = (µ
(J,k)
i ), i = 1, . . . , L,

J ∈ {1, . . . , cZ}, который соответствует состоянию сети s(n,k) ∈ Z, n = cY + J , в

момент начала такта; этот вектор используется в течение такта x(k). Выполняется

очередной коррективный такт.

После окончания выполнения такта x(k) в момент η(k+1) производится очередное

выполнение действий 1–4 и т. д.

Рассмотрим эволюцию сети N c в течение коррективного такта x(k), в начале ко-

торого сеть находится в состоянии s(cY +J,k). В момент η(k) в Si, i ∈ I, находится

s
(cY +J,k)
i требований. В течение такта x(k) в Si поступит υ

(k)
i требований. Средняя

интенсивность суммарного входящего потока требований в Si из других систем мас-

сового обслуживания сети в течение такта x(k) σ
(k)
i = υ

(k)
i /ϕ. Чтобы в момент τ (k) в

системе Si осталось s◦i требований, необходимо обслужить W
(k)
i = s

(cY +J,k)
i +υ

(k)
i − s◦i

требований в течение такта x(k), т. е. в среднем W
(k)
i /ϕ требований в единицу вре-

мени. Следовательно, средняя интенсивность выходящего потока требований из Si в

течение такта x(k) β
(k)
i = W

(k)
i /ϕ.

За такт x(k) один прибор обслуживает в среднем W
(k)
i /κi требований. Обозначая

через µ
(J,k)
i интенсивность обслуживания требований одним прибором в Si в тече-

ние такта x(k), получим, что средняя длительность обслуживания одного требования

прибором равна 1/µ
(J,k)
i . Поэтому среднее суммарное время занятости одного прибо-

ра в течение такта x(k) равно W
(k)
i /(κiµ

(J,k)
i ), коэффициент использования прибора

ψ
(k)
i = W

(k)
i /(κiµ

(J,k)
i ϕ), а среднее число занятых обслуживающих приборов в системе

Si h̄
(k)
i = h̄i = κiψ

(k)
i .

Из равенства W
(k)
i /(κiµ

(J,k)
i ϕ) = h̄i/κi, i ∈ I, получим

µ
(J,k)
i =





min
{s

(cY +J,k)
i + υ

(k)
i − s◦i

h̄iϕ
, 1

}
при s

(cY +J,k)
i + υ

(k)
i > s◦i ,

0 при s
(cY +J,k)
i + υ

(k)
i 6 s◦i .

Алгоритм вычисления µ
(J,k)
i содержит вспомогательный шаг и основные шаги,

число которых зависит от требуемой точности определения µ
(J,k)
i . При выполнении

вспомогательного шага полагается, что υ
(k)
i = h̄iµiϕ, и определяются величины

µ̂
(J,k)
i =





min
{s

(cY +J,k)
i + h̄iµiϕ − s◦i

h̄iϕ
, 1

}
при s

(cY +J,k)
i + h̄iµiϕ > s◦i ,

0 при s
(cY +J,k)
i + h̄iµiϕ 6 s◦i .

На первом основном шаге полагается, что средняя интенсивность выходящего

потока требований из системы Sj в течение такта x(k)

β
(k)
j = h̄jµ̂

(J,k)
j , j = 1, . . . , L,
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и определяются

β
(k)
ji = β

(k)
j θji, i, j = 1, . . . , L, (5)

σ̃
(k)
i =

L∑

j=1

β
(k)
ji , i = 1, . . . , L,

µ̃
(J,k)
i =





min
{s

(cY +J,k)
i + σ̃

(k)
i ϕ − s◦i

h̄iϕ
, 1

}
при s

(cY +J,k)
i + σ̃

(k)
i ϕ > s◦i ,

0 при s
(cY +J,k)
i + σ̃

(k)
i ϕ 6 s◦i .

При выполнении следующего основного шага в выражении (5) используются ве-

личины

β
(k)
j = h̄jµ̃

(J,k)
j , j = 1, . . . , L,

с µ̃
(J,k)
j , вычисленными на предыдущем шаге.

4. АНАЛИЗ СЕТИ С УПРАВЛЕНИЕМ

Эволюция сети N c в течение нормальных и коррективных тактов описывается

цепями Маркова соответственно Ĉ и C̃J , J ∈ {1, . . . , cZ}, с множеством состояний B

и дискретным временем. Множествами начальных состояний цепи Ĉ и цепей C̃J

являются соответственно {1, . . . , cY } и {cY + J}, а матрицами вероятностей перехо-
да — P̂ = (p̂mn) и P̃ J = (p̃J

mn), m,n = 1, . . . , cX . Элементы матрицы P̂ определяются

выражениями (1) и (2), а элементы матрицы P̃ J определяются аналогично элементам

матрицы P̂ при замене ps,d на p̃J
s,d:

p̃J
s,d =

L∏

i=1

(
hi

di

)
(µJ

i )di(1 − µJ
i )hi−di .

Обозначим через P̂ (t) = (p̂
(t)
mn) и P̃ (t),J = (p̃

(t),J
mn ), m,n = 1, . . . , cX , матрицы вероят-

ностей перехода за t слотов цепей Ĉ и C̃J , J ∈ {1, . . . , cZ}, соответственно. Известно,
что

P̂ (t) = (P̂ )t, P̃ (t),J = (P̃ J)t.

Эволюция сети N c описывается цепью Маркова νc с дискретным временем c мно-

жеством состояний B и матрицей вероятностей перехода P c = (pc
mn), m,n = 1, . . . , cX ,

при заданном значении ϕ [19]

pc
mn =

{
p̂

(ϕ)
mn, m ∈ {1, . . . , cY },

p̃
(ϕ),J
mn , m = cY + J, J ∈ {1, . . . , cZ}.

Стационарное распределение πc = (πc
n), n = 1, . . . , cX , вероятностей состояний

сети N c при заданном значении ϕ является единственным решением уравнения

πc = πcP c с условием
∑
n∈B

πc
n = 1.

Основные стационарные характеристики системы Si, i ∈ I, сети N c вычисляются

по формулам (3) при замене µi на µ̄c
i :

µ̄c
i = µi

cY∑

n=1

πc
n +

cZ∑

J=1

µJ
i πc

cY +J .
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5. ПРИМЕР

Пусть сеть N c имеет следующие параметры: L = 4, H = 8, µ = (µi) =

= (0.4, 0.3, 0.3, 0.1), κ = (κi) = (1, 3, 2, 1), cX = 165, s◦ = (2, 2, 2, 2),

q = (1, 2, 2, 1),

Θ =




0 0.3 0.5 0.2

0.4 0 0.5 0.1

0.2 0.7 0 0.1

0.1 0.5 0.4 0


 .

Множество Y будет включать состояния s(n), n = 1, . . . , 79. Остальные состояния

будут принадлежать множеству Z.

Стационарная вероятность пребывания сети N в множестве Y : πY =
cY∑

n=1

πn =

= 0.313, стационарная вероятность базового состояния π1 = 0.004, вектор м. о. числа

требований в системах сети s̄ = (s̄i) = (0.802, 1.064, 1.174, 4.960), вектор м. о. дли-

тельностей реакции сети для систем ζ̄ = (ζ̄i) = (37.608, 22.406, 23.574, 30.920),

где ζ̄i = 1
λi

L∑
j=1, j 6=i

λjūj, вектор интенсивностей входящих потоков требований

λ = (λi) = (0.191, 0.309, 0.289, 0.098), пропускная способность сети Λ =
L∑

i=1

λi =

= 0.887.

Значения стационарных характеристик сети N c при различных значениях ϕ при-
ведены в табл. 1 и 2. Отметим, что результаты, полученные методом имитационного
моделирования, отличаются не более чем на 10% от результатов, полученных ана-
литически [17]. Это говорит о приемлемой для практических приложений точности
предложенных методов анализа сетей N и N c.

Таблица 1

Характеристики качества функционирования сети N c

Вероятность Длительность такта ϕ

10 20 50 100 200 500 1000

πc
Y 0.748 0.660 0.535 0.465 0.420 0.376 0.367

πc
1 0.017 0.014 0.010 0.009 0.008 0.006 0.006

Из табл. 1 видно, что при уменьшении ϕ вероятности πc
Y и πc

1 увеличиваются и

при ϕ = 10 первая из них более чем в 2 раза, а вторая в 4 раза превосходят со-

ответствующие вероятности сети N . Результаты сравнения характеристик качества

функционирования сетей N c и N показывают, что качество функционирования сети

N c при ϕ < 100 выше, чем сети N . Это свидетельствует о возможности достижения

при малых значениях ϕ высокой эффективности метода динамического управления

интенсивностями обслуживания. При увеличении ϕ эффект от управления интенсив-

ностями обслуживания уменьшается вследствие уменьшения влияния управления на

эволюцию сети N c.
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Таблица 2

Стационарные характеристики сети N c

Характе- № системы, Длительность такта ϕ

ристика i 10 20 50 100 200 500 1000

µ̄c
i 1 0.362 0.363 0.375 0.383 0.390 0.395 0.399

2 0.283 0.289 0.293 0.297 0.298 0.300 0.300

3 0.286 0.290 0.292 0.295 0.297 0.299 0.299

4 0.142 0.135 0.124 0.116 0.109 0.104 0.103

s̄c
i 1 1.581 1.464 1.246 1.098 0.990 0.903 0.869

2 1.608 1.538 1.381 1.285 1.217 1.149 1.138

3 1.854 1.789 1.599 1.470 1.368 1.272 1.254

4 2.957 3.209 3.774 4.147 4.425 4.676 4.739

ζ̄c
i 1 23.564 25.503 28.778 31.184 33.097 35.040 35.537

2 14.410 15.337 17.168 18.366 19.519 20.579 20.787

3 14.901 15.980 17.849 19.164 20.495 21.716 21.902

4 37.648 37.385 35.822 34.702 33.727 32.889 32.612

λc
i 1 0.272 0.255 0.235 0.221 0.212 0.202 0.200

2 0.443 0.419 0.386 0.365 0.348 0.332 0.329

3 0.412 0.389 0.359 0.340 0.324 0.309 0.307

4 0.134 0.127 0.118 0.111 0.106 0.101 0.100

Λc 1.261 1.190 1.098 1.037 0.990 0.944 0.936

Из табл. 2 видно, что при уменьшении ϕ значения µ̄c
i , i = 1, . . . , 4, изменяются в

соответствии с характером зависимости от ϕ интенсивностей обслуживания, опре-
деленных для коррективных тактов, и при ϕ → ∞ µ̄c

i → µi. Следствием зависимости
величин µ̄c

i от ϕ является увеличение интенсивностей потоков требований λc
i и про-

пускной способности сети Λc, а также изменение м. о. длительностей реакции сети
для систем ζ̄c

i при уменьшении ϕ. При этом значения s̄c
i приближаются к значениям

s◦i , i = 1, . . . , 4. Очевидно, при ϕ → ∞ значения характеристик сети N c стремятся к
значениям характеристик сети N .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассматриваемая в статье проблема анализа замкнутых сетей массового обслу-
живания с дискретным временем и динамическим управлением интенсивностями
обслуживания требований включает три задачи, решения которых представлены в

соответствующих параграфах статьи. Первой задачей является разработка метода
анализа замкнутых сетей массового обслуживания с дискретным временем и груп-
повыми переходами требований. Результаты решения этой задачи непосредствен-
но используются при решении второй задачи — разработке метода динамического
управления интенсивностями обслуживания в сетях обслуживания с дискретным

временем. При разработке метода анализа замкнутых сетей массового обслужива-
ния с дискретным временем и управлением интенсивностями обслуживания (третья
задача) в существенной степени используются результаты решения первых двух за-
дач.
Из результатов исследования гипотетических сетей обслуживания рассматрива-

емого типа с использованием метода анализа замкнутых сетей массового обслужи-
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вания с динамическим управлением интенсивностями обслуживания и метода ими-
тационного моделирования можно сделать вывод, что предложенный в статье метод
анализа сетей имеет точность и эффективность, достаточные для практических при-
ложений.

В частности, этот метод может применяться для анализа сетей обслуживания, ис-
пользуемых в качестве математических моделей дискретных стохастических систем
с сетевой структурой, в которых реализованы методы управления производительно-
стью входящих в систему элементов.
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The closed queueing networks with single class of customers, discrete time and batch movements of

customers are considered. Queues include multiple identical servers with geometric distribution of service

times. A method for dynamic control of service rates in queues is proposed. The control is realized by use

of different service rates during fixed time intervals in process of networks operation. When this method is

used in queueing networks of considered type, close to given customer allocation among queueing systems

is provided. Models for evolution and methods for analysis of closed queueing networks with single class

of customers, discrete time and batch movements of customers without control and with dynamic control of

service rates are proposed. These methods provide possibility of computing basic steady-state characteristics

of considered classes queueing networks. An example of queueing network with control of service rates is

presented. Results of analysis of this network have shown efficiency of method for control of service rates

and acceptable for practical applications accuracy of method for analysis.

Key words: closed queueing networks, geometric distribution of service times, batch movements of cus-

tomers, control of service rates, analysis of queueing networks, stationary characteristics.
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Предлагается способ представления переменных причинно-следственных связей при моделирова-

нии процессов в динамических системах. Такое представление соответствует изменяющим условиям,

которые связаны с действием многочисленных разнородных факторов, сопровождающих функци-

онирование сложных человекомашинных систем. Наличие или отсутствие причинно-следственных

отношений между отдельными событиями в предлагаемой модели определяется как результат

действия заданных стохастических или детерминированных функций. Динамика в представлении

причинно-следственных связей достигается путем формирования этих связей на основе значений

общих переменных, которые соответствуют различным событиям в системе. В существующих про-

граммных комплексах для анализа безопасности техногенных систем представление динамики в

причинно-следственных моделях достаточно ограниченно. При этом такое представление актуально

для моделирования критических сочетаний событий, приводящих к запроектным авариям. Динами-

ческие причинно-следственные модели позволяют определять временные интервалы, когда система

наиболее уязвима для возникновения критических сочетаний событий, анализировать причины воз-

никновения и способы предотвращения таких сочетаний. Предлагаемая модель реализована в раз-

работанном программном обеспечении, которое будет использоваться для моделирования и анализа

нарушений процессов функционирования в человекомашинных, организационных и других динами-

ческих системах с помощью деревьев событий.

Ключевые слова: причинно-следственная связь, критическое сочетание событий, авария, катаст-

рофа, дерево отказов, минимальное сечение, динамическое дерево событий, динамическая система.
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ВВЕДЕНИЕ

Функционирование человекомашинных систем сопровождается сложным взаимо-

действием разнородных процессов. Для предотвращения аварий и катастроф в таких

системах требуется анализировать эти процессы, что предполагает использование

причинно-следственных схем событий, которые их характеризуют и программного

обеспечения для их анализа [1–3]. Такие схемы в общем случае являются пере-

менными и это требует вносить в их представление элементы динамики. Различные

реализации причинно-следственного подхода (деревья отказов, событий, причинно-

следственные комплексы) традиционно обладали ограничением в виде статического

характера представления причинно-следственных связей.

В современных программных комплексах по расчету надежности динамика в

определенном смысле учитывается, например, в RELEX (США) [4] реализована воз-

можность задания динамических операторов дерева отказов, учитываются времен-

ные соотношения. Находят широкое применение и другие программные комплексы:

A.L.D.Group (Израиль), ISOGRAPH (Великобритания) [5, 6], Risk Spectrum (Шве-

ция). Эти продукты реализуют достаточно широкий спектр функций, однако обла-

дают такими недостатками, как высокая стоимость, технологическая зависимость,

необходимость специального обучения персонала. Из отечественных разработок для

структурно-логического моделирования надежности и безопасности отметим Арбитр,

ПК АСМ, ПК Универсал, отличающиеся меньшим спектром предоставляемых ин-

струментов, но в большей степени реализующие отдельные оригинальные функции

и результаты.

Вместе с тем в перечисленных и других программных комплексах не акцентирова-

ны возможности моделирования динамики причинно-следственных связей, которые

могут возникать и распадаться в зависимости от возникающих условий функциони-

рования. В то же время такие явления, как появление или исчезновение причинно-

следственных связей в системе потенциально порождают новые уязвимости, за счет

которых возникают критические сочетания событий [7–12], приводящие к запроект-

ным авариям.

Ввиду сказанного актуальной является разработка математического и программ-

ного обеспечения для моделирования переменных связей в причинно-следственных

структурах. Возникает необходимость в разработке математических моделей, кото-

рые будут использоваться при решении задачи.

1. МОДЕЛЬДЛЯПРЕДСТАВЛЕНИЯДИНАМИЧЕСКИХПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫХСВЯЗЕЙ

Пусть задана динамическая система A. Для моделирования причинно-следствен-

ных связей в этой системе выберем множество событий E = {e1, . . . , en} и множе-

ство переменных C = {c1, . . . , cm}, принимающих значения из некоторых множеств

D = {D1, . . . , Dm}. Переменные и события могут относиться как к самой системе,

так и к её внешней среде. Примем, что поведение системы и связи в ней определяется

выбранными событиями и переменными.

Установим отношение ρ ⊆ E ×C между событиями и переменными. В результате

каждому событию ei ∈ E будет соответствовать некоторое множество переменных
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C(ei) ⊆ C. Для любой переменной Aj ∈ C(ei) её значение в момент времени t

обозначим через Ai,j(t).

Будем говорить, что в момент t между событиями ei, ej ∈ E существует при-

чинно-следственная связь, если C(ei) ∩ C(ej) 6= ∅, и хотя бы одна переменная

Ak ∈ C(ei)∩C(ej) имеет равные значения для событий ei, ej ∈ E, т. е. Ai,k(t) = Aj,k(t).

Таким образом, причинно-следственные связи меняются во времени, что соответству-

ет характеру динамических систем.

2. РЕАЛИЗАЦИЯ В ПРОГРАММЕ

Приведенная выше модель была реализована в компоненте разработанного

программного обеспечения [12]. Входными данными служат множество событий

E = {e1, . . . , en}, множество переменных C = {c1, . . . , cm}, множество связей со-

бытий и переменных ρ ⊆ E ×C, начальные данные (c1(0), . . . , cm(0)) ∈ D1 × · · · ×Dm

и выражения для определения динамики переменных, отрезок модельного време-

ни [t0, t1] и способ подсчета модельного времени. Выходные данные программы—

значения схемы причинно-следственных связей в системе на отрезке [t0, t1]. Ниже

приводятся фрагменты выполнения программы.

3. ПРИМЕР МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫХ СВЯЗЕЙ

В качестве примера работы программы предлагается рассмотреть процесс

образования причинно-следственных связей в системе с множеством событий

E = {e1, e2, e3} и множеством переменных C = {c1, c2, c3, c4, c5}, принимающих зна-

чения в области целых неотрицательных чисел. Отношение между переменными и

событиями задано таким образом, что

[
C(e1) = {c1, c2, c3}, C(e2) = {c1, c4}, C(e3) = {c1, c2, c5}

]
.

В таблице приведены условия для определения динамики переменных, связанных

с событиями системы.

Функции, определяющие значения переменных

❍
❍

❍
❍

❍
❍

ei

ci
c1 c2 c3 c4 c5

e1
c1,1(t) =

= 1 + t mod 3
c1,2(t) = 1 c1,3(t) = 0 Не связаны Не связаны

e2 c2,1(t) = t mod 4 Не связаны Не связаны c2,4(t) = 3 Не связаны

e3 c3,1(t) = t mod 5 c3,2(t) = 3 Не связаны Не связаны c3,5(t) = 6

Как видно из таблицы, в данном примере динамика будет проявляться только по

переменной c1, по остальным переменным связи не будут образоваться, так как пере-

менная c2 имеет разные значения для разных событий и эти значения не меняются,

а по переменным c3, c4, c5 события не связаны друг с другом. Фрагменты процесса

моделирования связей в системе представлены на рисунке.
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а б

в г
Пример этапов моделирования: а — t = 0; б — t = 34; в — t = 81; г — t = 128

Как видно из рисунка, процесс моделирования позволил определить момент вре-
мени (t = 81), когда связь существует между всеми тремя рассматриваемыми со-
бытиями. Воздействие на систему в этот момент может иметь более значительные
последствия. В следующий момент соотношение значений переменных изменяется и
структура причинно-следственных связей становится другой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предлагается математическая модель, позволяющая представить переменные свя-
зи в причинно-следственных комплексах. Показан пример использования предло-
женной модели в разработанном программном обеспечении. Работа программы пред-
ставляет особый интерес в случае большого числа событий и переменных, динами-
ка которых задана разнородными условиями, включая случайные процессы, слож-
ные функции и многовариантное поведение переменных, в том числе в зависимости
друг от друга. Программные комплексы, которые будут разработаны в рамках про-
водимых исследований, найдут применение при построении динамических деревьев
событий и отказов [13–16], причинно-следственных схем в моделях системной ди-
намики [17–20] и дадут возможность введения переменных связей, более адекват-
но отражающих функционирование динамических систем. Полученные результаты
необходимы для анализа, прогнозирования и предотвращения критических сочетаний
событий, возникающих в процессе функционирования человекомашинных объектов.
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A method of presentation variable cause-effect links for modeling processes in dynamic systems is proposed.

Such a representation corresponds to the changing conditions that are associated with the action of many

diverse factors that accompany the functioning of complex human-machine systems. The presence or

absence of a causal relationship between the individual events in the proposed model is defined as a result of

a set of stochastic or deterministic functions. Trends in the representation of cause-effect links are achieved

by formation of these relations on the basis of common values of variables that correspond to various

events in the system. The existing software systems for the analysis of security of technological systems are

rather limited in view of dynamics of cause-effect models. The representation under discussion is actual for

modeling critical combinations of events leading to beyond design basis accidents. Dynamic cause-effect

models make possible to determine time intervals when the system is most vulnerable to the emergence of

critical combinations of events, to analyze the causes and ways to prevent such combinations. The proposed

model is implemented in developed software that will be used for modeling and analysis of malfunctions in

the functioning of man-machine, organizational and other dynamic systems with the help of using event trees.

Key words: cause-effect link, the critical combination of events, accident, catastrophe, fault tree, the minimum

cross-section, the dynamic event’s tree, dynamic system.
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ПАМЯТИ АЛЕКСАНДРА ЮРЬЕВИЧА ВАСИЛЬЕВА

20 октября 2016 г. на 55-м году жизни скоропостиж-

но скончался один из активных членов редакционной

коллегии журнала «Известия Саратовского университе-

та. Новая серия. Серия Математика. Механика. Инфор-

матика» доктор физико-математических наук Александр

Юрьевич Васильев.

Ушел из жизни человек высокой культуры и широ-

чайшего образования, большой ученый-математик, оста-

вивший заметный след в российской и мировой на-

уке и оказавший несомненное влияние на образова-

ние и уровень математических исследований, прово-

дившихся в Саратовском университете и на механико-

математическом факультете.

А. Васильев родился в Саратове в семье математи-

ков, вузовских преподавателей. В 1984 г. он окончил механико-математический фа-

культет Саратовского университета. Обучение в аспирантуре родного факультета под

научным руководством Д. В. Прохорова завершилось в 1987 г. защитой кандидат-

ской диссертации «Изопериметрические экстремальные задачи в теории однолистных

функций», в которой получены оценки сложных функционалов в классах однолист-

ных функций. Основным инструментом исследования служил параметрический ме-

тод в сочетании с применением вариационного исчисления и оптимизации [1–3].

В течение следующих лет А. Васильев сосредоточил усилия на развитии метода

модулей для приложения к решению качественных и количественных задач в теории

конформных отображений. В его подходе основная роль отводилась квадратичным

дифференциалам. На ранней стадии этих исследований он активно сотрудничал с

математической группой ленинградских математиков, особенно с С. Федоровым [4].

Позднее он развил использование своего подхода во многих математических разде-

лах (см., например, [5,6]) и подытожил полученные результаты в монографии [7].

Естественное распространение метода модулей привело Александра Васильева

к решению экстремальных задач для квазиконформных отображений и к глубоко-

му проникновению в теорию пространств Тейхмюллера, имеющую существенные

взаимосвязи с комплексным анализом, гиперболической геометрией, дискретными

группами и группами Ли, дифференциальной геометрией и другими областями ма-

тематики. В частности, А. Васильев и Р. Идальго (R. Hidalgo) построили новую ком-

пактификацию пространства Тейхмюллера конечно порожденных клейновых групп.

Они рассматривали модули как функционал на пространстве Тейхмюллера и охарак-

теризовали тейхмюллерову метрику в терминах модулей [8,9].
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В 1997 г. А. Васильев защитил в Новосибирском государственном университе-

те докторскую диссертацию «Вариационно-геометрические методы решения экстре-

мальных и метрических задач в теории конформных и квазиконформных отображе-

ний». В этом же году он возглавил созданную им кафедру математической эконо-

мики механико-математического факультета Саратовского университета. В 1998 г.,

получив приглашение на работу в университет столицы Колумбии, А. Васильев пе-

реезжает в Боготу, где проработал в течение двух лет.

В этот период А. Васильев обращает внимание на новые темы математического

поиска. Как приложение теории Левнера к изучению течения Хеле –Шоу в сфере

интересов Васильева оказались задачи гидромеханики со свободными границами, в

которых описывается постоянное поступление (или поглощение) жидкости в цепи

областей подчинения. Первые результаты о наследовании геометрических свойств

меняющейся с течением времени границы разделения различных сред были опубли-

кованы в 1998 г. [10]. Один из основных выводов в дальнейших статьях [11] и [12,13]

состоит в том, что в трудной задаче поглощения существует единственное решение

в виде односвязной эволюции. Монография А. Васильева и его шведского соавтора

содержит замечательное изложение теории течения Хеле –Шоу [14].

В 2000 г. А. Васильев заключает контракт на должность профессора в техни-

ческом университете Вальпараисо, Чили. Пребывание за границей было полезным

в научном отношении: поездки на съезды, конференции, личные контакты с веду-

щими учеными. Еще более плодотворное влияние на математическое становление

как крупного ученого оказал переезд Александра Васильева в Европу. В 2005 г. он

был приглашен возглавить группу математического анализа в университете города

Бергена, Норвегия, где и работал до последних дней.

Ранние интересы А. Васильева в эволюции Левнера преобразовались в более

глубокие идеи о взаимодействии комплексного анализа и математической физики,

которые, в свою очередь, оказались тесно связанными с интегрируемыми системами.

А. Васильев был одним из четырех научных руководителей, членов программного ко-

митета осеннего семестра 2011 г. «Комплексный анализ и интегрируемые системы»,

в математическом институте Миттаг-Леффлера в Стокгольме, Швеция. А. Васильев

с соавторами открыл соотношения между контурной динамикой и алгеброй Вирасо-

ро [15–20]. Они указали на решение задачи об иерархии Кадомцева –Петвиашвили,

которая остается инвариантной на траекториях уравнения Левнера –Куфарева, вло-

женных в грассманиан Сато –Сегала –Уилсона.

В последние годы А. Васильев расширил поле своих исследований, включив в

него, в частности, дифференциальную геометрию и геометрическое управление, суб-

риманову геометрию, стохастические процессы типа стохастической эволюции Лев-

нера на плоскости и некоторые другие темы. Он рассматривал субримановы много-

образия, которые часто встречаются в напряженных системах механики, и группы

Гейзенберга, которые обладают естественной субримановой структурой. А. Васильев

и его коллеги изучили геодезические линии, соединяющие две заданные точки на

сферах нечетной размерности, и расслоение Хопфа. Они полностью решили эту гео-

дезическую краевую задачу для трехмерной сферы и, частично, в общем случае, а

также вычислили расстояние Карно –Каратеодори. Важным достижением стало на-

хождение бесконечномерного аналога субримановой геометрии на общих локально-
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компактных многообразиях и вывод нескольких уравнений в частных производных

типа Кортевега де Фриза таких, как уравнения Арнольда –Эйлера на кокасательном

расслоении (см., например, [21–25]).

Последнее десятилетие ознаменовалось всплеском интереса к стохастической эво-

люции Шрамма–Левнера, впервые появившейся в знаменитой работе Шрамма. Этот

подход оказался исключительно успешным в системах статистической физики, тео-

рии просачивания, модели Айсинга, задачах конформного склеивания и в других раз-

делах. Стохастическая эволюция стала также весьма полезной в конформной теории

поля. А. Васильев и его группа предложили модель, которая описывает детерминиро-

ванную и стохастическую эволюции образов на комплексной плоскости и добились

ощутимого прогресса в определении геометрической эволюции левнеровских разре-

зов (см., например, [26–30]). Монография 2015 года [31] объединяет несколько из

обсуждаемых здесь тем.

Высокий профессионализм Александра Васильева отмечался коллегами в России,

Колумбии, Чили, Норвегии, где он работал постоянно, и во многих других научных

центрах Америки, Европы и Азии, куда его часто приглашали для совместной де-

ятельности. Его талант организатора проявлялся во всем: от создания кафедры до

организации международной математической сети университетов мира. А. Васильев

возглавлял математические конференции в разных странах Европы и Азии, занимал-

ся издательскими проектами, входил в советы крупных международных союзов. Он

организовал и стал главным редактором международного математического журнала

«Analysis and Mathematical Physics», издаваемого Springer. Его журнал с быстро рас-

тущим импакт-фактором набрал популярность в научном мире, вошел в базы Scopus

и Web of Science.

А. Васильев был не только продуктивным математиком, но и разносторонней

интересной личностью. На многих языках он не только говорил свободно, но и писал

статьи, делал доклады, читал лекции. Несмотря на большую занятость, А. Васильев

никогда не прерывал связи с родным факультетом и принимал активное участие в его

жизни. Светлая память об этом незаурядном человеке и большом ученом навсегда

останется с сотрудниками Саратовского университета.
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