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В данной работе введены полилинейные многочлены H +(x̄, ȳ|w̄),

H −(x̄, ȳ|w̄) ∈ F{X ∪ Y }, сумма которых является многочленом

Ченга H (x̄, ȳ|w̄), где F{X ∪ Y } — свободная ассоциативная ал-

гебра над произвольным полем F характеристики не два, порожден-

ная счетным множествомX ∪ Y . Доказано, что каждый из них явля-

ется следствием стандартного многочлена S−(x̄). В частности, пока-

зано, что квазимногочлены Капелли b2m−1(x̄m, ȳ) и h2m−1(x̄m, ȳ)

также следуют из многочлена S−
m(x̄). Здесь же найдена минималь-

ная степень многочленов b2m−1(x̄m, ȳ), h2m−1(x̄m, ȳ), при кото-

рой они являются полиномиальными тождествами матричной алгебры

Mn(F ). Полученные результаты представляют собой перенос ре-

зультатов Ченга на некоторые квазимногочлены Капелли нечетной

степени.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть F — произвольное поле, F{Z} — свобод-

ная ассоциативная алгебра над F , порожденная счетным

множеством Z = {zn}n∈N , которое представим в виде

Z = X
⋃

Y , где X = {xn}n∈N , Y = {yn}n∈N — непере-

секающиеся счетные множества, Sn — симметрическая

группа степени n; f, g — произвольные многочлены ал-

гебры F{Z}, {f}T — T -идеал алгебры F{Z}, порожден-

ный многочленом f . Напомним, что двусторонний иде-

ал I алгебры F{Z} называется T -идеалом и обозначается
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символом I ⊳T F{Z}, если для любого эндоморфизма ϕ алгебры F{Z} справедли-

во включение ϕ(I) ⊆ I. Далее, будем говорить, что многочлен g является след-

ствием многочлена f (следует из f), если g ∈ {f}T . Кроме того, пусть t, u,

m — любые натуральные числа, удовлетворяющие неравенствам t > u, m > u,

m > 1; N0 = N
⋃

{0}; B = {ā = (a1 . . . au+1) ∈ N
u × N0 | a1 + . . . + au+1 = m},

B0 = {ā = (a1 . . . au+1) ∈ B | au+1 = 0}, B1 = {n̄ = (n1 . . . nu+1) ∈ B |nu+1 6= 0},

Ik = {1, . . . , k}, w = y1y2 · · · yt. Представим слово w в виде w = w1w2 · · ·wu, где

w1 = y1y2 · · · yi2, w2 = yi2+1 · · · yi3, . . ., wu = yiu+1 · · · yt, и определим многочлены

F (x̄, ȳ|w̄) = F (x1, . . . , xm, y1, . . . , yt|w1, . . . , wu) =

=
∑

ā∈B

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn µ xπ(1) · · · xπ(a1)wτ(1)xπ(a1+1) · · · xπ(a1+a2)wτ(2)×

×xπ(a1+a2+1) · · · xπ(a1+...+au)wτ(u)xπ(a1+...+au+1) · · ·xπ(a1+...+au+1),

H (x̄, ȳ|w̄) = H (x1, . . . , xm, y1, . . . , yt|w1, . . . , wu) =

=
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn µxπ(1) · · · xπ(n1)wτ(1)xπ(n1+1) · · · xπ(n1+n2)wτ(2)×

×xπ(n1+n2+1) · · · xπ(n1+...+nu)wτ(u)xπ(n1+...+nu+1) · · ·xπ(n1+...+nu+1),

R(x̄, ȳ|w̄) = R(x1, . . . , xm, y1, . . . , yt|w1, . . . , wu) =

=
∑

ā∈B0

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn µxπ(1) · · · xπ(a1)wτ(1)xπ(a1+1) · · · xπ(a1+a2)wτ(2)×

×xπ(a1+a2+1) · · · xπ(a1+...+au)wτ(u),

где µ — подстановка в мономе Mµ = zµ(1) · · · zµ(m)zµ(m+1) · · · zµ(m+t) ∈ F{Z},

в котором z1 = x1, . . ., zm = xm, zm+1 = y1, . . ., zm+t = yt. Очевид-

но, что F (x̄, ȳ|w̄) = H (x̄, ȳ|w̄) + R(x̄, ȳ|w̄). Наконец, пусть S−
n (z1, . . . , zn) =

=
∑

µ∈Sn

sgn µ zµ(1) · · · zµ(n) — стандартный многочлен степени n. Имеют место сле-

дующие результаты:

Теорема 1. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

многочлен F (x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄) [1].

Теорема 2. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

многочлены H (x̄, ȳ|w̄), R(x̄, ȳ|w̄) следуют из S−
m(x̄) [2].

Цель данной работы — провести дальнейшее разложение многочлена H (x̄, ȳ|w̄) и

получить некоторые важные следствия. Обратим внимание на интересные следствия

стандартного многочлена, полученные в работах [3–6].

1. ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОГОЧЛЕНА H (x̄, ȳ|w̄)

Пусть v = ziπ(1)
· · · ziπ(r)

, где i1 < . . . < ir, π ∈ Sr, — произвольный моном ал-

гебры F{Z}, |v| — длина монома v, sgn v = sgn π. Представим каким-либо образом

слово v в виде произведения его непустых подслов v1 · · · vn (n 6 r) и по определению

положим v̄ = (v1 . . . vn), v̄′ = (|v1| . . . |vn|), σv = vσ(1) · · · vσ(n), σv̄ = (vσ(1) . . . vσ(n)),

σv̄′ = (|vσ(1)| . . . |vσ(n)|), σ ∈ Sn. Далее, определим отображение N : B1 → Mu(Z),
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где Mu(Z) — кольцо матриц размера u × u с элементами из кольца целых чисел Z,

положив для любого n̄ = (n1 . . . nu+1) ∈ B1

N (n̄) =

















nu+1 nu+1 nu+1 . . . nu+1

0 nu nu . . . nu

0 0 nu−1 . . . nu−1

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . n2

















.

Определение 1. Всякая матрица размера k × k (k 6 u), составленная из эле-

ментов матрицы A ∈ Mu(Z), находящихся на пересечении ее строк и столбцов с

номерами i1, . . . , ik и j1, . . . , jk соответственно называется подматрицей матрицы A

и обозначается символом A

(

i1 . . . ik

j1 . . . jk

)

.

Для подматриц N (n̄)

(

1 2 . . . k

1 2 . . . k

)

(k 6 u), N (n̄)

(

2 3 . . . u

2 3 . . . u

)

матри-

цы N (n̄) будем использовать более краткую запись Nk(n̄) и D(n̄) соответственно.

Наконец, под нормой матрицы A = (aij) ∈ Mu(Z) будем понимать число ‖A‖ =

=
u
∑

i=1

u
∑

j=1

|aij|, под высотой элемента p̄ = (p1 . . . pu)
T ∈ Mu×1(Z) — число h(p̄) =

u
∑

i=1

|pi|,

α =

(

1 2 . . . u

u u − 1 . . . 1

)

∈ Su.

Лемма 1. Для любых элементов n̄ ∈ B1, τ ∈ Su справедливы равенства

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) =
u−1
∑

k=0

nu+1−k

u−k
∑

i=1

|wτ(i)| =
u

∑

k=1

|wτ(k)|

u+1
∑

i=k+1

ni =

=
u

∑

k=1

|wτ(k)|tr Nu+1−k(n̄) = nu+1t +
u−1
∑

k=1

|wτ(k)|tr Du−k(n̄).

Доказательство. Имеем

N (n̄) · (ταw̄′)T = (nu+1

u
∑

i=1

|wτ(i)|, nu

u−1
∑

i=1

|wτ(i)|, . . . , n2

1
∑

i=1

|wτ(i)|)
T .

Следовательно,

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) =
u−1
∑

k=0

nu+1−k

u−k
∑

i=1

|wτ(i)| = nu+1|wτ(u)| + (nu+1|wτ(u−1)|+

+nu+1|wτ(u−2)| + . . . + nu+1|wτ(1)|) + (nu|wτ(u−1)| + nu|wτ(u−2)| + . . . +

+nu|wτ(1)|) + . . . + n2|wτ(1)| = |wτ(u)|nu+1 + |wτ(u−1)|(nu+1 + nu)+

+|wτ(u−2)|(nu+1 + nu + nu−1) + . . . + |wτ(1)|(nu+1 + nu + . . . + n2) =
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=
u

∑

k=1

|wτ(k)|

u+1
∑

i=k+1

ni =
u

∑

k=1

|wτ(k)|tr Nu+1−k(n̄) =
u−1
∑

k=1

|wτ(k)|(nu+1 + tr Du−k(n̄))+

+|wτ(u)|nu+1 = nu+1

u
∑

k=1

|wτ(k)| +
u−1
∑

k=1

|wτ(k)|tr Du−k(n̄) =

= nu+1t +
u−1
∑

k=1

|wτ(k)|tr Du−k(n̄). ¤

Следствие 1. Пусть |w1| = |w2| = . . . = |wu| = 2s−1, s ∈ N. Тогда для лю-

бых n̄ ∈ B1, τ ∈ Su, справедливы равенства

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) = (2s − 1)‖N (n̄)‖ = (2s − 1)
u

∑

k=1

knk+1.

Если к тому же nu+1 =nu = . . .=n2 =r, то

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) = (2s − 1)r(u + 1)u/2.

Следствие 2. Если для всякого i ∈ Iu |wi| = 2ki, ki ∈ N, то для любых n̄ ∈ B1,

τ ∈ Su число h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) четное.

Лемма 2. Для любого монома M(n̄, πx̄, τ w̄) из многочлена H (x̄, ȳ|w̄) справед-

ливо равенство sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn π sgn (τw).

Доказательство. Нетрудно видеть, что

sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = (−1)|wτ(u)|nu+1+|wτ(u−1)|(nu+1+nu)+...+|wτ(1)|(nu+1+nu+...+n2)×

×sgn (xπ(1) · · ·xπ(m)wτ(1) · · ·wτ(u)) =

= (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn π sgn (wτ(1) · · ·wτ(u)) = (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn πsgn (τw).
¤

Следствие 3. Справедливо равенство

H (x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

(−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn π sgn (τw)M(n̄, πx̄, τ w̄).

Следствие 4. Пусть |w1| = |w2| = . . . = |wu| = 2s − 1, s ∈ N. Тогда справедливо

равенство

sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = (−1)‖N (n̄)‖sgn π sgn τ,

и значит,

H (x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

(−1)‖N (n̄)‖sgn π sgn τ M(n̄, πx̄, τ w̄).

Доказательство. Вытекает из леммы 2 и следствия 1. ¤

Следствие 5. Пусть |w1| = |w2| = . . . = |wu| = 2s, s ∈ N. Тогда справедливо

равенство sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = sgn π и, значит,

H (x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn π M(n̄, πx̄, τ w̄).
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Доказательство. Вытекает из леммы 2 и следствия 2. ¤

Очевидно, что значение (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T ) можно найти по любой формуле из

леммы 1, однако работать с ними все же неудобно. В связи с этим определим отоб-

ражения Φ : B1 → Z
u, Ψ : Z

u → Z
u, положив для любого n̄ = (n1 . . . nu+1) ∈ B1,

p̄ = (p1 . . . pu) ∈ Z
u

Φ(n̄) = (Φ(n̄)1 . . . Φ(n̄)u), Ψ(p̄) = (Ψ(p̄)1 . . . Ψ(p̄)u),

где Φ(n̄)s =
u+1
∑

i=s+1

ni − 2

[

1
2

u+1
∑

i=s+1

ni

]

, Ψ(p̄)s = |ps| − 2[|ps|/2], s ∈ Iu, [a] — целая часть

числа a. Нетрудно видеть, что для произвольных τ ∈ Su, n̄ ∈ B1, справедливы

равенства

Ψ(τw̄′) = τΨ(w̄′), (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T ) = (−1)(Φ(n̄),τΨ(w̄′)),

где (Φ(n̄), τΨ(w̄′)) =
u
∑

s=1

Φ(n̄)s · (τΨ(w̄′))s.

2. ДОПОЛНЕНИЕ К ТЕОРЕМЕ ЧЕНГА

Представим многочлен H (x̄, ȳ|w̄) в виде H +(x̄, ȳ|w̄) + H −(x̄, ȳ|w̄), где много-

член H +(x̄, ȳ|w̄) (H −(x̄, ȳ|w̄)) состоит из всех мономов многочлена H (x̄, ȳ|w̄), для

которых (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn (τw) = 1(−1). Таким образом,

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

δ
1 (−1)h(N (n̄)(ταw̄′)T )sgn (τw)

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄),

H
−(x̄, ȳ|w̄) =

∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

−δ
−1 (−1)h(N (n̄)(ταw̄′)T )sgn (τw)

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄),

где δij — символ Кронекера.

В частности, при t = u = 1, w = w1 = y1 имеет место равенство

H (x̄, y1|w1) =
m−1
∑

n=1

∑

π∈Sm

(−1)m−nsgn πxπ(1) · · · xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m),

тогда если m = 2k, то

H
+(x̄, y1|w1) =

k−1
∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · ·xπ(2n)y1xπ(2n+1) · · · xπ(m),

если m = 2k − 1, то

H
+(x̄, y1|w1) =

k−1
∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · · xπ(2n−1)y1xπ(2n) · · · xπ(m)

(см. также [6, теорема 26]).

Пусть t ∈ Im−1, i1, . . . , it ∈ Im, причем i1 < i2 < . . . < it, τ ∈ St. Определим

эндоморфизм ϕi1,...,it,τ алгебры F{Z}, положив

ϕi1,...,it,τ (z) =

{

xijyτ(j), если z = xij , j ∈ It,

z, если z /∈ {xi1 , . . . , xit}.
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Далее, представим многочлен
∑

16i1<...<it6m

∑

τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) в виде суммы

H{2}(x̄, ȳ|w̄) +
t

∑

j=1

Q(x̄, ȳĵ|w̄ĵ)yj,

где w̄ = (w1 . . . wt), wj = yj (j ∈ It), w̄ĵ = (w1 . . . wj−1wj+1 . . . wt), ȳĵ = (y1 . . .

yj−1yj+1 . . . yt), а многочлен H{2}(x̄, ȳ|w̄) не имеет мономов, оканчивающихся на пе-

ременную y. Отсюда получаем, что

H{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

16i1<...<it6m

∑

τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) −

t
∑

j=1

Q(x̄, ȳĵ|w̄ĵ)yj =

=
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈St

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄).

Теорема 3. Для любого натурального числа t ∈ Im−1 и произвольного поля F

многочлен H{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈St

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. Проведем методом математической индукции по числу t. Пусть

t = 1. Тогда

m
∑

i=1

ϕi(S
−
m(x̄)) =

m−1
∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · ·xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m) + S−
m(x̄)y1.

Отсюда получаем, что

H{2}(x̄, y1|w1) =
m−1
∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · · xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m) =
m

∑

i=1

ϕi(S
−
m(x̄))−S−

m(x̄)y1.

Поскольку {S−
m(x̄)}T ⊳T F{Z}, то

m
∑

i=1

ϕi(S
−
m(x̄)), S−

m(x̄)y1 ∈ {S−
m(x̄)}T и, значит,

H{2}(x̄, y1|w1) ∈ {S−
m(x̄)}T .

Пусть теперь 1 < t 6 m−1. Предположим, что для всякого a < t теорема 3 верна.

Покажем, что она будет верна и для числа t. Нетрудно видеть, что

H{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

16i1<...<it6m

∑

τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) −

t
∑

j=1

H{2}(x̄, ȳĵ|w̄ĵ)yj =

=
∑

16i1<...<it6m

∑

τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) −

t
∑

j=1

ξj(H{2}(x̄, ȳt̂|w̄t̂))yj,

где ξj (j ∈ It) — эндоморфизм алгебры F{Z} такой, что

ξj(z) =

{

yj+s+1, если z = yj+s, s ∈ {0, 1, . . . , t − 1 − j},

z, если z /∈ {yj, . . . , yt−1}.
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Так как ассоциированное с многочленом H{2}(x̄, ȳt̂|w̄t̂) число t − 1 < t, то по ин-

дуктивному предположению он является следствием стандартного многочлена S−
m(x̄).

Учитывая, что {S−
m}

T ⊳T F{Z}, получаем, что H{2}(x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T . Таким обра-

зом, теорема 3 верна для всякого t ∈ Im−1. ¤

Следствие 6. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного по-

ля F многочлен H{2}(x̄, y1|w1) =
m−1
∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · ·xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m) следует

из S−
m(x̄).

Доказательство. Полагая в теореме 3 t = 1, получаем требуемый результат. ¤

Следствие 7. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

многочлен H2m−1,{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

π∈Sm

∑

τ∈Sm−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m) следует

из S−
m(x̄).

Доказательство. Полагая в теореме 3 t = m − 1, получаем требуемый ре-

зультат. ¤

Замечание 1. Основные свойства многочлена H2m−1,{2}(x̄, ȳ|w̄) хорошо известны.

Этот многочлен имеет специальное обозначение C2m−1,{2}(x̄, ȳ) и называется двойным

многочленом Капелли типа (2,m, 1; {2}).

Предложение 1. Для любых t, u, m ∈ N таких, что u = t < m, и произвольного

поля F характеристики не два многочлен H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. По теореме 2 H (x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T , по теореме 3

H{2}(x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T ,

но тогда и

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

1

2
(H (x̄, ȳ|w̄) + H{2}(x̄, ȳ|w̄)) ∈ {S−

m(x̄)}T . ¤

Теорема 4. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

характеристики не два многочлен H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. Проведем методом математической индукции по парам

(t, u) ∈ A(¹) = {(t, u) ∈ N
2 | t > u, u < m} с минимальными элементами (t, t),

t ∈ Im−1, где ¹ — лексикографический порядок. В силу предложения 1 теорема 4

верна для любого минимального элемента (t, t) ∈ A(¹).

Пусть (t, u) — произвольный элемент множества A, отличный от минимального.

Предположим, что для любого (t1, u1) ∈ A такого, что (t1, u1) ≺ (t, u), теорема 4

верна. Покажем, что она будет верной и для пары (t, u). Для элемента (t, u) возможны

следующие случаи: 1) среди подслов w1, . . . , wu существует хотя бы одно ws, для

которого |ws| > 3; 2) для любого i ∈ Iu |wi| 6 2, при этом найдется wr такое, что

|wr| = 2. Рассмотрим каждый из них по порядку.
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Пусть ws = bsyis+1−2yis+1−1yis+1 (если |ws| = 3, то слово bs полагаем пустым).

Нетрудно видеть, что для любых n̄ ∈ B1, τ ∈ Su справедливо равенство

(−1)(Φ(n̄),τΨ(w̄′))sgn (τw) = (−1)

(

Φ(n̄),τΨ

(

w̄′

̂is+1−1,̂is+1

))

sgn
(

τw ̂is+1−1,̂is+1

)

,

здесь w ̂is+1−1,̂is+1
= w1 · · ·ws−1(bsyis+1−2)ws+1 · · ·wu. Отсюда следует, что

H
+(x̄, ȳ|w̄) = ϕH

+
(

x̄, ȳ ̂is+1−1,̂is+1
|w̄ ̂is+1−1,̂is+1

)

,

где ϕ — эндоморфизм алгебры F{Z} такой, что ϕ(yis+1−2) = yis+1−2yis+1−1yis+1

и ϕ(z) = z, если z 6= yis+1−2. Так как ассоциированная с многочленом

H +
(

x̄, ȳ ̂is+1−1,̂is+1
|w̄ ̂is+1−1,̂is+1

)

пара (t − 2, u) ≺ (t, u), то по индуктивному предпо-

ложению он следует из S−
m(x̄), но тогда и H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−

m(x̄).

Во втором случае предположим, что wr = yir+1yir+2. Рассмотрим эндоморфизмы

ϕ1, . . . , ϕm, ψi1+1, . . . , ψiu+1 алгебры F{Z}, определенные следующим образом:

ϕi(z) =

{

xiwr, если z = xi,

z, если z 6= xi,
ψij+1(z) =

{

wryij+1, если z = yij+1,

z, если z 6= yij+1,

где i ∈ Im, j ∈ C = Iu\{r}, i1 = 0. Нетрудно видеть, что

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

m
∑

i=1

ϕiH
+(x̄, ȳ

îr+1,îr+2
|w̄r̂) −

∑

j∈C

ψij+1H
+(x̄, ȳ

îr+1,îr+2
|w̄r̂)−

−H
+(x̄, ȳ

îr+1,îr+2
|w̄r̂)wr,

где w̄r̂ = (w1 . . . wr−1wr+1 . . . wu). Так как ассоциированная с многочленом

H +
(

x̄, ȳ
îr+1,îr+2

|w̄r̂

)

пара (t − 2, u − 1) ≺ (t, u), то по индуктивному предположе-

нию он является следствием S−
m(x̄), но тогда и H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−

m(x̄). ¤

Предложение 2. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля

F характеристики не два многочлен H −(x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. По теореме 2 многочлен H (x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T , а по теоре-

ме 4 H +(x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T , но тогда H −(x̄, ȳ|w̄) = H (x̄, ȳ|w̄) − H +(x̄, ȳ|w̄) ∈

∈ {S−
m(x̄)}T . ¤

Следствие 8. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

характеристики не два многочлены

b2m−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sm

∑

τ∈A+
m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m),

h2m−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sm

∑

τ∈A−

m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m),

где A+
m−1 = {τ ∈ Sm−1| sgn τ = 1}, A−

m−1 = {τ ∈ Sm−1| sgn τ = −1}, являются

следствиями стандартного многочлена S−
m(x̄).
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Доказательство. Полагая в следствии 1 s = r = 1, u = m − 1 и учитывая

следствие 4, получаем, что

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

∑

π∈Sm

∑

τ∈A
sgn(−1)m(m−1)/2

m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m),

−H
−(x̄, ȳ|w̄) =

∑

π∈Sm

∑

τ∈A
−sgn (−1)m(m−1)/2

m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m).

Нетрудно видеть, что в зависимости от числа m наши суммы совпадают либо с

многочленом b2m−1(x̄, ȳ), либо с многочленом h2m−1(x̄, ȳ), но по теореме 4 и предло-

жению 2 они следуют из S−
m(x̄). ¤

Замечание 2. Выше мы определили многочлен H{2}(x̄, ȳ|w̄) для случая, когда

(t, u) = (t, t), t < m, и доказали теорему 3. Оказывается, что она верна и для общего

случая, когда t > u, m > u, при этом доказательство почти дословно повторяет

доказательство теоремы 4 с заменой H +(x̄, ȳ|w̄) на H{2}(x̄, ȳ|w̄) и соответствующих

ссылок.

В заключении докажем одно предложение о некоторых тождествах матричной

алгебры. Пусть A — произвольная ассоциативная алгебра над полем F .

Определение 2. Многочлен d ∈ F{Z} называется полиномиальным тождест-

вом алгебры A, если для любого гомоморфизма ϕ ∈ HomF (F{Z}, A) справедливо

равенство ϕ(d) = 0.

Нетрудно видеть, что множество всех полиномиальных тождеств алгебры A явля-

ется T -идеалом алгебры F{Z}. Этот идеал называется идеалом тождеств алгебры A и

обозначается символом T [A]. Заметим, что всякая конечномерная алгебра A облада-

ет хотя бы одним полиномиальным тождеством, например, им является стандартный

многочлен S−
n (z̄) при n > dim A. В частности, если A = Mm(F ) — матричная алгеб-

ра над F , то в силу теоремы Амицура –Левицкого [7] наименьшее n, при котором

S−
n (z̄) ∈ T [Mm(F )], равно 2m (см. также [8, 9]), а наименьшее n, при котором двой-

ные и кратные многочлены Капелли будут тождествами алгебры Mm(F ), найдено

в работах [1, 10, 11]. Дополнением к этим результатам является приводимое ниже

предложение.

Предложение 3. Наименьшее n ∈ N, при котором каждый из многочленов

b2n−1, h2n−1 ∈ T [Mm(F )], равно 2m.

Доказательство. Проведем его для многочлена b2n−1, поскольку для h2n−1 оно

аналогично. Пусть char F 6= 2 и d(m, F ) означает наименьшее n ∈ N, при котором

b2n−1 ∈ T [Mm(F )]. Тогда из следствия 8 и теоремы Амицура –Левицкого заключаем,

что d(m,F ) 6 2m, а из теоремы 4 работы [12] следует, что d(m,F ) > 2m−1. Отсюда

d(m,F ) = 2m. Так как коэффициенты многочлена b2n−1 равны ±1, то ограничение

char F 6= 2 для матричной алгебры Mm(F ) становится несущественным и потому его

можно снять. ¤

Продолжение следует.
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To Chang Theorem. II

S. Yu. Antonov1, A. V. Antonova2
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Multilinear polynomials H +(x̄, ȳ|w̄), H −(x̄, ȳ|w̄) ∈ F{X ∪ Y }, the sum of which is a polynomial

H (x̄, ȳ|w̄) Chang (where F{X∪Y } is a free associative algebra over an arbitrary field F of characteristic

not equal two, generated by a countable set X ∪ Y ) have been introduced in this paper. It has been

proved that each of them is a consequence of the standard polynomial S−(x̄). In particular it has been

shown that the Capelli quasi-polynomials b2m−1(x̄m, ȳ) and h2m−1(x̄m, ȳ) are also consequences of the

polynomial S−
m(x̄). The minimal degree of the polynomials b2m−1(x̄m, ȳ), h2m−1(x̄m, ȳ) in which they

are a polynomial identity of matrix algebra Mn(F ) has been also found in the paper. The obtained results

are the translation of Chang results to some Capelli quasi-polynomials of odd degree.

Key words: T -ideal, standard polynomial, Capelli polynomial.
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