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В статье рассматриваются пространства Степанова функций, определенных на R со значениями в

комплексном банаховом пространстве. Вводятся понятия медленно меняющихся и периодических на

бесконечности функций из пространства Степанова. Основные результаты статьи связаны с гармо-

ническим анализом периодических на бесконечности функций из пространства Степанова. Вводится

понятие обобщенного ряда Фурье, коэффициенты которого являются медленно меняющимися на

бесконечности функциями (не обязательно постоянными). Получен ряд аналогов классических ре-

зультатов о суммируемости ряда Фурье методом Чезаро (теоремы 2 и 3). Результаты статьи получены

с использованием теории изометрических представлений.
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1. ОСНОВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Пусть X — комплексное банахово пространство, End X — банахова алгебра ли-

нейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X. Символом

L1
loc(R, X) обозначим пространство локально суммируемых (измеримых по Бохне-

ру) на R функций со значениями в банаховом пространстве X. Через Lp(R, X),

p ∈ [1,∞], обозначим банахово пространство функций x ∈ L1
loc(R, X), для которых

конечна величина (принимаемая за норму в соответствующем пространстве)

‖x‖p =




∫

R

‖x(t)‖p
Xdt




1/p

, p ∈ [1,∞), ‖x‖∞ = vrai sup
t∈R

‖x(t)‖X , p = ∞.

Если X = C, то символ X в обозначениях этих пространств будет опускаться.

Через Sp(R, X), где p ∈ [1,∞), будет обозначаться пространство Степанова [1],

состоящее из функций x ∈ L1
loc(R, X), для которых конечна величина

‖x‖Sp = sup
s∈R




1∫

0

‖x(s + t)‖p
Xdt




1/p

, p ∈ [1,∞).

Пространства Степанова играют важную роль при изучении дифференциальных

уравнений в банаховом пространстве [2,3].
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Также рассматриваются подпространства Cb(R, X) и Cb,u(R, X) простран-

ства L∞(R, X) соответственно непрерывных ограниченных и равномерно непрерыв-

ных ограниченных на R функций с нормой ‖x‖∞ = sup
t∈R

‖x(t)‖X .

В Sp(R, X) определена и ограничена группа S(t), t ∈ R, операторов сдвигов

функций

(S(t)x)(s) = x(s + t), s, t ∈ R, x ∈ Sp(R, X).

Для любых функций f ∈ L1(R), x ∈ Sp(R, X) их свертка

(f ∗ x)(t) =

∫

R

f(τ)x(t − τ)dτ =

∫

R

f(τ)(S(−τ)x)(t)dτ, t ∈ R, (1)

принадлежит Sp(R, X). Через Sp
c (R, X) обозначим замкнутое подпространство из

Sp(R, X) вида {x ∈ Sp(R, X): функция t 7→ S(t)x : R → Sp(R, X) непрерывна}. Через

Sp
0(R, X) обозначим наименьшее замкнутое подпространство из Sp(R, X), содержа-

щее все функции ϕx, x ∈ Sp(R, X), ϕ ∈ Cb(R, X), supp ϕ — компакт.

Если X = C, то вместо Sp(R, X) будем писать просто Sp(R).

2. О ГАРМОНИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВЕКТОРОВ

Пусть X — комплексное банахово пространство и End X — банахова алгебра

линейных ограниченных операторов, действующих в X . Будем считать, что X явля-

ется невырожденным банаховым L1(R)-модулем [4, 5], структура которого ассоции-

рована с некоторым ограниченным изометрическим представлением T : R → End X .

Это означает, что выполняются два свойства следующего предположения:

Предположение 1. Для банахова L1(R)-модуля X выполняются следующие

условия:

1) из равенства fx = 0, справедливого для любой функции f ∈ L1(R), следу-

ет, что вектор x ∈ X — нулевой (свойство невырожденности банахова

модуля X );

2) для всех f ∈ L1(R), x ∈ X , t ∈ R, имеют место равенства (свой-

ство ассоциированности модульной структуры на X с представлением

T : R → End X ):

T (t)(fx) = (T (t)f)x = f(T (t)x).

Далее символом T (f) ∈ End X обозначается оператор свертки T (f)x = fx век-

тора x ∈ X с функцией f ∈ L1(R). Если T : R → End X — сильно непрерывное

ограниченное представление, то формула

T (f)x = fx =

∫

R

f(t)T (−t)xdt, f ∈ L1(R), x ∈ X , (2)

определяет на X структуру банахова L1(R)-модуля, удовлетворяющего условиям

предположения 2, причем эта модульная структура ассоциирована с представлени-

ем T [6].
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Замечание 1. С каждым невырожденным банаховым L1(R)-модулем X ассоци-

ировано единственное представление T : R → End X [2,4,6–9]. Чтобы это подчерк-

нуть, иногда используется обозначение (X , T ).

Определение 1. Вектор из банахова L1(R)-модуля X назовем T -непрерывным,

если функция ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, t ∈ R, непрерывна в нуле (и, значит,

непрерывна на R).

Совокупность всех T -непрерывных векторов из банахова L1(R)-модуля X обо-

значим через Xc. Непосредственно из последнего определения следует, что Xc —

замкнутый подмодуль из X , причем представление T на нем сильно непрерывно.

Пространства Sp(R, X) являются банаховыми L1(R)-модулями с модульной струк-

турой, определяемой равенствами (1), и эта структура ассоциирована с представле-

нием (группой сдвигов функций) S : R → End Sp(R, X). Далее через f̂ : R → C

обозначается преобразование Фурье

f̂(λ) =

∫

R

f(t)e−iλtdt, λ ∈ R, (3)

функции f ∈ L1(R).

Определение 2. Пусть ω > 0. Вектор x0 ∈ X назовем ω-периодическим (отно-

сительно представления T ), если T (ω)x0 = x0.

Множество ω-периодических векторов обозначим через Xω = Xω(T ). Оно обра-

зует замкнутое подпространство в X , инвариантное относительно операторов T (t),

t ∈ R.

Из равенств T (t+ω)x−T (t)x = T (t)(T (ω)x−x) = 0, t ∈ R, для любого x ∈ Xω сле-

дует, что функция ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, является непрерывной периодической

функцией. Рассмотрим ее ряд Фурье ϕx(t) ∼
∑
n∈Z

xnei 2πn
ω

t, где xn = 1
ω

ω∫
0

T (τ)xe−i 2πn
ω

τdτ ,

n ∈ Z.

Определение 3. Ряд

x ∼
∑

n∈Z

xn (4)

назовем рядом Фурье вектора x ∈ Xω, а векторы xn, n ∈ Z, — коэффициентами

Фурье вектора x.

Лемма 1. Для любой функции f ∈ L1(R) и x ∈ Xω вектор fx ∈ Xω и имеет

ряд Фурье вида fx ∼
∞∑

k=−∞

f̂
(

2πk
ω

)
xk.

Доказательство. Непосредственно из формулы (2) следует, что fx ∈ Xω. Далее

вектор fx обозначим через y. Для коэффициентов Фурье периодического вектора y
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справедлива формула yk = 1
ω

ω∫
0

T (τ)(fx)e−i 2πk
ω

τdτ . Используя формулы (2) и (3) и

меняя порядок интегрирования, получаем следующую цепочку равенств:

yk =
1

ω

ω∫

0

T (τ)




∫

R

f(s)T (−s)xds


 e−i 2πk

ω
τdτ =

=
1

ω

ω∫

0




∫

R

f(s)T (τ − s)xds


 e−i 2πk

ω
τdτ =

∫

R

f(s)


 1

ω

ω∫

0

T (τ − s)xe−i 2πk
ω

τdτ


 ds =

=

∫

R

f(s)


−ei 2πk

ω
s

ω

ω∫

0

T (t)xe−i 2πk
ω

tdt


 ds =

∫

R

f(s)xke
−i 2πk

ω
sds = f̂

(
2πk

ω

)
xk.

¤

Отметим работы [8, 9], в которых многие классические результаты теории ря-

дов Фурье для периодических функций обобщались на векторы из банаховых про-

странств, в которых действует однопараметрическая группа операторов. Подпро-

странство Xω периодических векторов и следующая лемма фактически рассматри-

вались в [10, теорема 16.7.2]. Из указанных источников следует

Лемма 2. Пусть x ∈ Xω. Тогда операторы

Pnx =
1

ω

ω∫

0

T (τ)xe−i 2πn
ω

τdτ, n ∈ Z,

являются проекторами, xn = Pnx, n ∈ Z, — коэффициенты Фурье вектора x,

T (t)Pn = ei 2πn
ω

tPn, t ∈ R, n ∈ Z, и ‖Pn‖ = 1, если Pn 6= 0.

Лемма 3. Для любого x ∈ Xω справедливо соотношение

lim
n→∞

‖xn‖ = 0,

где xn, n ∈ Z, — коэффициенты Фурье вектора x.

Доказательство. Возьмем произвольный вектор x из области определения D(A)

генератора A («infinitesimal generator» в [11]) полугруппы операторов T . Справедлива

следующая оценка:

‖xn‖ = ‖
1

ω

ω∫

0

T (τ)xe−i 2πn
ω

τdτ‖ = ‖
1

ω

ω∫

0

T (τ)Ax
1

−i2πn
ω

e−i 2πn
ω

τdτ‖ 6
‖Ax‖

|n|
, n ∈ Z\{0},

т. е. lim
n→∞

‖xn‖ = 0. Поскольку D(A) плотно в Xω, то свойство lim
n→∞

‖xn‖ = 0 верно

для любого x ∈ Xω. ¤

Определение 4. Функция ω(·, x) : R+ → R+, ω(δ, x) = sup|t|6δ ‖T (t)x − x‖, назы-

вается модулем непрерывности вектора x.
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Теорема 1. Для любого x ∈ Xω с рядом Фурье вида (4) справедливо равенство

lim
n→∞

‖x −

n∑

k=−n

(
1 −

|k|

n + 1

)
xk‖ = 0.

Доказательство. Возьмем произвольный периодический вектор x ∈ Xω. Рас-

смотрим функции fn ∈ L1(R) следующего вида:

fn(t) =
ω sin2 (n+1)πt

ω

4π4t2(n + 1)
, t ∈ R, n ∈ N.

Отметим, что преобразование Фурье данных функций имеет вид

f̂n(λ) =

{
1 − ω|λ|

2π(n+1)
, |λ| 6

2π(n+1)
ω

,

0, |λ| > 2π(n+1)
ω

, λ ∈ R, n ∈ N.

Тогда

f̂n

(
2πk

ω

)
=

{
1 − |k|

n+1
, |k| 6 n + 1,

0, |k| > n + 1, k ∈ Z, n ∈ N,

и из леммы 1 следует, что свертка функции fn с вектором x определяется равенством

fnx =
n∑

k=−n

(
1 −

|k|

n + 1

)
xk, n ∈ N.

Тогда имеет место оценка

∥∥∥∥∥x −

n∑

k=−n

(
1 −

|k|

n + 1

)
xk

∥∥∥∥∥ = ‖x − fnx‖ =

∥∥∥∥∥∥

∫

R

fn(τ)x dτ −

∫

R

fn(τ)T (−τ)x dτ

∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥

∫

R

fn(τ) (x − T (−τ)x) dτ

∥∥∥∥∥∥
6

∥∥∥∥∥∥∥

δn∫

−δn

fn(τ)ω(δn, x)dτ‖ + 2‖x‖‖

∫

R\(−δn,δn)

fn(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥
6

6 ω(δn, x)

δn∫

−δn

fn(τ)dτ + 2‖x‖

∫

R\(−δn,δn)

fn(τ) dτ 6

6 ω(δn, x)

∞∫

−∞

fn(τ) dτ +
ω‖x‖

2π4(n + 1)

∫

R\(−δn,δn)

sin2 (n+1)πτ
ω

τ 2
dτ 6

6 ω(δn, x) +
ω‖x‖

π4(n + 1)

∞∫

δn

dτ

τ 2
6 ω(δn, x) +

ω‖x‖

π4(n + 1)δn

→ 0, n → ∞,

для любой последовательности {δn}
∞
n=0, удовлетворяющей условиям lim

n→∞
δn = 0 и

lim
n→∞

(n + 1)δn = ∞. ¤
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3. МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ И ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИИ

ИЗ ПРОСТРАНСТВ СТЕПАНОВА

Определение 5. Функция x ∈ Sp
c (R, X) называется медленно меняющейся на

бесконечности, если (S(t)x − x) ∈ Sp
0(R, X) для любого t ∈ R.

Например, медленно меняющейся на бесконечности является функция x ∈

∈ Sp
c (R, X) вида x(t) = c + x0(t), t ∈ R, где c — вектор из банахова простран-

ства X и x0 — любая функция из Sp
0(R, X). В теории дифференциальных урав-

нений [12, п. 3.6.3] использовалось эквивалентное (если рассматривать функции

из Cb,u(R, X)) определение, при этом функции назывались стационарными на бес-

конечности. Медленно меняющиеся функции находят свое применение в теории

тригонометрических рядов [13], в теории вероятности [14], а также в теории целых

функций [15].

Определение 6. Функция x ∈ Sp
c (R, X) называется периодической на беско-

нечности периода ω > 0 (ω-периодической на бесконечности), если (S(ω)x − x) ∈

∈ Sp
0(R, X) или, что эквивалентно, lim

|t|→∞
‖x(t + ω) − x(t)‖X = 0.

Таким образом, каждая ω-периодическая на бесконечности функция x является

решением разностного уравнения вида x(t+ω)−x(t) = y(t), t ∈ R, где y ∈ Sp
0(R, X), а

каждая медленно меняющаяся на бесконечности функция является периодической на

бесконечности любого периода. В [16,17] получены аналоги теоремы Винера об абсо-

лютно сходящихся рядах Фурье для непрерывных периодических на бесконечности

функций с абсолютно сходящимися рядами Фурье и с рядами Фурье, суммируемыми

с весом. В работах [18,19] изучаются вопросы гармонического анализа непрерывных

периодических на бесконечности функций нескольких переменных. В [20] описан

спектр алгебры непрерывных периодических на бесконечности функций, определен-

ных на полуоси.

Множества медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций

из Sp
c (R, X) обозначим через Sp

sl,∞ = Sp
sl,∞(R, X) и Sp

ω,∞ = Sp
ω,∞(R, X) соответствен-

но. Отметим,что они оба образуют линейные замкнутые подпространства банахо-

ва пространства Sp
c (R, X). Таким образом, имеют место включения Sp

sl,∞(R, X) ⊂

⊂ Sp
ω,∞(R, X) ⊂ Sp

c (R, X), при этом все указанные пространства инвариантны отно-

сительно операторов S(t), t ∈ R. Символом Sp
ω(R, X) обозначим подпространство ба-

нахова пространства Sp
c (R, X), состоящее из ω-периодических функций, т. е. функций

x ∈ Sp
c (R, X), для которых выполнено условие S(ω)x = x. Примерами периодических

на бесконечности функций из Sp
c (R, X) являются:

1) предельно периодические функции, т. е. функции x : R → X, представимые в

виде x = y + y0, где y ∈ Sp
ω(R, X), y0 ∈ Sp

0(R, X);

2) функция x ∈ Sp
c (R, X) такая, что она совпадает с x ∈ Sp

ω(R, X) на R+ и

lim
t→−∞

‖x(t)‖X = 0;

3) любая функция из Sp
sl,∞(R, X);

4) любая функция x ∈ Sp
c (R, X), представимая в виде x =

n∑
k=−n

xk(t)e
i 2πk

ω
t, t ∈ R,
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n ∈ N, где xk ∈ Sp
sl,∞(R, X), k ∈ Z. Далее введем определение рядов Фурье функций

из Sp
ω,∞(R, X).

Определение 7. Каноническим рядом Фурье функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) будем

называть ряд вида ∑

n∈Z

xn(t)ei 2πn
ω

t, t ∈ R,

где функции xn : R → X, n ∈ Z, определяются формулами

xn(t) =
1

ω

ω∫

0

x(t + τ)e−i 2πn
ω

(t+τ)dτ, t ∈ R, n ∈ Z, (5)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x.

Ясно, что если x ∈ Cω(R, X), то xk(t) ≡ xk = 1
ω

ω∫
0

x(τ)e−i 2πk
ω

τdτ , t ∈ R, k ∈ Z, —

обычные коэффициенты Фурье непрерывной периодической функции x.

Определение 8. Обобщенным рядом Фурье функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) называется

любой ряд вида ∑

n∈Z

yn(t)ei 2πn
ω

t, t ∈ R, (6)

где yn, n ∈ Z, — такие функции из Sp(R, X), для которых yn − xn ∈ Sp
0(R, X), n ∈ Z,

а функции xn, n ∈ Z, определяются формулой (5).

Лемма 4. Канонические коэффициенты Фурье xn, n ∈ Z (определенные

формулой (5)) являются медленно меняющимися на бесконечности функциями

из Sp
c (R, X), т. е. xn ∈ Sp

sl,∞(R, X), n ∈ Z.

Утверждение леммы следует из равенств

xn(t + ω) − xn(t) =
1

ω

ω∫

0

(S(ω)x − x)(t + τ)e−i 2πn
ω

(t+τ) dτ, t ∈ R, n ∈ Z.

Непосредственно из определения 8 и леммы 4 следует, что коэффициенты любого

обобщенного ряда Фурье обладают свойством: yn ∈ Sp
sl,∞(R, X), n ∈ Z. Введем в

рассмотрение функции ek, k ∈ Z, вида ek(t) = ei 2πk
ω

t, t ∈ R. Основными результатами

данной статьи являются следующие две теоремы:

Теорема 2. Для любой функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) существует последователь-

ность функций (x0
n) из Sp

0(R, X) такая, что

lim
n→∞

‖x −

n∑

k=−n

(
1 −

|k|

n + 1

)
xkek + x0

n‖Sp = 0,

где xk, k ∈ Z, — канонические коэффициенты Фурье функции x.
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Теорема 3. Для любой функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) и для любого ε > 0 существу-

ет последовательность функций (x0
n) из Sp

0(R, X) и последовательность функ-

ций (yn) из Sp
sl,∞(R, X) такие, что

lim
n→∞

‖x −

n∑

k=−n

(
1 −

|k|

n + 1

)
ykek + x0

n‖Sp = 0.

При этом каждая из функций yk (k ∈ Z) эквивалентна функции xk, определяемой

формулой (5), и допускает продолжение на всю комплексную плоскость до целой

функции экспоненциального типа не выше ε.

Определение 9. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье (6) периодической

на бесконечности функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) сходится к x относительно подпро-

странства Sp
0(R, X), если существует последовательность функций (x0

n) из Sp
0(R, X)

такая, что lim
n→∞

∥∥∥∥x −
n∑

k=−n

ykek + x0
n

∥∥∥∥
Sp

= 0.

Важно отметить, что данное определение корректно, т. е. сходимость не зави-

сит от выбора обобщенного ряда Фурье функции x. Это объясняется тем, что

yn − xn ∈ Sp
0(R, X), где xn, n ∈ Z, — канонические коэффициенты Фурье функции x,

определяемые по формуле (5).

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Рассмотрим фактор-пространство X = Sp
c (R, X)/Sp

0(R, X), которое является ба-

наховым пространством с нормой ‖x̃‖ = inf
y∈x+Sp

0
(R,X)

‖y‖, где x̃ = x + Sp
0(R, X) —

класс эквивалентности, содержащий функцию x ∈ Sp
c (R, X). Отметим, что ба-

нахово пространство X становится банаховой алгеброй, если умножение вво-

дится следующим образом: x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈ X . В X действует сильно

непрерывная изометрическая группа операторов S̃ : R → End X , действую-

щая по правилу S̃(t)x̃ = S̃(t)x = S(t)x + Sp
0(R, X), x ∈ Sp

c (R, X), t ∈ R.

Фактор-пространство X наделяется структурой банахова L1(R)-модуля с помо-

щью формулы fx̃ =
∫
R

f(τ)S̃(−τ)x̃dτ, f ∈ L1(R), x̃ ∈ X . Подпространство

Xω,∞ = Sp
ω,∞(R, X)/Sp

0(R, X) является замкнутым подмодулем из L1(R)-модуля X .

Непосредственно из определения представления S̃ : R → End X следует, что

S̃(ω)x̃ = x̃, x̃ ∈ X . Таким образом, функция t 7→ S̃(t)x̃ : R → Xω,∞, x̃ ∈ Xω,∞,

является непрерывной ω-периодической функцией, т. е. она принадлежит банахову

пространству Cω(R, Xω,∞). Следовательно, имеет место

Теорема 4. Функция x ∈ Sp
c (R, X) является ω-периодической на бесконечности

тогда и только тогда, когда класс эквивалентности x̃ = x + Sp
0(R, X) является

ω-периодическим вектором относительно представления S̃ ∈ End X .

Доказательства теорем 2 и 3 следуют из теорем 4 и 1, где в качестве простран-

ства Xω взято пространство Sp
ω,∞(R, X)/Sp

0(R, X).
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We consider Stepanov spaces of functions defined on R with their values in a complex Banach space. We

introduce the notions of slowly varying and periodic at infinity functions from Stepanov space. The main results

of the article are concerned with harmonic analysis of periodic at infinity functions from Stepanov space. For

this class of functions we introduce the notion of a generalized Fourier series; the Fourier coefficients in this

case may not be constants, they are functions that are slowly varying at infinity. We prove analogs of the

classical results on Ćesaro summability. Basic results are derived with the use of isometric representations

theory.
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