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Пусть G –- группа Виленкина ограниченного типа. В данной работе получены необходи-
мые и достаточные условия равномерной Λ-суммируемости всех рядов Фурье f ∈ C(G)
и критерий Λ-суммируемости в L1(G) всех рядов Фурье f ∈ L1(G). Также получено
обобщение некоторых результатов Т. Квека и Л. Япа на случай общего модуля непрерыв-
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Пусть P = {pi}
∞

i=1 — последовательность натуральных чисел, та-
кая что 2 6 pi 6 N, i ∈ N. Пусть группа G(P) состоит из элементов
x̃ = (x1, x2, . . .), где xi ∈ Z(pi) = {0, 1, 2, . . . , pi − 1}, i ∈ N, и снаб-
жена операцией x̃ ⊕ ỹ = z̃, где z̃ = (z1, z2, . . .) ∈ G(P) и zi = xi + yi

(mod pi), i ∈ N. Аналогично вводится x̃⊖ ỹ. Пусть m0 = 1,mi = p1i,
при i ∈ N. Тогда каждое k ∈ Z+ единственным образом представимо
в виде

k =

∞∑

i=1

kimi−1, ki ∈ Z(pi). (1)

По k ∈ Z+ вида (1) и x̃ ∈ G(P) определим

χ̃k(x̃) = exp
(
2πi

( ∞∑

j=1

xjkj

pj

))
.

Система {χ̃k(x̃)}∞k=0
является ортонормированной и полной относи-

тельно меры Хаара на G(P)[1, гл. 3, §2] (последняя обозначается
через dx̃ и однозначно определяется равенством m(G) =

∫
G

1d x̃ = 1).
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Будем рассматривать пространство S(G) борелевских мер на G, пространство C(G) непре-
рывных функций на G и пространство B(G) ограниченных измеримых функций на G с нормой
‖f‖∞ = sup

x̃∈G
|f(x̃)|, а также пространства Lp(G) интегрируемых в p-й степени на G функций с нормой

‖f‖p =
(∫

G

|f(x̃)|pd x̃
)1/p

, 1 6 p < ∞.

Известно [2, гл.6, §7], что каждый линейный непрерывный функционал на C(K), где K — компакт,
имеет вид F (f) =

∫
K

fdµ, где µ — борелевская мера на K. Поэтому в пространстве S(G) введем норму

‖µ‖M = sup
{∣∣∣

∫

G

fdµ
∣∣∣ : f ∈ C(G), ‖f‖∞ 6 1

}
.

Для f ∈ L1(G) или µ ∈ S(G) можно определить коэффициенты Фурье формулами:

f̂(n) =

∫

G

f(x̃)χ̃n(x̃)d x̃, µ̂(n) =

∫

G

χ̃n(x̃)dµ(x̃), n ∈ Z+.

Частная сумма ряда Фурье функции f определяется равенством

Sn(f)(x̃) =

n−1∑

k=0

f̂(k)χ̃n(x̃), n ∈ N,

аналогично частная сумма определяется для µ. Для свёрток h1(x̃) = f ∗ g(x̃) =
∫
G

f(x̃ ⊖ t̃)g(t̃)d t̃ и

h2(x̃) = f ∗ µ(x̃) =
∫
G

f(x̃⊖ t̃)dµ(t̃), где f, g ∈ L1(G) справедливы равенства ĥ1(ũ) = f̂(ũ)ĝ(ũ), ĥ2(ũ) =

= f̂(ũ)µ̂(ũ). При этом, если f ∈ Lp(G), 1 6 p < ∞, то f ∗ g ∈ Lp(G) и f ∗ µ ∈ Lp(G) [3, гл. 1,
§ 1.3].

Пусть Gk = {x̃ ∈ G : x1 = x2 = . . . = xk = 0}. Тогда для f ∈ Lp(G), 1 6 p < ∞, или f ∈ C(G)

(при p = ∞) вводится дискретный модуль непрерывности:

ωk(f)p = sup{‖f(x̃ ⊖ h̃) − f(x̃)‖p : h̃ ∈ Gk}, k ∈ Z+,

и пространство Hω
p (G) = {f ∈ Lp(G) : ωk(f)p 6 Cωk, k ∈ Z+}, где последовательность ω = {ωk}

∞

k=0

положительна и убывает к нулю, а C зависит от f , но не от k.
Последовательность ω = {ωk}

∞

k=0
принадлежит классу Бари B, если для всех n ∈ Z+ имеет

место соотношение
∞∑

k=n

ωk = O(ωn). Далее будут использоваться ядра Дирихле D̃n(x̃) =
n−1∑
k=0

χ̃k(x̃) и

пространство UC(G) = {f ∈ C(G) : lim
n→∞

‖f − Sn(f)‖∞ = 0}.

Пусть A, B — два класса функций, заданных на G. Будем писать {λk}
∞

k=0
∈ (A,B), если из того,

что ряд
∞∑

k=0

akχ̃k(x̃) есть ряд Фурье (по системе {χ̃k(x̃}∞k=0
) функции или меры из A следует, что ряд

∞∑
k=0

λkakχ̃k(x̃) является рядом Фурье функции или меры из B.

Пусть {λkn}
∞

k,n=0
— бесконечная матрица. Если для каждого n ∈ Z+ ряд

∞∑
k=0

λknf̂(k)χ̃k(x̃) схо-

дится равномерно к функции gn(f)(x̃), а последовательность {gn(f)(x̃)}∞n=0, в свою очередь, сходится
равномерно к функции g(f)(x̃), то будем говорить, что ряд Фурье функции f(x̃) равномерно Λ-сум-

мируем к g(f)(x̃). Если же для каждого n ∈ Z+ ряд
∞∑

k=0

λkf̂(k)χ̃k(x̃) сходится равномерно к функ-

ции gn(f)(x̃), а последовательность {gn(f)(x̃)}∞n=0 сходится в L1(G) к функции g(f)(x̃), то ряд Фурье

функции f(x̃) Λ-суммируем в L1(G) к функции g(f)(x̃).
В данной работе получены критерии равномерной Λ-суммируемости для всех f ∈ C(G) и Λ-сум-

мируемости в L1(G) для всех f ∈ L1(G). В тригонометрическом случае такие критерии принадлежат
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соответственно Й. Карамате, М. Томичу [4] и Ф.И. Харшиладзе [5]. Некоторые близкие результаты
для мультипликативных систем на [0, 1) представлены в работе [6]. Кроме того, даны критерии

принадлежности последовательности {λk}
∞

k=0
классам

(
Hω

p ,Hω
∞

)
и

(
Hδ

1 ,Hω
p

)
. В случае δn = m−α

n ,

ωn = m−β
n подобные результаты можно найти в работе [7].

Лемма 1 [8, §1.5 и §10.5]. D̃mn
(x̃) = mn при x̃ ∈ Gn и D̃mn

(x̃) = 0 при x̃ ∈ G \ Gn, n ∈ Z+.

Для f ∈ Lp(G) или f ∈ C(G) (при p = ∞) справедливо неравенство А.В. Ефимова

1

2
ωn(f)p 6 ‖f − Smn

(f)‖p 6 ωn(f)p.

Лемма 2 [9]. Пусть для Λ = {λn}
∞

n=0 по определению Λn :=
n−1∑
k=0

λkχ̃k, n ∈ N. Тогда

1) включение {λk}
∞

k=0
∈ (C,UC) равносильно ограниченности ‖Λn‖1;

2) включение {λk}
∞

k=0
∈ (L1, UC) равносильно ограниченности ‖Λn‖∞.

Лемма 3 [10]. 1) ряд
∞∑

k=0

akχ̃k является рядом Фурье µ ∈ S(G) тогда и только тогда, когда

‖Smn
‖1 :=

∥∥∥
mn−1∑
k=0

akχ̃k

∥∥∥
1

ограничены;

2) ряд
∞∑

k=0

akχ̃k является рядом Фурье функции f ∈ B(G) тогда и только тогда, когда

‖Smn
‖∞ :=

∥∥∥
mn−1∑
k=0

akχ̃k

∥∥∥
∞

ограничены.

Теорема 1. Для того чтобы ряды Фурье всех функций f ∈ C(G) были равномерно Λ-суммиру-

емы, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1) предел lim
n→∞

λkn существует для всех k ∈ Z+;

2) при каждом n ∈ Z+ нормы ‖Λin‖1 :=
∥∥∥

i−1∑
j=0

λjnχ̃j(x̃)
∥∥∥

1

ограничены Mn, где Mn не зависит

от i;

3) существуют борелевские меры µn ∈ S(G), n ∈ Z+, такие, что µ̂n(i) = λin для всех i, n ∈ Z+

и ‖µn‖M = O(1).

Доказательство. Необходимость. Пусть ряды Фурье всех функций f ∈ C(G) равномерно Λ-сум-

мируемы. В частности, ряды
∞∑

k=0

λknf̂(k)χ̃k(x̃) при каждом n ∈ Z+ сходятся равномерно к gn(f).

Следовательно, по лемме 2 имеет место условие 2). Отсюда по лемме 3 получаем существование
мер µn, n ∈ Z+, для которых µ̂n(i) = λin при i ∈ Z+. Так как (f ∗ µn)̂(i) = f̂(i)µ̂n(i) при всех i ∈ Z+,
то по теореме единственности gn(f) = f ∗ µn.

Рассмотрим функционалы

ln(f) = f ∗ µn(0̃) =

∫

G

f(0̃ ⊖ t̃) dµ(t̃).

Так как lim
k→∞

‖Smk
(f) − f‖∞ = 0, то

∫

G

f(0̃ ⊖ t̃) dµ(t̃) = lim
k→∞

mk−1∑

i=0

λinf̂(i) =
∞∑

i=0

λinf̂(i).

Последний ряд по условию сходится к gn(f)(0). Также по условию {ln(f)}∞n=0 = {gn(0)}∞n=0 сходится
к g(f)(0) для всех f ∈ C(G). По теореме Банаха – Штейнгауза получаем, что ‖µn‖M = O(1).
Наконец, ln(χ̃i) = λin тоже сходятся по условию, откуда вытекает 1).

Достаточность. Пусть выполнены условия 1)–3). По лемме 2 для любой f ∈ C(G) ряд
∞∑

j=0

λjnf̂(j)χ̃j(x̃) сходится равномерно к некоторой gn(f) ∈ C(G). Поэтому ряд ln(f) =
∞∑

i=0

λinf̂(i)

сходится при всех f ∈ C(G) и n ∈ Z+. Но

ln(f) = lim
i→∞

∫

G

Λin(t̃)f(0̃ ⊖ t̃) dµ(t̃),
∣∣∣
∫

G

Λin(t̃)f(0̃ ⊖ t̃) dµ(t̃)
∣∣∣ 6 ‖Λin‖1 · ‖f‖∞ 6 Mn‖f‖∞.
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Поэтому ln(f) есть ограниченный функционал и ln(f) = f ∗ µn(0). В самом деле, для полиномов
по системе {χ̃k}

∞

k=0
последнее равенство верно и, учитывая их плотность в C(G), получим, что

ln(f) = f ∗ µn(0) для всех f ∈ C(G). Далее, в силу 1) последовательность {ln(f)}∞n=0 сходится
для всех f — полиномов по системе {χ̃k}

∞

k=0
, а благодаря условию 3) нормы ‖ln‖ ограничены. По

теореме 3 [11, гл. 7, §1] функционалы ln(f) сходятся для всех f ∈ C(G).
Пусть Tãf(t̃) = f(t̃ ⊖ ã), тогда ln(Tãf) =: gn(ã). Так как ‖Tãf − f‖∞ → 0 при ã → 0, то для

любого ε > 0 найдется k ∈ N, такое что для всех h̃ ∈ Gk верно ‖Th̃f − f‖∞ < ε. Группа G является
объединением различных смежных классов ãi ⊕ Gk, i = 0, 1, . . . ,mk − 1.

Пусть ã ∈ ãi ⊕ Gk, т. е. ã ⊖ ãi ∈ Gk. Тогда имеем

|ln(Tãf)− lm(Tãf)| 6 |ln(Tãf)− ln(Tãi
f)|+ |ln(Tãi

f)− lm(Tãi
f)|+ |lm(Tãi

f)− lm(Tãf)| = I1 + I2 + I3.

Так как ‖ln‖ = ‖µn‖M 6 M , то I1 + I3 6 2M‖Tãi
f − Tãf‖ < 2Mε. Если k фиксировано, то,

поскольку ln(Tãf) сходятся при любом ã ∈ G и f ∈ C(G), получаем: найдётся n0(ε), такое что для
всех n,m > n0 и всех i = 0, 1, . . . ,mk − 1 имеем |ln(Tãi

f) − lm(Tãi
f)| < ε. В итоге при n,m > n0

имеем |gn(ã) − gm(ã)| < (2M + 1)ε для всех ã ∈ Gk. Отсюда вытекает равномерная сходимость gn.
Теорема доказана.

Теорема 2. Для того, чтобы ряды Фурье всех функций f ∈ L1(G) были Λ-суммируемы в L1(G)

к f , необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1) для всех k ∈ Z+ верно lim
n→∞

λkn = 1;

2) при каждом n ∈ Z+ нормы ‖Λin‖∞ :=

∥∥∥∥∥
i−1∑
j=0

λjnχ̃j(x̃)

∥∥∥∥∥
∞

6 Mn, где Mn не зависит от i;

3) существуют Kn ∈ B(G), n ∈ Z+, такие что K̂n(i) = λin для всех i ∈ Z+ и нормы ‖Kn‖1

ограничены.

Доказательство. Необходимость. По условию ряды
∞∑

i=0

λinf̂(i)χ̃i сходятся равномерно к функ-

ции gn(f) ∈ C(G) и по лемме 2 условие 2) выполнено, откуда по лемме 3 следует существование
Kn ∈ B(G) со свойством K̂n(i) = λin, i ∈ Z+.

Так как (f ∗ Kn)̂(i) = f̂(i)K̂n(i), то gn(f) = f ∗ Kn. Далее, по условию gn(χ̃i) = χ̃i ∗ Kn = λinχ̃i

сходятся к χ̃i в L1(G) при n → ∞, откуда вытекает условие 1). Аналогично из того, что
lim

n→∞

‖gn(f) − f‖1 = 0 для любой f ∈ L1(G) по теореме Банаха – Штейнгауза следует, что

‖gn‖L1→L1 = ‖Kn‖1 ограничены, т. е. 3) имеет место.

Достаточность. Пусть выполнены условия 1)–3) и f ∈ L1(G). Тогда по лемме 2 ряд
∞∑

i=0

λinf̂(i)χ̃i

сходится равномерно к некоторой функции gn(f) ∈ C(G). Ясно, что gn(f) = f ∗ Kn. Из условия 1)
следует, что gn(χ̃i) = Kn ∗ χ̃i = λinχ̃i сходятся к χ̃i в L1(G) и то же верно для любого полинома по
системе {χ̃i}

∞

i=0. Поскольку ‖gn‖L1→L1 = ‖Kn‖1 6 M , то по теореме 3 [11, гл. 7, §1] получаем, что
gn(f) сходятся к f в L1(G). Теорема доказана.

В оставшейся части работы полагаем, что ω = {ωk}
∞

k=0
и δ = {δk}

∞

k=0
— убывающие к нулю

положительные последовательности, такие что γ = {γk}
∞

k=0
, где γk = ωk/δk, тоже убывает к нулю.

Далее, пусть 1/p + 1/q = 1, т. е. при p = 1 верно q = ∞, и наоборот.
Лемма 4. Пусть последовательности ω и δ положительны и убывают к нулю. Если последо-

вательность γ тоже убывает к нулю и ω ∈ B, то γ ∈ B.

Доказательство. По условию

∞∑

k=n

γk =
∞∑

k=n

ωk

δk
6

∞∑

k=n

ωk

δn
6 C1

ωn

δn
= C1γn,

так как ω ∈ B. Лемма доказана.
Теорема 3. Пусть 1 6 p 6 ∞, ω ∈ B. Тогда последовательность {λk}

∞

k=0
принадлежит

классу (Hδ
p ,Hω

∞
) тогда и только тогда, когда ряд

∞∑
k=0

λkχ̃k является рядом Фурье функции

f ∈ Hγ
q .

6 Научный отдел



Н.Ю. Агафонова. Λ-суммируемость и мультипликаторы классов Гёльдера рядов Фурье

Доказательство. Для f ∈ Lp(G), g ∈ Lq(G) справедливо неравенство

‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖p · ‖g‖q,

причем f ∗ g ∈ C(G). Используя равенство

f ∗ g ∗ Dmn+1
− f ∗ g ∗ Dmn

= (f ∗ Dmn+1
− f ∗ Dmn

) ∗ (g ∗ Dmn+1
− g ∗ Dmn

),

для f ∈ Hδ
p , g ∈ Hγ

q получаем в силу леммы 1

‖Smn+1
(f ∗ g) − Smn

(f ∗ g)‖∞ 6 ‖Smn+1
(f) − Smn

(f)‖p · ‖Smn+1
(g) − Smn

(g)‖q 6

6 2ωn(f)p · 2ωn(g)q 6 C1δnγn = C1ωn.

Используя условие ω ∈ B, находим, что

‖f ∗ g − Smn
(f ∗ g)‖∞ 6

∞∑

k=n

‖Smk+1
(f ∗ g) − Smk

(f ∗ g)‖∞ 6 C1

∞∑

k=n

ωk 6 C2ωn,

откуда по лемме 1 f ∗ g ∈ Hω
∞
.

Пусть теперь {λk}
∞

k=0
∈ (Hδ

p ,Hω
∞

). Сопоставим {λk}
∞

k=0
оператор Tλ, отображающий f ∈ Hδ

p

в fλ ∈ Hω
∞

с рядом Фурье
∞∑

k=0

λkf̂(k)χ̃k . Легко видеть, что Tλ(f ∗h) = Tλf ∗h при f ∈ Hδ
p , h ∈ L1(G).

Известно, что относительно нормы

‖f‖p,δ = ‖f‖p + sup
k∈Z+

ωk(f)p/δk

пространство Hδ
p является банаховым. Из того, что Tλ действует из Hδ

p в Hω
∞

следует, что он огра-
ничен [12, гл. 6, лемма 6.5.2]. Значит, для любой f ∈ Hδ

p имеем по лемме 1

‖f ∗ TλDmn+1
− f ∗ TλDmn

‖∞ = ‖Tλf ∗ Dmn+1
− Tλf ∗ Dmn

‖∞ 6 2ωn(Tλf)∞ 6

6 2ωn‖Tλf‖Hω,∞ 6 2ωn‖Tλ‖Hδ
p→H∞

ω
· ‖f‖p,δ = C3(λ)ωn

(
‖f‖p + sup

k∈Z+

ωk(f)p/δk

)
. (2)

Рассмотрим TλDmn
=

mn−1∑
k=0

λkχ̃k = Λmn
. Пусть Pmn

= {f ∈ L1(G) : f̂(i) = 0 при i > mn}, а

P =
∞⋃

n=1

Pmn
. Тогда в силу плотности P в Lp(G), 1 6 p < ∞, и в C(G) находим, что

‖Λmn
− Λmn+1

‖q = sup
{∣∣∣

∫

G

(Λmn+1
− Λmn

)(x̃)h(0̃ ⊖ x̃) dx̃
∣∣∣ : h ∈ P, ‖h‖p 6 1

}
6

6 sup
{
‖(Λmn+1

− Λmn
) ∗ h‖∞ : h ∈ P, ‖h‖p 6 1

}
=

= sup
{
‖(Λmn+1

− Λmn
) ∗ h‖∞ : h ∈ Pmn+1

, ‖h‖p 6 1
}

.

Применяя оценку (2) при f = h ∈ Pmn+1
и используя постоянство h на смежных классах a⊕Gn+1,

получаем

‖Λmn+1
− Λmn

‖q 6 C3(λ)ωn sup
{
‖h‖p + max

06k6n
ωk(h)p/δk : h ∈ Pmn+1

, ‖h‖p 6 1
}

6

6 C3(λ)ωn(1 + 2/δn) 6 C4(λ, δ)ωn/δn = C4γn. (3)

Благодаря лемме 4 и (3) при k > n имеем

‖Λmk
− Λmn

‖q 6 C5γn, (4)

Математика 7
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т. е. {Λmn
}∞n=0 фундаментальна в Lq(G) и, как следствие, Λmn

сходятся в Lq(G) к некоторой функ-
ции g. При этом (Λmn

)̂ (j) = λj при mn > j, откуда следует, что ĝ(j) = λj и в силу теоремы
единственности Tλf = f ∗ g. Переходя в (4) к пределу при k → ∞ получаем, что

‖g − Smn
(g)‖q = ‖g − Λmn

‖q 6 C5γn,

откуда g ∈ Hγ
q и теорема доказана.

Получим двойственный результат.
Теорема 4. Пусть 1 6 p 6 ∞, ω ∈ B. Тогда последовательность {λk}

∞

k=0
принадлежит

(Hδ
1 ,Hω

p ) тогда и только тогда, когда ряд
∞∑

k=0

λkχ̃k является рядом Фурье функции f ∈ Hγ
q .

Доказательство. Пусть f ∈ Hδ
1 , g ∈ Hγ

p . Тогда аналогично доказательству теоремы 3 имеем:

‖Smn+1(f ∗ g) − Smn
(f ∗ g)‖p 6 ‖Smn+1(f) − Smn

(f)‖1 · ‖Smn+1(g) − Smn
(g)‖p 6 C1δnγn = C1ωn.

В силу условия ω ∈ B получаем f ∗ g ∈ Hω
p . Если же {λk}

∞

k=0
∈ (Hδ

1 ,Hω
p ), то снова рассмотрим

оператор Tλ, который ограничен из Hδ
1 в Hω

p . Тогда в силу леммы 1

sup
n∈Z+

‖Tλf ∗ Dmn+1 − Tλf ∗ Dmn
‖pω

−1
n 6 2‖Tλ‖Hδ

1
→Hω

p

(
‖f‖1 + sup

k∈Z+

ωk(f)1/δk

)
. (5)

В частности, в левую часть можно подставить ‖f ∗ TλDmn+1 − f ∗ TλDmn
‖p.

Пусть f ∈ DmN+1
, n = N . Тогда TλDmn

= Λmn
. Ранее было отмечено, что ωk(DmN+1

)1 = 0 при
k > N + 1. Поэтому из (5) следует, что

ω−1

N ‖ΛmN+1
− ΛmN

‖p 6 2‖Tλ‖
(
‖DmN+1

‖1 + sup
06k6N

ωk(DmN+1
)1

δk

)
,

откуда ‖ΛmN+1
− ΛmN

‖p 6 C2ωN (1 + 2/δN ) 6 C3(λ, δ)γN .

Отсюда аналогично доказательству теоремы 3 с использованием леммы 4 получаем фундамен-
тальность {Λmn

}∞n=0 в Lp(G), сходимость Λmn
к g в Lp(G) и то, что g ∈ Hγ

p . Теорема доказана.

Автор выражает глубокую благодарность С.С. Волосивцу за внимание к работе и обсуждение

результатов.
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