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В данной работе к теории динамических уравнений на временных шкалах применяется
метод дифференциала Стилтьеса, предложенный Ю.В. Покорным. Оказалось возмож-
ным поставить эту теорию на серьезную математическую основу.
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В работе метод дифференциала Стилтьеса, предложенный

Ю.В. Покорным [1], распространяется на так называемые динами-

ческие уравнения вида

(p(t)x△(t))△ + q(t)x(σ(t)) = 0, (1)

где △-производная означает

x△(t0) = lim
s→t0

x(σ(t0)) − x(s)

σ(t0) − s
,

а через σ(t) обозначено: σ(t) := inf{s ∈ T : s > t}.

Теория уравнений (1) на протяжении нескольких десятилетий

является предметом бурного внимания англоязычных авторов [2–7].

В этой теории под временной шкалой T понимается произвольное

замкнутое множество из R, так что аргументы решения уравнения

(1) принадлежат заведомо несвязному множеству. Если T связно, то

уравнение (1) совпадает с обычным:

(px′)′(t) + q(t)x(t) = 0. (2)

В связи с разрывностью аргумента у решения уравнения (1)

Ю.В. Покорным была высказана гипотеза о возможности погруже-

ния этой науки, развитой в работах [2–7] (мы эту науку называем

[ДУВШ] — аббревиатура динамических уравнений на временных

шкалах), в систему стандартных представлений и методов современ-
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ного анализа. Существующие здесь препятствия — это очевидная аномалия уравнения (1) (помимо

разрывности области определения) — необычность определения производной и присутствие в уравне-

нии (1) эффекта опережения, так как аргумент решения во втором слагаемом имеет вид σ(t), причем

если σ(t) не совпадает с t, то наверняка σ(t) превосходит t.

Дифференциал Стилтьеса, введенный в [1], облегчает описание и изучение дифференциальных

уравнений вида (2) с существенными особенностями в коэффициентах, когда, например, q(t) мо-

жет содержать компоненты типа δ-функций и когда, строго говоря, при отсутствии особенностей на

концах, уравнение (2) допускает запись в виде

(p(t)
d

dt
x(t))′ + Q′(t)x(t) = 0,

где d
dt

— обычная производная, а штрихи являются символами обобщенных производных. При этом

Q(t) — функция ограниченной вариации. Последнее уравнение с помощью дифференциала Стилтьеса

допускает перезапись в виде

D(p(t)
d

dt
x(t)) + x(t)DQ(t) = 0,

что оказывается адекватным следующему интегродифференциальному уравнению, имеющему приро-

ду, аналогичную обыкновенному дифференциальному уравнению:

(pu′)(x) − (pu′)(0) +

x∫

0

udQ =

x∫

0

dF. (3)

Оказывается верна следующая теорема 1.

Теорема 1. Пусть для уравнения (1) выполняются допустимые условия [ДУВШ]. Тогда су-

ществуют функции P (t) и Q(t) с ограниченным изменением на R и такие, что каждому из

допустимых решений x(t) уравнения (1) соответствует определенное и непрерывное на всей оси

R = (−∞,∞) решение x̂(t) уравнения

[Px′]βα +

β∫

α

x(t)dQ(t) = 0, (4)

совпадающее с x(t) на шкале T.

В приведенной формулировке допустимыми условиями на коэффициенты из [ДУВШ] мы называем

типичные для этой теории предположения о непрерывности p(t), q(t). О необходимости наличия у p(t)

каких-либо производных в [ДУВШ] не упоминается. Далее, в [ДУВШ] не обсуждается и вопрос о

существовании решения. Просто предполагается, что рассматриваемые решения имеют непрерывные

как первую, так и вторую производные.

Дополнение W шкалы T до R является открытым множеством и потому является объединением

непересекающихся интервалов (α, β). Каждый из таких интервалов (α, β) мы называем для удобства

дыркой в T. Множество левых краев дырок обозначим через N .

Лемма 1. Для того чтобы интервал (α, β) был дыркой в T, необходимо и достаточно, чтобы

β = σ(α).

Сформулированная теорема 1 означает, что уравнение (1) может иметь разумное с точки зрения

обычного дифференцирования решение, допускающее непрерывное расширение на всю ось. При этом

коэффициенты P (t) и Q(t) могут быть всего лишь суммируемыми. Соответствующее расширяющее

уравнение (4) соотносится с уравнением (1) с помощью равенства вида

Q(t) =

t∫

α

q0ds +
∑

τ∈N,τ≤t

q(τ)θ(t − σ(τ)), (5)

где q0 = q(t) при t = σ(t) и q0 ≡ 0 на W, θ(t) — функция Хевисайда.

Последнее представление показывает, что исходное в [ДУВШ] уравнение (1) не явно содержит

сингулярные особенности (как δ-функции в коэффициенте q уравнения (2)). Эти особенности, порож-
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денные левыми краями дырок, в теории [ДУВШ] оказываются незамеченными. Кроме того, поня-

тийная среда, создаваемая в [ДУВШ] для преодоления нестандартности этой теории, приводит к

невообразимо сложной технологии анализа, позволяющей добиться некоторых асимптотических при-

ближений решений (при t → ∞).

Основой доказательства теоремы 1 является расширение пространства допустимых решений. На

временную шкалу за счет компактности каждого ее ограниченного множества легко переносятся

основные факты теории непрерывных на отрезке функций. Следуя классическим идеям, мы через

Varx(t) на промежутке [α, β] обозначаем sup
n∑

k=1

|xk+1(t) − xk(t)|, где супремум берется по всем

«разбиениям» t1 < t2 < ... < tn из [α, β]
⋂

T. Мы рассматриваем функции, каждая из которых имеет

локально ограниченную вариацию, т.е. ограниченную на каждом ограниченном сегменте [α, β] ⊂ T.

Для таких функций справедлив аналог теоремы Жордана, а именно

Лемма 2. Для любой функции x(t) с локально ограниченной на T вариацией существуют

неубывающие функции u(t) и v(t), для которых (локально на T) x(t) = u(t) − v(t) (локально).

Обозначим через AC множество функций, абсолютно непрерывных на T, и через EAC - множество

функций, у каждой из которых обычная первая производная имеет ограниченную вариацию на T.

Доказательство теоремы 1 основано на расширении пространства EAC до множества функций E
0
T
,

сужение каждой из которых на T принадлежит EAC, а на каждой из дырок эти функции линейны.

Соответствующее расширение x(t) из EAC в E
0
T
мы обозначаем через x̂.

Лемма 3. Для того чтобы определенная на T функция x(t) с абсолютно непрерывной произ-

водной принадлежала EAC, необходимо и достаточно, чтобы ее соответствующее линейчатое

продолжение x̂(t) было абсолютно непрерывным и его обычная вторая производная имела ло-

кально ограниченную вариацию на T.

Мы не останавливаемся на доказательствах приведенных лемм, поскольку они проводятся совер-

шенно стандартными методами, хотя и не совсем в стандартных ситуациях. Эти леммы позволяют

установить следующий результат, усиливающий теорему 1:

Теорема 2. Если P и Q имеют ограниченные вариации, то в пространстве E
0
T
существует

решение задачи (4), которое на T совпадает с обобщенным решением уравнения (1).

Здесь мы под обобщенным решением уравнения (1) понимаем функцию x(t). (px△)△ в каждом

левом краю дырки оказывается второй правой обычной производной, и при этом при t = α − 0

(α — левый край) (1) адекватно обыкновенному уравнению вида (2).
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