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Статья посвящена исследованию четырехэлементной краевой
задачи типа Карлемана для кусочно-бианалитических функций
с линией скачков L = {t : |t| = 1}. Получен конструктив-
ный метод решения рассматриваемой задачи в так называе-
мом невырожденном случае. Установлено, что решение иссле-
дуемой задачи сводится к решению двух обобщенных и двух
обычных скалярных задач Римана для кусочно-аналитических
функций с линией скачков L.

Ключевые слова: четырехэлементная краевая задача типа
Карлемана, кусочно-бианалитические функции, линия скачков,
скалярная задача Римана для кусочно-аналитических функций.

About the Solution of Nondegenerate Four-Element Boundary
Value Problem of Karleman Type for Bianalytical Functions in
Circle

N.N. Bogdanova, K.M. Rasulov∗

Smolensk State Universyty
Chair of Algebra and Geometry,
∗Chair of Mathematical Analysis
Е-mail: icspgu@sci.smolensk.ru
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть T+ — конечная односвязная область на расширенной плоскости комплексного переменного

z = x + iy, ограниченная простым гладким замкнутым контуром L, а T− = C \ (T+ ∪ L). Для

определенности будем предполагать, что начало координат принадлежит области T+. Далее будем

пользоваться в основном терминами и обозначениями, принятыми в монографиях [1, 2]. Рассмотрим

следующую краевую задачу.

Требуется найти все кусочно-бианалитические функции F (z) = {F+(z), F−(z)} класса

A2(T
±) ∩ H(2)(L), исчезающие на бесконечности и удовлетворяющие на контуре L следующим

условиям:

A11(t)
∂F+(t)

∂x
+ A12(t)

∂F+[α(t)]

∂x
= G11(t)

∂F−(t)

∂x
+ G12(t)

∂F−[α(t)]

∂x
+ g1(t), (1)

A21(t)
∂F+(t)

∂y
− A22(t)

∂F+[α(t)]

∂y
= G21(t)

∂F−(t)

∂y
− G22(t)

∂F−[α (t)]

∂y
− ig2(t), (2)

где Akj(t), Gkj(t), gj(t) (k = 1, 2; j = 1, 2) — заданные на L комплекснозначные функции

класса H(L) (Гельдера), i — мнимая единица, α(t) — прямой или обратный сдвиг контура L,

удовлетворяющий условию Карлемана

α [α(t)] = t, (3)

причем α′(t) ∈ H(L).

В формуле (2) множитель (−1) перед A22(t) и G22(t), а также множитель (−i) перед g2(t) введёны

для удобства в дальнейших обозначениях.

Сформулированную задачу будем называть первой основной четырехэлементной краевой зада-

чей типа Карлемана в классах бианалитических функций, или, короче, — задачей K41, а соответ-

ствующую однородную задачу (g1(t) ≡ g2(t) ≡ 0) — задачей K0
41.
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Сразу отметим, что в частном случае, когда A12(t) ≡ A22(t) ≡ G12(t) ≡ G22(t) ≡ 0,

A11(t) ≡ A21(t) ≡ 1, используя оператор сопряжения, задача K41 элементарно сводится к основной

(двухэлементной) краевой задаче типа Римана для бианалитических функций, сформулированной

Ф.Д. Гаховым в его известной монографии [1, c. 319].

Если же, например, на контуре L выполняются условия A11(t) ≡ A21(t) ≡ G12(t) ≡ G22(t) ≡ 0,

A12(t) ≡ A22(t) ≡ 1, то задача K41 представляет собой основную (двухэлементную) краевую за-

дачу типа Газемана для бианалитических функций. Двухэлементные задачи типа задачи Римана и

типа задачи Газемана для бианалитических функций в случае произвольных конечносвязных обла-

стей с гладкими границами подробно исследованы в работах К.М. Расулова (см., например, моно-

графию [2] и имеющуюся там библиографию). В работах [3, 4] задача K41 изучалась при условии

A11(t) ≡ A21(t) ≡ 0, A12(t) ≡ A22(t) ≡ 1 и α(t) ≡ t.

Следует отметить также, что в частном случае, когда α(t) ≡ t, задача K41 была исследована в

работах Ю.A. Медведева [5, 6].

Здесь задача K41 исследуется в указанной выше постановке в случае, когда контур L — есть

единичная окружность: L = { t : | t | = 1}, а T+ = { z : | z | < 1}. Кроме того, в дальнейшем без огра-

ничения общности будем считать, что выполняется следующее начальное условие:

F+(0) = 0. (4)

2. О СВЕДЕНИИ ЗАДАЧИ K41 К ДВУМ ТРЕХЭЛЕМЕНТНЫМ ВЕКТОРНО-МАТРИЧНЫМ ЗАДАЧАМ РИМАНА
ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Первым важным шагом при исследовании задачи K41 является доказательство следующего утвер-

ждения.

Теорема 2.1. Если на контуре L = { t : | t | = 1} выполняются условия

δk(t) = Ak1(t)Gk1[α(t)] − Ak2[α(t)]Gk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2, (5)

то решение задачи K41 сводится к решению следующих двух векторно-матричных задач типа

Римана относительно кусочно-аналитических вектор-функций:

ψ+
k (t) = Wk1(t)ψ

−
k (t) + Wk2(t)ψ

−
k [α(t)] + Qk(t), t ∈ L, k = 1, 2, (6)

где

ψ±
k (z) =

(

ψ±
k1(z)

ψ±
k2(z)

)

, ψ±
k1(z) = Φ±

k (z), ψ±
k2(z) =

1

z
Φ∓

k

(

1

z

)

, z ∈ T±, (7)

Φ±
k (z) = z

dϕ±
0 (z)

dz
+

dϕ±
1 (z)

dz
+ (−1)k−1zϕ±

1 (z), z ∈ T±, (8)

Wk1(t) =

(

∆k1(t)
δk(t) 0

0 Vk2[α(t)]
δk[α(t)]

)

, Wk2(t) =

(

0 t[α(t)]2∆k2(t)
δk(t)

Vk1[α(t)]
t2[α(t)]δk[α(t)] 0

)

, Qk(t) =

(

t·Qk1(t)
δk(t)

Qk2[α(t)]
t2δk[α(t)]

)

,

∆k1(t) = Gk1[α(t)]Gk1(t) − Gk2(t)Gk2[α(t)], ∆k2(t) = Ak1[α(t)]Gk2(t) − Ak2(t)Gk1[α(t)],

Vk1(t) = Ak2[α(t)]Gk1(t) − Ak1(t)Gk2[α(t)], Vk2(t) = Ak1[α(t)]Ak1(t) − Ak2(t)Ak2[α(t)],

Qk1(t) = Gk1[α(t)]gk(t) − Gk2(t)gk[α(t)], Qk2(t) = Ak2[α(t)]gk(t) − Ak1(t)gk[α(t)].

(9)

Доказательство. Как известно (см., например, [1, 2, 7]), всякую исчезающую на бесконечности

кусочно-бианалитическую функцию F (z) с линией скачков L можно представить в виде

F (z) =

{

F+(z) = ϕ+
0 (z) + zϕ+

1 (z), z ∈ T+,

F−(z) = ϕ−
0 (z) + zϕ−

1 (z), z ∈ T−,
(10)

где ϕ+
k (z), ϕ−

k (z) — аналитические функции соответственно в T+ и T−, для которых выполняются

условия:
∏

{ϕ−
k ,∞} ≥ 1 + k, k = 0, 1; здесь

∏

{ϕ−
k ,∞} — обозначение порядка функции ϕ−

k (z) в

точке z = ∞.

Математика 7



Известия Саратовского университета. 2009. Т.9. Сер. Математика. Механика. Информатика, вып.2

С учетом представления искомой кусочно-бианалитической функции в виде (10) и в силу извест-

ных соотношений
∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z
,

∂

∂y
= i

(

∂

∂z
−

∂

∂z

)

краевые условия (1) и (2) перепишем в следующем виде:

A11(t)

(

dϕ+
0 (t)

dt
+ t

dϕ+
1 (t)

dt
+ ϕ+

1 (t)

)

+ A12(t)

(

dϕ+
0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
+ ϕ+

1 [α(t)]

)

=

= G11(t)

(

dϕ−
0 (t)

dt
+ t

dϕ−
1 (t)

dt
+ ϕ−

1 (t)

)

+G12(t)

(

dϕ+
0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
+ ϕ+

1 [α(t)]

)

+g1(t), (11)

A21(t)

(

dϕ+
0 (t)

dt
+ t

dϕ+
1 (t)

dt
− ϕ+

1 (t)

)

+ A22(t)

(

dϕ+
0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
− ϕ+

1 [α(t)]

)

=

= G21(t)

(

dϕ−
0 (t)

dt
+ t

dϕ−
1 (t)

dt
− ϕ−

1 (t)

)

+G22(t)

(

dϕ+
0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
− ϕ+

1 [α(t)]

)

+g2(t). (12)

Поскольку во всех точках окружности L = {t : |t| = 1} выполняется равенство t · t = 1, то,

используя функции Φ+
k (z) и Φ−

k (z), задаваемые формулами (8), краевые условия (11) и (12), в свою

очередь, можно записать так:

tAk1(t)Φ
+
k (t) + [α(t)]−1Ak2(t)Φ

+
k [α(t)] = tGk1(t)Φ

−
k (t) + [α(t)]−1Gk2(t)Φ

−
k [α(t)] + gk(t), k = 1, 2. (13)

Из равенств (13), переходя к комплексно-сопряженным значениям функций, получим

t−1Ak1(t)Φ
+
k (t) + [α(t)]2Ak2(t) · α(t)Φ+

k [α(t)] =

= t−1Gk1(t)Φ
−
k (t) + [α(t)]2Gk2(t) · α(t)Φ−

k [α(t)] + gk(t), k = 1, 2. (14)

Подставив всюду в соотношения (13) вместо t выражение α(t) (с учетом условия Карлемана (3)),

будем иметь:

α2(t)Ak1[α(t)]α(t)Φ+
k [α(t)] + t−1Ak2[α(t)]Φ+

k (t) =

= α2(t)Gk1[α(t)]α(t)Φ−
k [α(t)] + t−1Gk2[α(t)]Φ−

k (t) + gk[α(t)], k = 1, 2. (15)

Далее, с помощью формул (7) введем в рассмотрение аналитические функции ψ+
k1(z), ψ+

k2(z) и

ψ−
k1(z), ψ−

k2(z) (k = 1, 2) соответственно в T+ и T−.

Важно заметить, что в силу формул (7) предельные значения функций ψ±
k1(z), ψ±

k2(z) должны

удовлетворять условиям «симметрии»:

ψ±
k1(t) = Φ±

k (t), ψ±
k2(t) = tΦ∓

k (t), ψ±
k2[α(t)] = α(t)Φ∓

k [α(t)], t ∈ L, k = 1, 2. (16)

С учетом формул (16), равенства (14) и (15) запишем в виде следующей системы (при каждом

фиксированном значении k):


























t−1Ak1(t)ψ
+
k1(t) + [α(t)]2Ak2(t)ψ

−
k2[α(t)] =

= t−1Gk1(t)ψ
−
k1(t) + [α(t)]2Gk2(t)ψ

+
k2[α(t)] + gk(t),

[α(t)]2Ak1[α(t)]ψ−
k2[α(t)] + t−1Ak2[α(t)]ψ+

k1(t) =

= [α(t)]2Gk1[α(t)]ψ+
k2[α(t)] + t−1Gk2[α(t)]ψ−

k1(t) + gk[α(t)],

k = 1, 2. (17)

Выразив из первого уравнения системы (17) функцию ψ+
k1(t), а из второго уравнения этой системы

— функцию ψ+
k2[α(t)], будем иметь:



















ψ+
k1(t) =

∆k1(t)

δk(t)
ψ−

k1(t) +
t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
tQk1(t)

δk(t)
,

ψ+
k2[α(t)] =

Vk1(t)

t[α(t)]2δk(t)
ψ−

k1(t) +
Vk2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
Qk2(t)

[α(t)]2δk(t)
,

k = 1, 2. (18)
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Наконец, заменив во втором уравнении системы (18) t на α(t), с учетом условия Карлемана (3)

окончательно получим



















ψ+
k1(t) =

∆k1(t)

δk(t)
ψ−

k1(t) +
t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
tQk1(t)

δk(t)
,

ψ+
k2(t) =

Vk1[α(t)]

t2[α(t)]δk[α(t)]
ψ−

k1[α(t)] +
Vk2[α(t)]

δk[α(t)]
ψ−

k2(t) +
Qk2[α(t)]

t2δk[α(t)]
,

k = 1, 2. (19)

Но система (19) есть «развернутая» форма записи краевого условия (6).

Таким образом, установлено, что при выполнении условий (5) решение исходной задачи K41 дей-

ствительно можно свести к решению двух трехэлементных векторно-матричных задач Римана вида

(6) относительно кусочно-аналитических вектор-функций.

Для завершения доказательства осталось показать, как после решения двух векторно-матричных

задач Римана вида (6) можно восстановить искомые кусочно-бианалитические функции F+(z) и

F−(z).

Для этого сначала находим функции Φ±
k (z) :

Φ±
k (z) = ψ±

k1(z), k = 1, 2,

где ψ±
k (z) =

(

ψ±
k1(z)

ψ±
k2(z)

)

— решение задачи Римана (6) (при фиксированном значении параметра k).

Затем определяем аналитические компоненты ϕ+
k (z), ϕ−

k (z) (k = 0, 1) искомых кусочно-

бианалитических функций из следующих двух систем, которые должны выполняться в силу обо-

значений (8):














z
dϕ+

0 (z)

dz
+

dϕ+
1 (z)

dz
+ zϕ+

1 (z) = Φ+
1 (z), z ∈ T+,

z
dϕ+

0 (z)

dz
+

dϕ+
1 (z)

dz
− zϕ+

1 (z) = Φ+
2 (z), z ∈ T+,

(20)















z
dϕ−

0 (z)

dz
+

dϕ−
1 (z)

dz
+ zϕ−

1 (z) = Φ−
1 (z), z ∈ T−,

z
dϕ−

0 (z)

dz
+

dϕ−
1 (z)

dz
− zϕ−

1 (z) = Φ−
2 (z), z ∈ T−.

(21)

Из формул (20) и (21) видно, что функции Φ+
1 (z) и Φ+

2 (z) в точке z = 0 должны удовлетворять

следующему условию:

Φ+
1 (0) = Φ+

2 (0) =
dϕ+

1 (0)

dz
. (22)

Решив систему (20) относительно ϕ+
0 (z) и ϕ+

1 (z), а систему (21) — относительно ϕ−
0 (z) и ϕ−

1 (z),

с учетом соотношений (22) и начального условия (4) будем иметь:

ϕ±
1 (z) =

1

2z

(

Φ±
1 (z) − Φ±

2 (z)
)

,

ϕ+
0 (z) =

∫

Γ+

1

2ζ

(

Φ+
1 (ζ) + Φ+

2 (ζ) − 2
dϕ+

1 (ζ)

dζ

)

dζ,

ϕ−
0 (z) =

∫

Γ−

1

2ζ

(

Φ−
1 (ζ) + Φ−

2 (ζ) − 2
dϕ−

1 (ζ)

dζ

)

dζ,

(23)

где Γ+ (Γ−) — произвольная гладкая кривая, лежащая в T+ (T−) и соединяющая точки 0 и z (∞ и z).

Таким образом, решение задачи K41 можно находить по формуле (5), где функции ϕ±
k (z), k = 0, 1,

определяются по формулам (23). Теорема полностью доказана.

Из приведенных при доказательстве теоремы 2.1 рассуждений следует, что в случае выполнения

условий (5) проблема исследования задачи K41 в классах кусочно-бианалитических функций сводится

к проблеме исследования двух векторно-матричных задач Римана вида (6).

Математика 9
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Из краевых условий (6) видно, что если выполняются условия (5), то целесообразно изучать

векторно-матричные задачи Римана вида (6) (а значит, и краевую задачу K41) отдельно в следующих

четырех случаях:

I. det Wk1(t) 6= 0, det Wk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2 (невырожденный случай).

II. det Wk1(t) 6= 0, det Wk2(t) ≡ 0, t ∈ L, k = 1, 2 (1-й полувырожденный случай).

III. det Wk2(t) 6= 0, det Wk1(t) ≡ 0, t ∈ L, k = 1, 2 (2-й полувырожденный случай).

IV. det Wk1(t) ≡ 0, det Wk2(t) ≡ 0, t ∈ L, k = 1, 2 (вырожденный случай).

В настоящей заметке ограничимся решением задачи K41 в случае I.

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ K41 В НЕВЫРОЖДЕННОМ СЛУЧАЕ

Пусть α(t) — прямой сдвиг контура L, δk(t) 6= 0, det Wk1(t) 6= 0 и det Wk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2.

Отсюда следует, что ∆kj(t) 6= 0 и Vkj(t) 6= 0, t ∈ L (k = 1, 2; j = 1, 2).

Рассмотрим далее «развернутую» форму записи краевых условий (6), т.е. систему (19). Зафикси-

руем значение параметра k и перепишем первое равенство из системы (19) в следующем виде:

ψ+
k1(t) = Dk1(t)ψ

−
k1(t) + qk1(t), t ∈ L, (24)

где

Dk1(t) =
∆k1(t)

δk(t)
, qk1(t) =

t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
tQk1(t)

δk(t)
. (25)

Будем считать временно qk1(t) известной функцией. Тогда равенство (24) (при фиксированном

значении параметра k) представляет собой краевое условие обычной скалярной задачи Римана отно-

сительно исчезающей на бесконечности кусочно-аналитической функции ψk1(z) = {ψ+
k1(z), ψ−

k1(z)} с

линией скачков L (см., например, [1, с. 109]).

Пусть χk1 = IndDk1(t) — индекс задачи Римана (24). Как известно (см., например, [1, с. 113]),

если χk1 ≥ 0, то скалярная задача Римана (24) безусловно разрешима и ее общее решение можно

задавать формулой

ψ±
k1(z) =

X±
k1(z)

2πi

∫

L

qk1(τ)

X+
k1(τ)

dτ

τ − z
+ X±

k1(z)Pχk1−1(z), z ∈ T±, (26)

где X±
k1(z) — канонические функции задачи Римана (24), а Pχk1−1(z) — произвольный многочлен

степени не выше χk1−1. Если же χk1 < 0, то при выполнении следующих −χk1 условий разрешимости

∫

L

qk1(τ)

X+
k1(τ)

τm−1dτ = 0, m = 1, 2, . . . ,−χk1, (27)

единственное решение задачи Римана (24) также задается формулой (26), где положено Pχk1−1(z) ≡ 0.

Переходя к пределу при z → t ∈ L и с учетом формул Сохоцкого (см., например, [1, с. 38]), а

также обозначений (25), из (26) будем иметь:

ψ−
k1(t) = −

1

2

t[α(t)]2∆k2(t)

∆k1(t)
ψ−

k2[α(t)] +
X−

k1(t)

2πi

∫

L

τ [α(τ)]2∆k2(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

ψ−
k2[α(τ)]dτ

τ − t
−

−
1

2

tQk1(t)

∆k1(t)
+

X−
k1(t)

2πi

∫

L

τQk1(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

dτ

τ − t
+ X−

k1(t)Pχk1−1(t). (28)

Поскольку ψ−
k2(t) — граничное значение аналитической в T− и исчезающей на бесконечности

функции ψ−
k2(z), то справедливо равенство (см., например, [1, с. 40]):

1

2
ψ−

k2(t) = −
1

2πi

∫

L

ψ−
k2(τ)dτ

τ − t
, t ∈ L. (29)
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Из (29), в свою очередь, вытекает следующее равенство (см., например, [8, c. 117]):

1

2
ψ−

k2[α(t)] = −
1

2πi

∫

L

ψ−
k2[α(τ)]α′(τ)dτ

α(τ) − α(t)
, t ∈ L. (30)

Далее, с учетом (30) из формулы (28) будем иметь:

ψ−
k1(t) = −

t[α(t)]2∆k2(t)

∆k1(t)
ψ−

k2[α(t)] +

∫

L

Bk1(t, τ)ψ−
k2[α(τ)]dτ + Mk1(t), (31)

где

Bk1(t, τ) =
X−

k1(t)

2πi

{

τ [α(τ)]2∆k2(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

1

τ − t
−

t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)X+
k1(t)

α′(τ)

α(τ) − α(t)

}

, (32)

Mk1(t) = −
1

2

tQk1(t)

∆k1(t)
+

X−
k1(t)

2πi

∫

L

τQk1(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

dτ

τ − t
+X−

k1(t)Pχk1−1(t).

Нетрудно проверить, что при сделанных в условии задачи K41 предположениях относительно

заданных на контуре L функций Akj(t), Gkj(t), gj(t) (k = 1, 2; j = 1, 2) и α(t), будем иметь:

Mk1(t) ∈ H(L), а Bk1(t, τ) ∈ H∗(L × L), т.е. Bk1(t, τ) — фредгольмовы ядра.

Подставив в формулу (31) вместо t функцию сдвига α(t), получим

ψ−
k1[α(t)] = −

t2[α(t)]∆k2[α(t)]

∆k1[α(t)]
ψ−

k2(t) +

∫

L

Bk1[α(t), α(τ)]ψ−
k2(τ)α′(τ)dτ + Mk1[α(t)]. (33)

Наконец, подставив в правую часть второго равенства системы (19) вместо функции ψ−
k1[α(t)] ее

значение, задаваемое формулой (33), будем иметь:

ψ+
k2(t) = Dk2(t)ψ

−
k2(t) +

∫

L

Bk2(t, τ)ψ−
k2(τ)dτ + qk2(t), t ∈ L, (34)

где

Dk2(t) =
βk(t)

∆k1[α(t)]
, βk(t) = Ak1(t)Gk1[α(t)] − Ak2[α(t)]Gk2(t),

Bk2(t, τ) =
Vk1[α(t)]

t2[α(t)]δk[α(t)]
Bk1[α(t), α(τ)]α′(τ), (35)

qk2(t) =
Vk1[α(t)]

t2[α(t)]δk[α(t)]
Mk1[α(t)] +

Qk2[α(t)]

t2δk[α(t)]
.

Итак, если выполняется условие

βk(t) = Ak1(t)Gk1[α(t)] − Ak2[α(t)]Gk2(t) 6= 0, t ∈ L (36)

(т.е. Dk2(t) 6= 0, t ∈ L), то равенство (34) (при каждом фиксированном значении параметра k) пред-

ставляет собой краевое условие хорошо изученной обобщенной скалярной задачи Римана нормаль-

ного типа относительно исчезающей на бесконечности кусочно-аналитической функции ψk2(z) =

= {ψ+
k2(z), ψ−

k2(z)} (см., например, [1, с. 365] или [2, с. 40]).

Таким образом, установлена справедливость следующего утверждения.

Теорема 3.1. Если на L = { t : |t| = 1 } выполняются условия (5), (36), α(t) — прямой сдвиг

контура L и det Wk1(t) 6= 0, det Wk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2, то решение задачи K41 сводит-

ся к последовательному решению двух обобщенных скалярных задач Римана вида (34) и двух

обычных скалярных задач Римана вида (24) в классах исчезающих на бесконечности кусочно-

аналитических функций с линией скачков L. При этом задача K41 разрешима тогда и только

тогда, когда одновременно разрешимы краевые задачи (34), (24) и выполнены условия (22).

Замечание 3.1. Важно отметить, что, при выполнении условий теоремы 3.1, задача K41 будет

нетеровой. Это следует из того, что в рассматриваемом случае скалярные задачи Римана вида (24)

и (34) являются нетеровыми.
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УДК 517.5

О НЕСЕПАРАБЕЛЬНЫХ
ВСПЛЕСК-ФУНКЦИЯХ ТИПА МЕЙЕРА
В ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА
И ЛИЗОРКИНА – ТРИБЕЛЯ
С.А. Гарьковская

Воронежский государственный университет,
кафедра функционального анализа и операторных уравнений
E-mail: GarkovskayaSA@mail.ru

Статья посвящена доказательству возможности использования
несепарабельных всплеск-функций типа Мейера в качестве раз-
биения единицы в определении шкал пространств Бесова и Ли-
зоркина – Трибеля. Этот результат является первым шагом в до-
казательстве безусловной базисности вышеназванных всплеск-
функций в рассматриваемых шкалах.

Ключевые слова: всплеск, несепарабельные всплески, про-
странства Бесова, пространства Лизоркина – Трибеля, разбие-
ние единицы.

Nonseparable Wavelets of Meyer Type in Besov and Lizorkin –
– Triebel Spaces

S.A. Garkovskaya

Voronezh State University,
Chair of Functional Analysis and Operator Equations
E-mail: GarkovskayaSA@mail.ru

It is proved that Fourier transforms of nonseparable wavelets of Meyer
type can be used as decomposition of unity in definition of Besov
and Lizorkin – Triebel spaces. The result is the first step in the proof
of unconditional basisness of above mentioned wavelets in scales
under consideration.

Key words: wavelet, nonseparable wavelets, Besov spaces,
Lizorkin – Triebel spaces, decomposition of unity.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определение 1 [1, c. 93]. Совокупность замкнутых пространств Vj ⊂ L2(R
n), j ∈ Z, называ-

ется кратномасштабным анализом в L2(R
n) с матричным коэффициентом расширения M , если

выполнены следующие условия (аксиомы):

MR1. Vj ⊂ Vj+1 для всех j ∈ Z;

MR2.
⋃

j∈Z

Vj плотно в L2(Z);

MR3.
⋂

j∈Z

Vj = {0};

MR4. f ∈ V0 ⇐⇒ f
(

M j ·
)

∈ Vj для всех j ∈ Z;

MR5. существует функция ϕ ∈ V0, такая что последовательность {ϕ(· + n)}n∈Z образует базис

Рисса в V0.

Функция ϕ называется масштабирующей. Если масштабирующая функция некоторого кратно-

масштабного анализа не является тензорным произведением функций одной переменной, то такой

кратномасштабный анализ называют несепарабельным.
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