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Статья посвящена доказательству возможности использования
несепарабельных всплеск-функций типа Мейера в качестве раз-
биения единицы в определении шкал пространств Бесова и Ли-
зоркина – Трибеля. Этот результат является первым шагом в до-
казательстве безусловной базисности вышеназванных всплеск-
функций в рассматриваемых шкалах.
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It is proved that Fourier transforms of nonseparable wavelets of Meyer
type can be used as decomposition of unity in definition of Besov
and Lizorkin – Triebel spaces. The result is the first step in the proof
of unconditional basisness of above mentioned wavelets in scales
under consideration.

Key words: wavelet, nonseparable wavelets, Besov spaces,
Lizorkin – Triebel spaces, decomposition of unity.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определение 1 [1, c. 93]. Совокупность замкнутых пространств Vj ⊂ L2(R
n), j ∈ Z, называ-

ется кратномасштабным анализом в L2(R
n) с матричным коэффициентом расширения M , если

выполнены следующие условия (аксиомы):

MR1. Vj ⊂ Vj+1 для всех j ∈ Z;

MR2.
⋃

j∈Z

Vj плотно в L2(Z);

MR3.
⋂

j∈Z

Vj = {0};

MR4. f ∈ V0 ⇐⇒ f
(
M j ·

)
∈ Vj для всех j ∈ Z;

MR5. существует функция ϕ ∈ V0, такая что последовательность {ϕ(· + n)}n∈Z образует базис

Рисса в V0.

Функция ϕ называется масштабирующей. Если масштабирующая функция некоторого кратно-

масштабного анализа не является тензорным произведением функций одной переменной, то такой

кратномасштабный анализ называют несепарабельным.
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Построение всплеск-функций, соответствующих кратномасштабному анализу {Vj}j∈Z, подробно

описано в работе [1, c. 120]. Всплеск-функции для несепарабельного кратномасштабного анализа в

дальнейшем будем называть несепарабельными всплеск-функциями.

В данной работе рассматривается семейство несепарабельных всплеск-функций типа Мейера, по-

строенное в работе [2]. Доказана возможность использования преобразований Фурье функций этого

семейства в качестве обобщенного разбиения единицы в определении шкал пространств Бесова и Ли-

зоркина – Трибеля. Этот результат является первым шагом в доказательстве безусловной базисности

вышеназванных всплесков в рассматриваемых шкалах. На наш взгляд, он имеет и самостоятельный

интерес. Базисность сепарабельных всплесков, построенных на основе всплесков Мейера – Давида,

изучена в работе [1, c. 498]. Базисность несепарабельных всплесков в шкале пространств Бесова

рассмотрена в работе [3]. Базисность несепарабельных всплесков в шкале пространств Лизоркина –

Трибеля, насколько известно автору, исследуется впервые.

Напомним определение пространств Бесова и Лизоркина – Трибеля [4, с. 57].

Пусть S(Rn) — пространство Шварца комплекснозначных быстроубывающих бесконечно диффе-

ренцируемых функций на R
n, S′(Rn) — множество всех умеренных распределений на R

n.

Определение 2. Обозначим через Σ(Rn) совокупность всех систем σ = {σj(x)}∞j=0 ⊂ S(Rn), таких

что:

(i) suppσ0 ⊂ {x ∈ R
n| |x| 6 2}, suppσj ⊂ {x ∈ R

n| 2j−1 6 |x| 6 2j+1}, j = 1, 2, 3, . . . ;

(ii) для каждого мультииндекса α существует положительное число cα, при котором

2j|α||Dασj(x)| 6 cα для всех j = 1, 2, 3, . . . и всех x ∈ R
n, где |α| = α1 + α2 + · · · + αn;

(iii)
∞∑

j=0

σj(x) = 1 для каждого x ∈ R
n.

Определение 3. Пусть −∞ < s < ∞, 0 < q 6 ∞ и σ = {σj(x)}∞j=0 ∈ Σ(Rn).

(i) Если 0 < p 6 ∞, то пространства Бесова Bs
p,q(R

n) определяются следующим образом:

Bs
p,q(R

n) =
{

f | f ∈ S′(Rn), ‖f |Bs
p,q(R

n)‖ = ‖2sjF−1σjFf |lq(Lp(R
n))‖ =

=
( ∞∑

k=0

(∫

Rn

|2sjF−1σjFf(x)|pdx
) q

p
) 1

q

< ∞
}

с естественным видоизменением при q = ∞.

(ii) Пусть 0 < p < ∞. Пространства Лизоркина – Трибеля F s
p,q(R

n) определяются следующим

образом:

F s
p,q(R

n) =
{

f | f ∈ S′(Rn), ‖f |F s
p,q(R

n)‖ = ‖2sjF−1σjFf |Lp(R
n, lp)‖ =

=
(∫

Rn

( ∞∑

k=0

|2sjF−1σjFf(x)|q
) p

q

dx
) 1

p

< ∞
}
.

с естественным видоизменением при q = ∞.

Доказательство основной теоремы основано на использовании известных результатов о мульти-

пликаторах [1, предлож. 11.4.7; 4, теорема 1.6.3].

Будем использовать обозначение A(t) ≪ B(t) в случае, когда A(t) 6 cB(t), где c — константа, не

зависящая от t.

Предложение 1. Пусть 0 < p < ∞, 0 < q 6 ∞, {fk(x)}∞k=0 — последовательность целых

функций экспоненциального типа µk = (µk1, . . . , µkn). Тогда при κ > n
2 + n

min(p,q) для любой

системы функций Mk(ξ), ξ ∈ R
n, Mk ∈ Hκ

2 , k = 0, 1, 2, . . . ,

‖{F−1(MkFfk)}∞k=0, Lp(lq)‖ ≪ ‖{Ml(µl1ξ1, . . . , µlnξn)}∞l=0, l∞(Hκ

2 )‖ · ‖{fk}
∞
k=0, Lp(lq)‖,

где Hκ

2 — пространство бесселевых потенциалов, а константа не зависит от fk и Mk.

Предложение 2. Пусть 0 < p 6 ∞, Ω = Bb = {y| y 6 b}, b > 0. Тогда

‖F−1MFf |Lp‖ 6 c‖M(b·)|Hκ

2 ‖‖f |Lp‖,
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где c не зависит от b, f ∈ LΩ
p , LΩ

p = {f | f ∈ S′(Rn), supp fF ⊂ Ω, ‖f |Lp‖ < ∞}, M(x) ∈ Hκ

2 ,

κ > n
min(p,1) −

n
2 .

Пусть n = 2, M :=

(
0 −1

2 1

)
. Рассмотрим семейство несепарабельных всплеск-функций типа

Мейера, соответствующих матрице M . Построение этого семейства всплеск-функций описано в ра-

боте [2]. Согласно [2], несепарабельные всплеск-функции типа Мейера могут быть построены для

любой матрицы размерности 2 × 2 с определителем, равным ±2. Для удобства читателя напомним

основные этапы построения.

Полагаем g : R → [0,∞) — бесконечно дифференцируемая функция, такая что supp g := {η ∈ R :

g(η) 6= 0} = (−∞, 1/4), ν1 = (3
8 , 1

2 ), ν2 = (3
8 ,− 1

2 ), ν3 = (− 3
8 , 1

2 ), ν4 = (− 3
8 ,− 1

2 ). Определим бесконечно

дифференцируемую функцию h : R
2 → [0,∞) формулой h(ξ) :=

4∏
j=1

g(〈ξ, νj〉), где ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R
2.

Обозначим через conv X выпуклую линейную оболочку множества X ⊂ R
2 и через Xo — внут-

ренность множества X. Очевидно, supph = (conv{(±2/3, 0), (0,±1/2)})o.

Пусть f — Z
2-периодическая функция, задаваемая выражением f(ξ) :=

∑
k∈Z2

h(ξ + k) для ξ ∈ R
2.

Маска (определение маски см. [1, с. 94]) задается формулой

m0(ξ) :=
√

f(ξ)/(f(ξ) + f(ξ + (1/2, 1/2))).

Заметим, что m0 ∈ C∞ — Z
2-периодическая функция, удовлетворяющая условиям |m0(ξ)|

2 +

+ |m0(ξ + (1/2, 1/2))|2 = 1, для всех ξ ∈ R
2, m0(0) = 1.

Полагаем ϕ̂(ξ) :=
∞∏

j=0

m0((M
∗)−jξ), где M∗ — матрица, сопряженная с матрицей M . Тогда функ-

ция ϕ является масштабирующей функцией для кратномасштабного анализа {Vj}j∈Z, соответствую-

щего матрице M .

Преобразование Фурье всплеск-функции типа Мейера определяется формулой

ψ̂(ξ) := m0((M
∗)−1ξ + (

1

2
,
1

2
))eπi(ξ1+ξ2)ϕ̂((M∗)−1ξ) для ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R

2.

Функции ϕ̂ и ψ̂ имеют компактные носители. Из построения следует, что supp ϕ̂ ⊂ [−1; 1]2,

supp ψ̂ ⊂
[
− 3

2 ; 3
2

]2
, supp ψ̂((M∗)−(j−1)·) ⊂

[
−3 · 2

j+1

2 ; 3 · 2
j+1

2

]2

.

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 1. Полагаем ϕ, ψ ∈ L2(R
2) — масштабирующая функция типа Мейера и всплеск-

функция типа Мейера, соответствующие матрице M =

(
0 −1

2 1

)
, ν = {νj(ξ)}

∞
j=0, ν0(ξ) = ϕ̂(ξ),

νj(ξ) = ψ̂((M∗)−(j−1)ξ) при j = 1, 2, 3, . . .

(i). Пусть −∞ < s < ∞, 1 < q 6 ∞, 1 < p 6 ∞. Тогда ‖f |Bs
p,q(R

2)‖ν = ‖2sjF−1νjFf |lq(Lp(R
2))‖

является эквивалентной нормой в Bs
p,q(R

2).

(ii). Пусть −∞ < s < ∞, 1 < q 6 ∞, 1 < p < ∞. Тогда ‖f |F s
p,q(R

2)‖ν = ‖2sjF−1νjFf |Lp(lq, R
2)‖

является эквивалентной нормой в F s
p,q(R

2).

Доказательство. Шаг 1. Вначале докажем, что систему функций {|νj(ξ)|}
∞
j=0, где ν0(ξ) = ϕ̂(ξ),

νj(ξ) = ψ̂((M∗)−(j−1)ξ) при j = 1, 2, 3, . . . можно использовать в качестве обобщенного разбиения

единицы в определении шкал пространств Бесова и Лизоркина – Трибеля.

Отметим следующий факт. По построению функция |ϕ̂| является бесконечно дифференцируемой

и 0 6 |ϕ̂(ξ)| 6 1. Поскольку функция |ψ̂(ξ)| = m0

(
(M∗)−1ξ +

(
1
2 , 1

2

))
ϕ̂((M∗)−1ξ) является беско-

нечно дифференцируемой и supp ψ̂ ∈ [− 3
2 ; 3

2 ]2, то для |ψ̂(ξ)| и всех ее производных Dαψ̂ = ∂|α|ψ̂

∂ξ
α1
1

∂ξ
α2
2

выполнено следующее свойство: для любого мультииндекса α существует положительное число cα,

при котором для всех ξ ∈ R
2 выполнено неравенство |Dαψ̂| 6 cα.

14 Научный отдел
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Рассмотрим функции |νj(ξ)| = |ψ̂((M∗)−(j−1)ξ)| при j = 1, 2, 3, . . . Если обозначить

M j−1 :=

(
m11(j − 1) m12(j − 1)

m21(j − 1) m22(j − 1)

)
,

то матрицу (M∗)−(j−1) можно найти по формуле

(M∗)−(j−1) :=
1

2j−1

(
m22(j − 1) −m21(j − 1)

−m12(j − 1) m11(j − 1)

)
.

Для коэффициентов матрицы M j−1 справедлива оценка |mik(j − 1)| 6 2
j+1

2 , которая легко дока-

зывается по индукции.

Обозначим

ηj−1(ξ) =

(
ηj−1,1(ξ1, ξ2)

ηj−1,2(ξ1, ξ2)

)
:= M∗−(j−1)ξ =

1

2j−1

(
m22(j − 1)ξ1 − m21(j − 1)ξ2

−m12(j − 1)ξ1 + m11(j − 1)ξ2

)
.

Заметим, что |
∂ηj−1,k

∂ξm
(ξ1, ξ2)| 6 2−

j+1

2 для k,m = 1, 2. Тогда, используя доказанные ранее неравен-

ства для производных функции ψ̂(ξ), получим

|Dα|νj(ξ)|| = |Dα|ψ̂(M∗−(j−1)ξ)|| = |Dα|ψ̂(ηj−1,1(ξ1, ξ2), ηj−1,2(ξ1, ξ2))| 6

6
∑

β:|β|=|α|

∣∣∣
∂|β|ψ̂

∂ηβ1

j−1,1∂ηβ2

j−1,2

(ξ1, ξ2)
∣∣∣ 2−

j+1

2
|β|

6 cα2−
j

2
|α| .

Таким образом доказано, что функции |νj(ξ)| удовлетворяют условию: для каждого мультиин-

декса α существует положительное число cα, при котором для всех j = 0, 1, 2, . . . и всех x ∈ R
2

выполнено неравенство 2
j

2
|α||Dα|νj(x)|| 6 cα.

Шаг 2. Докажем утверждение (ii) теоремы. Вначале покажем, что

‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν| = ‖2sjF−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖ 6 ‖f |F s

p,q(R
2)‖.

Поскольку функции |νj | имеют компактные носители, то, полагая σ−3(ξ) ≡ 0, σ−2(ξ) ≡ 0,

σ−1(ξ) ≡ 0, можно переписать функции |νj | в виде

|νj(ξ)| = |νj(ξ)|
5∑

r=−3

σ[ j

2
]+r(ξ),

где [ j
2 ] обозначает целую часть числа [ j

2 ]. Тогда

‖F−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖ 6

5∑

r=−3

‖F−1|νj |FF−1σ[ j

2
]+rFf |Lp(lq, R

2)‖.

Применим предложение 1, в котором заменим Mj(ξ) и fj(x) на |νj(ξ)|, и Fσ[ j

2
]+rFf(x)

соответственно. Функции F−1σ[ j

2
]+rFf являются целыми функциями экспоненциального типа

µj = (2[ j

2
]+r+1, 2[ j

2
]+r+1). Так как Hκ

2 = W κ

2 при κ = 1, 2, 3, . . . и для любого j = 0, 1, 2, . . .

‖νj |W
κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

‖Dα|νj(ξ1, ξ2)||L2(R
2)‖ 6

∑

|α|6κ

(∫

R2

|D|α||νj |(ξ)|
2dξ

) 1
2

6

6
∑

|α|6κ

( ∫

supp νj

c2
α2−j|α|dξ

) 1
2

6
∑

|α|6κ

cα2−
j

2
|α|6 · 2

j+1

2 6 c 6 ∞,

т. е. |νj(ξ)| ∈ Hκ

2 для любого j = 1, 2, . . . и для любого κ.

Математика 15
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В соответствии с предложением 1 при κ > 1 + 2
min(p,q) получим

‖F−1|νj |F
−1Fσ[ j

2
]+rFf |Lp(lq, R

2)‖ ≪ ‖{|νj |(µj1ξ1, µj2ξ2)}
∞
j=0, l∞(Hκ

2 )‖‖F−1σ[ j

2
]+rFf, Lp(lq, R

2)‖.

Согласно оценкам, доказанным для производных функций |νj(ξ)|,

‖νj(µj1ξ1, µj2ξ2)|W
κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

‖Dα|νj(2
[ j

2
]+r+1ξ1, 2

[ j

2
]+r+1ξ2)||L2(R

2)‖ 6
∑

|α|6κ

cα2−
j

2
|α|2([ j

2
]+r+1)|α|

6 c

для любого j = 0, 1, 2, . . . Следовательно, существует постоянная c, такая что

‖{|νj |(µj1ξ1, µj2ξ2)}
∞
j=0, l∞(Hκ

2 )‖ < c < ∞,

‖F−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖ 6 c‖F−1σ[ j

2
]+rFf, Lp(lq, R

2)‖.

Таким образом, доказано, что величину ‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν| можно оценить сверху через c‖f |F s
p,q(R

2)‖.

Шаг 3. Докажем обратное неравенство: ‖f |F s
p,q(R

2)‖ 6 ‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν|. Поскольку для функций ϕ̂

и ψ̂ выполняется условие |ψ̂(M∗ξ)|2 = |ϕ̂(ξ)|2 − |ϕ̂(M∗ξ)|2, то

∞∑

j=0

ν2
j (ξ) = lim

k→∞
(|ϕ̂(ξ)|2 +

k∑

j=1

|ψ̂((M∗)−(j−1)ξ)|) = lim
k→∞

|ϕ̂((M∗)−kξ)|2 = 1.

Так как функции |νj | финитны, то ряд
∞∑

j=0

ν2
j (ξ) в каждой точке ξ ∈ R

2 содержит конечное число

слагаемых. Тогда справедливо неравенство

( ∞∑

j=0

|νj(ξ)|
)2

>

∞∑

j=0

ν2
j (ξ) = 1.

Таким образом, доказано, что
∞∑

j=0

|νj(ξ)| > 1 для любого ξ ∈ R
2.

Поскольку функции σj по условию имеют компактные носители, то, полагая ν−3(ξ) ≡ 0,

ν−2(ξ) ≡ 0, ν−1(ξ) ≡ 0, можно переписать функции σj в виде

σj(ξ) =
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|

8∑

r=−3

|ν2j+r(ξ)|.

Далее, получим

‖F−1σjFf |Lp(lq, R
2)‖ 6

8∑

r=−3

∥∥∥∥∥∥∥∥
F−1 σj

∞∑
k=0

|νk|
F−1F |ν2j+r|Ff |Lp(lq, R

2)

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Учитывая, что
∣∣∣Dα

(
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|

)∣∣∣ 6 cα2−j|α|, несложно проверить, что
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|
∈ Hκ

2 . Функции

F−1|ν2j+r|Ff являются целыми функциями экспоненциального типа µj = (3 · 2j+ r+1

2 , 3 · 2j+ r+1

2 ).

Применим предложение 1 о мультипликаторах. Получим

∥∥∥∥∥ F−1 σj

∞∑
k=0

|νk|
F−1F |ν2j+r|Ff |Lp(lq, R

2)

∥∥∥∥∥ ≪

≪

∥∥∥∥∥

{
σj

∞∑
k=0

|νk|
(3 · 2j+ r+1

2 ξ1, 3 · 2j+ r+1

2 ξ2)

}∞

j=0

, l∞(Hκ

2 )

∥∥∥∥∥

∥∥∥F−1|ν2j+r|Ff, Lp(lq)
∥∥∥.
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С помощью оценок для производных функций
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|
, полученных ранее, доказано, что

∥∥∥∥∥

{
σj

∞∑
k=0

|νk|
(3 · 2j+ r+1

2 ξ1, 3 · 2j+ r+1

2 ξ2)

}∞

j=0

, l∞(Hκ

2 )

∥∥∥∥∥ 6 c.

Таким образом, величину ‖f |F s
p,q(R

2)‖ можно оценить сверху через c‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν|. Следователь-

но, ‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν| является эквивалентной нормой в пространстве F s
p,q(R

2).

Шаг 4. Заметим теперь, что по определению ϕ̂ — вещественная неотрицательная функция,

|ϕ̂(ξ)| = ϕ̂(ξ). Для преобразования Фурье всплеск-функции справедливо равенство

ψ̂(ξ) = eπi(ξ1+ξ2)|ψ̂(ξ)|.

Определим систему функций {gj(ξ)}
∞
j=0 ∈ C∞(R2) следующим образом: g0(ξ) — финит-

ная функция, равная 1 на supp ϕ̂; g1(ξ) — финитная функция, g1(ξ) = eπi(ξ1+ξ2) на supp ψ̂;

gj(ξ) = g1((M
∗)−(j−1)ξ) для j = 2, 3, . . . Тогда νj(ξ) = gj(ξ)|νj(ξ)| и выражение для нормы при-

мет следующий вид:

‖F−1νjFf |Lp(lq, R
2)‖ = ‖F−1gj |νj |Ff |Lp(lq, R

2)‖ = ‖F−1gjFF−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖.

Применим предложение 1. Функции F−1|νj |Ff являются целыми функциями экспоненциального

типа µj = (3 · 2
j+1

2 , 3 · 2
j+1

2 ). Поскольку

|Dαgj(ξ)| =
π|α|

2(j−1)|α|
|m22(j − 1) − m12(j − 1)|α1 |m11(j − 1) − m21(j − 1)|α2 6

6
π|α|

2(j−1)|α|
(2 · 2

j−1

2
+1)|α| = 4|α|π|α|2−

j−1

2
|α|,

и носители функций gj компактны, то

‖gj |W
κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

‖Dαgj |L2(R
2)‖ =

∑

|α|6κ

( ∫

R2

|Dαgj(ξ)|
2dξ

) 1
2

6

6
∑

|α|6κ

( ∫

supp gj

42|α|π2|α|2−
j−1

2
2|α|dξ

) 1
2

6 c · 4κπκ2−
j−1

2
κ6 · 2

j+1

2 < ∞.

Таким образом, gj(ξ) ∈ Hκ

2 для любого j = 1, 2, . . . и для любого κ. Тогда

‖F−1νjFf |Lp(lq, R
2)‖ ≪

∥∥∥{gj(3 · 2
j+1

2 ξ1, 3 · 2
j+1

2 ξ2)}
∞
j=0, l∞(Hκ

2 )
∥∥∥

∥∥∥{F−1|νj |Ff}∞k=0, Lp(lq)
∥∥∥.

Пользуясь оценкой для производных функций gj(ξ) получим, что

|Dαgj(3 · 2
j+1

2 ξ1, 3 · 2
j+1

2 ξ2)| 6 4|α|π|α|2−
j−1

2
|α|

(
3 · 2

j+1

2

)|α|

= 12|α|π|α|.

Заметим, что supp gj(3 · 2
j+1

2 ·, 3 · 2
j+1

2 ·) ⊂ [−1; 1]2 для всех j = 0, 1, 2, . . . . Тогда,

‖gj(3 · 2
j+1

2 ξ1, 3 · 2
j+1

2 ξ2), W κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

(∫

R2

|Dαgj(3 · 2
j+1

2 ξ1, 3 · 2
j+1

2 ξ2)|
2dξ

) 1
2

6

6
∑

|α|6κ

12|α|π|α|4 6 c · 12κπκ для любого j = 0, 1, 2, . . .

Следовательно, ‖{gj(3 · 2
j+1

2 ξ1, 3 · 2
j+1

2 ξ2)}
∞
j=0, l∞(Hκ

2 )‖ 6 c < ∞. Таким образом, доказано, что

величину ‖f |F s
p,q(R

2)‖ν можно оценить сверху через c‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν|.
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Доказательство обратного неравенства проводится аналогично c помощью системы функций

{hj(ξ)}
∞
j=0, таких что hj(ξ) ∈ C∞(R2), h0(ξ) — финитная функция, равная 1 на supp ϕ̂; h1(ξ) —

финитная функция, h1(ξ) = e−πi(ξ1+ξ2) на supp ψ̂; hj(ξ) = h1((M
∗)−(j−1)ξ) для j = 2, 3, . . .

Таким образом, будет доказано, что ‖f |F s
p,q(R

2)‖ν является нормой в пространстве F s
p,q(R

2).

Шаг 5. Аналогичные рассуждения с использованием скалярного варианта теоремы о мульти-

пликаторах приводят к доказательству эквивалентности норм для пространств Бесова. Как и для

пространств Лизоркина – Трибеля, вначале доказывается, что

‖f |Bs
p,q(R

2)‖|ν| = ‖2sjF−1|νj |Ff |lq(Lp(R
2))‖

является эквивалентной нормой в Bs
p,q(R

2). Для этого, как и на шаге 2 доказательства, используется

представление функций |νj(ξ)| в виде

|νj(ξ)| = |νj(ξ)|

5∑

r=−3

σ[ j

2
]+r(ξ)

и применяется предложение 2 о мультипликаторах. При κ > 1 + 2
min(p,q) имеем

‖F−1|νj |F
−1Fσ[ j

2
]+rFf |Lp(R

2)‖ ≪ ‖|νj(2
[ j

2
]+r+1ξ1, 2

[ j

2
]+r+1ξ2)|H

κ

2 ‖ ‖F−1σ[ j

2
]+rFf, Lp‖.

Согласно полученным ранее оценкам ‖F−1|νj |Ff |Lp(R
2)‖ 6 c‖F−1σ[ j

2
]+rFf, Lp(R

2)‖.

Затем, аналогично шагу 3 доказательства, представим функции σj(ξ) в виде

σj(ξ) =
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|

8∑

r=−3

|ν2j+r(ξ)|.

Применяя предложение 2, получим:

∥∥∥∥∥F−1 σj

∞∑
k=0

|νk|
F−1F |ν2j+r|Ff |Lp(R

2)

∥∥∥∥∥ ≪

∥∥∥∥∥
σj

∞∑
k=0

|νk|
(3·2j+ r+1

2 ξ1, 3·2
j+ r+1

2 ξ2),H
κ

2

∥∥∥∥∥

∥∥∥F−1|ν2j+r|Ff, Lp(R
2)

∥∥∥.

На шаге 3, в частности, было доказано, что

∥∥∥∥∥
σj

∞∑
k=0

|νk|
(3 · 2j+ r+1

2 ξ1, 3 · 2j+ r+1

2 ξ2),H
κ

2

∥∥∥∥∥ 6 c

для любого j = 0, 1, 2, . . . Следовательно, величина ‖f |Bs
p,q(R

2)‖|ν| является эквивалентной нормой

в Bs
p,q(R

2).

Доказательство эквивалентности нормы ‖f |Bs
p,q(R

2)‖ν проводится аналогично шагу 4. Таким об-

разом, теорема полностью доказана.
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