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Известно [1], что решение задач горной механики, относящихся к процессу проведения подземных

выработок, сводится к постановке и решению задач [2–5] локальной неустойчивости массива возле

выработок при неупругих деформациях [6, 7]. Решение такого класса задач состоит из двух этапов. На

первом этапе определяется основное напряженно-деформированного состояние массива горных пород

вблизи выработки. На втором — решается задача об устойчивости основного состояния в рамках

динамического подхода, который, в свою очередь, сводится к определению величины критического

давления, равномерно распределенного по контуру выработки.

Большинство грунтов имеет пористую структуру [8], поэтому при решении задач устойчивости

горных пород наряду со сложной реологией, необходимо также учитывать пористые свойства ма-

териалов. В отличие от [2–5], в настоящей работе на основе точных трехмерных уравнений [9]

исследуется локальная неустойчивость пород приствольной зоны вертикальной выработки с учетом

пористой структуры материала горного массива.

Рассмотрим пористое упрочняющееся упруговязкопластическое тело, механическая модель кото-

рого показана на рис. 1.
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Модель состоит из двух последовательно соединенных составных частей: пластической — «p» и

упругой — «e». Пластическая часть состоит из пластического элемента (предел текучести k), после-

довательно соединенного с параллельной связкой вязкого элемента (коэффициент вязкости η) и упру-

гого элемента (коэффициент упрочнения c). Упругая часть состоит из упругого сжимаемого элемента

1 (коэффициенты Лямэ λ1, µ1) и параллельно подсоединенной к нему последовательной связки 2

жесткого контакта (начальный раствор пор ε0) и упругого несжимаемого элемента (коэффициент

упругости µ2).

Определяющее соотношение жесткого контакта согласно [10] имеет вид

σ̃ij (ε̃nn − ε0) = 0, (1)

где σ̃ij — компоненты тензора напряжений, ε̃nn — объемная деформация, причем σ̃ij = 0 до схлопы-

вания пор, и ε̃nn = ε0 после.

При конструировании связи напряжение-деформация в упруговязкопластическом теле следуем

работам [5, 7].

Для последовательного соединения «p − e» справедливы соотношения

σij = σ
p
ij = σe

ij , (sij = s
p
ij = se

ij), εij = ε
p
ij + εe

ij , (2)

где sij = σij −
1

3
σnnδij — компоненты девиатора тензора напряжений, δij — символ Кронекера, εij —

компоненты тензора деформаций.

Для параллельной связки «1 − 2» справедливы соотношения
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где напряжения, соответствующие элементу «1», удовлетворяют закону Гука

(

σe
ij

)

1
= λ1ε

e
nnδij + 2µ1ε

e
ij , (4)

а элементу «2» — соотношению

(σe
ij)2 =
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(

0

εe
ij

)

2

— деформации элемента «2» до момента схлопывания пор, причем

(

0

εe
nn

)

2

= ε0 — после

схлопывания пор.

В теле остаются несхлопнутые поры, пока

εe
nn < ε0. (6)

Тело остается упругим, пока

sijsij < k2, (7)

в этом случае полные напряжения и деформации в теле определяются по формулам (3).

Если sijsij ≥ k2, то полная деформация удовлетворяет соотношению (2), где εe
ij =

(

εe
ij

)

1
=

(

εe
ij

)

2
.

Пластическая составляющая объемной деформации удовлетворяет условию несжимаемости

εp
nn = 0. (8)

Скорости пластической деформации ε̇
p
ij = 0, если

(

sij − cε
p
ij

) (

sij − cε
p
ij

)

< k2. (9)

Тензор скоростей пластических деформаций связан с тензором напряжений соотношениями ассо-

циированного закона пластического течения

ε̇
p
ij = ψ

(

sij − cε
p
ij − ηε̇

p
ij

)

, (10)
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если выполняется условие пластического течения [5]

(

sij − cε
p
ij − ηε̇

p
ij

) (

sij − cε
p
ij − ηε̇

p
ij

)

= k2. (11)

Напряжения, одинаковые для «e» и «p» в части «p», складываются из суммы σij =
(

σe
ij

)

1
+

(

σe
ij

)

2
.

Тело остается упругим при наличии несхлопнутых пор, пока
(

σij −
1

3
δij (3λ1 + 2µ1) ε0

)(

σij −
1

3
δij (3λ1 + 2µ1) ε0

)

< k2. (12)

Рассмотрим горный массив с вертикальной круговой выработкой радиуса R0, реологические свой-

ства которого определяются согласно описанной выше модели. К внутреннему контуру выработки

приложена равномерно распределенная нагрузка q0, а на бесконечности напряжения в массиве стре-

мятся к величине gh (g — средний объемный вес вышележащих пород, h — глубина заложения

выработки), т. е. начальное напряженное состояние в массиве (до проведения выработки) принимает-

ся гидростатическим.

Процесс деформирования пористого материала горного массива вблизи вертикальной выработки

можно разделить на два взаимосвязанных этапа. Первый — упругое деформирование сжимаемой

пористой среды, второй — неупругое деформирование сжатого скелета с упруговязкопластическими

свойствами.

Напряженно-деформированное состояние горного массива на первом этапе, т. е. когда выполняется

условие (12), в осесимметричном случае определяется соотношениями

u = C1r +
C2

r
, εr = C1 −

C2

r2
, εθ = C1 +

C2

r2
, (13)

σr = 2(λ1 + µ1)C1 − 2µ1

C2

r2
, σθ = 2(λ1 + µ1)C1 + 2µ1

C2

r2
, (14)

где u — радиальная составляющая вектора перемещений.

Константы интегрирования C1 и C2 найдем из следующих граничных условий:

σr|r→∞
= −q∞, σr|r=R0

= −q0, (15)

C1 =
−q∞

2(λ1 + µ1)
, C2 =

q0 − q∞

2µ1

R2
0. (16)

Объемная деформация с учетом (13) и (16) определяется в форме

εr + εθ = 2C1. (17)

Из (17) следует, что объемная деформация не зависит от радиуса, т. е. она одинакова во всем

теле, и поэтому схлопывание пор произойдет одновременно во всей среде при достижении объемной

деформацией значения, равного начальному удельному объему пор — ε0.

Следовательно, полное схлопывание пор при упругом деформировании массива происходит под

действием нагрузки, определяемой равенством

q∞ = (λ1 + µ1)ε0. (18)

При этом поля перемещений, деформаций и напряжений находятся по формулам

u = −
ε0

2
r +

q0 − (λ1 + µ1)ε0

2µ1

R2
0

r
,

εr = −
ε0

2
−

q0 − (λ1 + µ1)ε0

2µ1

R2
0

r2
, εθ = −

ε0

2
+

q0 − (λ1 + µ1)ε0

2µ1

R2
0

r2
, (19)

σr = −(λ1 + µ1)ε0 − (q0 − (λ1 + µ1)ε0)
R2

0

r2
, σθ = −(λ1 + µ1)ε0 + (q0 − (λ1 + µ1)ε0)

R2
0

r2
.

Таким образом, если gh < (λ1+µ1)ε0, то полного схлопывания пор в горном массиве не происходит,

и материал ведет себя как сжимаемая упругая среда с параметрами λ1, µ1, ε0. При этом напряженно-

деформированное состояние определяется соотношениями (13), (14), (16).
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Если gh = (λ1 + µ1)ε0 произойдет схлопывание пор (сжатый скелет) и при дальнейшем сжатии

возникнет и будет расти около отверстия зона пластического течения, препятствовать развитию ко-

торой будут вязкость (η) и упрочнение (c) материала, т. е. сжатый скелет будет деформироваться как

несжимаемая упруговязкопластическая среда с параметрами µ = µ1 + µ2, k, c, η.

В этом случае сплошная среда разделяется на две зоны – упругую и пластическую, в каждой

из которых значения перемещений, деформаций и напряжений в точках среды раскладываются на

компоненты:

а) пористого сжатия, определяемыми соотношением (19);

б) упругопластического сжатия (которые для деформаций в пластической зоне, в свою очередь,

складываются из упругих и пластических компонент), определяемыми из решения упругопластиче-

ской задачи с вычетом из внешней нагрузки той ее части, которая идет на полное схлопывание пор,

т. е. величины (λ1 + µ1)ε0. Поэтому граничные условия для этих компонент запишутся в виде

σr|r→∞
= −(gh − (λ1 + µ1)ε0), σr|r=R0

= −q0. (20)

Напряженно-деформированное состояние сжатого скелета определяется в виде

– в упругой области (γ < r < ∞)

u =
D

r
, εr = −εθ = −

D

r2
,

σr = −(gh − (λ1 + µ1)ε0) − 2µ
D

r2
, σθ = −(gh − (λ1 + µ1)ε0) + 2µ

D

r2
; (21)

– в пластической области (R0 < r < γ)

u =
D

r
, εr = −εθ = −

D

r2
, εp

r = T

(

1 −
γ2

r2

)

, ε
p
θ = −εp

r , εe
r = −εe

θ = εr − εp
r ,

σr = −q0 + 2µ(D − Tγ2)

(

1
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0

−
1

r2

)

+ 4µT ln
r

R0

, (22)

σθ = −q0 + 2µ(D − Tγ2)

(

1

R2
0

+
1

r2

)

+ 4µT

(

ln
r

R0

+ 1

)

,

где T = χk
с+2µ

(

1 − e−
с+2µ

η
t
)

, D = η
µ

χk
с+2µ

(

1 − e−
с+2µ

η
t
)

γγ̇ + χk
2µ

γ2, χ = sign(q0 − gh).

Условия совместности напряжений на границе γ раздела зон упругого и пластического деформи-

рования имеют вид

[σr]|r=γ = 0. (23)

Здесь квадратные скобки обозначают разность значений выражений соответствующих упругой и

пластической области на границе γ.

Радиус раздела зон упругого и пластического деформирования с учетом (21) и (22) определим в

виде

χk

2µ

γ2

R2
0

+
χk

с + 2µ

(

1 − e−
с+2µ

η
t
)

(

1 + 2 ln
γ

R0

−
γ2

R2
0

+
η

µ

γγ̇

R2
0

)

+
gh − q0 − (λ1 + µ1)ε0

2µ
= 0. (24)

Для определения основного напряженно-деформированного состояния этой задачи использовались

уравнения равновесия, условие пластичности (11), соотношения ассоциированного закона пластиче-

ского течения (10), соотношения, связывающие полные упругие и пластические деформации (2), связь

между напряжениями и деформациями в виде (2), (4), (5), граничные условия (15), (20), а также усло-

вия сопряжения решений в упругой и пластической областях (23).

Исследование устойчивости основного состояния (21), (22) горного массива со сжатым скеле-

том вблизи вертикальной круговой цилиндрической выработки при принятии обобщенной концепции

продолжающегося нагружения [9] сводится к решению системы дифференциальных уравнений в ва-

риациях при соответствующих граничных условиях [5].
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Уравнения равновесия для областей пластического V p и упругого V e деформирования массива со

сжатым скелетом имеют вид

∇i

(

σi
j + σ0i

α ∇αuj

)

− ρs2uj = 0, s = iω. (25)

Здесь и далее ∇ — символ ковариантного дифференцирования, кружок вверху соответствует

компонентам основного невозмущенного состояния, определенного соотношениями (21)–(22).

Граничные условия на внутренней поверхности выработки и условия затухания возмущений на

внешней поверхности Se
∞

массива запишем в виде

Ni

(

σi
j +

0

σi
α ∇αuj

)

= 0, uj |r→∞
→ 0. (26)

Условия непрерывности на упругопластической границе γ имеют вид
[

Ni

(

σi
j +

0

σi
α ∇αuj

)]

= 0, [uj ] = 0. (27)

Связь между амплитудными значениями напряжений и перемещений для сжатого скелета, обла-

дающего упруговязкопластическими свойствами и свойством дальнейшей несжимаемости в пласти-

ческой и упругой областях, представима в форме

σ
β
j = pδ

β
j + 2µε

β
j − abf

β
j , (28)

где a =
4µ2

k2(2µ + c + ηs)
, f

β
j =

0

s
β
j −c

0p

ε
β
j , b = fk

l εk
l .

В упругой области надо положить a = 0. В случае однородного докритического состояния эти

соотношения совпадают с полученными в [5].

Условие несжимаемости для горного массива со сжатым скелетом представимо в форме

∇αuα = 0. (29)

Уравнения (25)–(28) с учетом условия несжимаемости (29) в областях V p и V e массива представ-

ляют собой взаимосвязанную замкнутую систему уравнений для исследования устойчивости основ-

ного состояния вертикальной цилиндрической выработки, когда имеется граница областей упругого

и пластического поведения материала при нагружении в массиве горных пород со сжатыми пора-

ми. Система уравнений (25), (28), (29) представляет собой систему дифференциальных уравнений в

частных производных относительно амплитудных значений векторов перемещений u, v, w и гидроста-

тического давления р для пластической и упругой зон массива. Нетривиальное решение этой задачи

соответствует потере устойчивости основного состояния. Для нахождения собственных значений пе-

ремещения и гидростатические давления в каждой из зон упругого и пластического деформирования

горного массива аппроксимируем двойными тригонометрическими рядами

u =

∞
∑

n

∞
∑

m

Anm(r) cos(mθ) cos(nz), v =

∞
∑

n

∞
∑

m

Bnm(r) sin(mθ) cos(nz),

w =

∞
∑

n

∞
∑

m

Cnm(r) cos(mθ) sin(nz), p =

∞
∑

n

∞
∑

m

Dnm(r) cos(mθ) cos(nz), (30)

где n,m — параметры волнообразования.

Подставляя u, v, w, p в линеаризированные уравнения устойчивости (25) и учитывая (28), после

ряда преобразований получим бесконечную систему обыкновенных дифференциальных уравнений

относительно функций A (r), B (r), C (r), D (r)

A

(

a2,r +
1

r

(

r2ρω2 −
0
σθ −a4

)

−

(

a5 +
1

r

0
σθ

)

m2 −
(

µr + r
0
σz

)

n2

)

+

+A′

(

a1 + a2 − a3 + ra1,r + r
0

σr,r +
0
σr

)

+ A′′

(

ra1 + r
0
σr

)

+

+B

(

−
1

r
a4 − a5 + a2,r −

2

r

0
σθ

)

m + B′ (a2 + ra5)m + C ′rµn + D′r = 0,
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−A

(

1

r
a4 + 2a5 + ra5,r +

2

r

0
σθ

)

m − A′ (a3 + ra5)m−

−B

(

2a5 + ra5,r −
1

r

(

r2ρω2 −
0
σθ

)

+
1

r

(

a4 +
0
σθ

)

m2 + r
(

µ +
0
σz

)

n2

)

+

+B′

(

2ra5 + r2a5,r + r
0

σr,r +
0
σr

)

+ B′′

(

r2a5 + r
0
σr

)

+ Cµmn + mD = 0,

−Aµn − A′rµn − Bµnm + C

(

rρω2 −
1

r

(

µ +
0
σθ

)

m2 − r
(

2µ +
0
σz

)

n2

)

+

+C ′

(

µ + r
0

σr,r +
0
σr

)

+ C ′′r
(

µ + σ0
r

)

− Drn = 0, (31)

где ai (i=1,2,. . . ,5) согласно (28) и (21), (22) определяются соотношениями

a1 = −af2
r + 2µ, a2 = −afrfθ, a3 = −afrfθ, a4 = −(af2

θ − 2µ), a5 =
µ

r
.

В горном массиве в пластической области — V p докритическое состояние определяется по форму-

лам (22), а в упругой области V e — по формулам (21). Для упрощения записи здесь в (30) и далее

индексы n,m у величин А, В, С, D опущены. Отметим, что если устойчивость основного состоя-

ния исследовать по предельной [5] системе уравнений, то в соотношениях (21), (22), определяющих

докритическое состояние, следует t → ∞.

Граничные условия (26) на внутренней поверхности выработки при r = R0 с учетом (28) и (30)

принимают вид

Apa2 + A′pR0

(

a
p
1 +

0

σp
r

)

+ Bpma
p
2 + DpR0 = 0,

Apm + Bp − B′p



R0 +

0

σp
r

a
p
9



 = 0, Apnµ − C ′p(µ +
0

σp
r ) = 0. (32)

Условие несжимаемости (29) при учете (28), (30) запишется в форме

A + A′r + Bm + Cnr = 0. (33)

Аналогичным образом могут быть выписаны в терминах функций A (r), B (r), C (r), D (r) и

условия непрерывности (27) на поверхности, разделяющей зоны упругого и пластического деформи-

рования.

Из условия локальности возмущений uj → 0 при r → ∞ (j=1, 2, 3) с учетом (30) получим

(A′)
e

= 0, (B′)
e

= 0, (C ′)
e

= 0. (34)

Найти точное аналитическое решение краевой задачи (31)–(34) с учетом (27) не представля-

ется возможным. Будем искать приближенное решение методом конечных разностей. В результате

получим бесконечную систему однородных алгебраических уравнений, линейных относительно па-

раметров Anm, Bnm, Cnm, Dnm. Следовательно, определение величины критической нагрузки q0,

соответствующей локальной потере устойчивости круговой вертикальной выработки в горных масси-

вах со схлопнутыми порами, сводится к разрешимости матричного уравнения. При вычислении опре-

делителя, наряду с нахождением основного напряженно-деформированного состояния для каждой

области V p, V e массива (22), (21), необходимо учитывать уравнение (23), определяющие положение

упругопластической границы γ — в горном массиве. Минимизация должна производиться по шагу

разностной сетки, параметрам волнообразования по контуру m и образующей n, параметрам мате-

риала и конструкции λj . Таким образом, получаем задачу многомерной оптимизации величины q0 в

зависимости от m, n при условии равенства нулю определителя полученной алгебраической системы:

det(q0,m, n, λj) = 0.

На рис. 2 и 3 представлена зависимость критического давления на контуре выработки от величины

гидростатического давления gh. При этом R0 = 0.4, µ1 = 1, µ2 = 0.6, c = 0.3, λ1 = 0.1, η = 0.01 им
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соответствуют значения параметров волнообразования n = m=2. На рис.2 кривые 1, 2, 3 соответствуют

ε0 · 10−3 = 0.2, 0.5, 0.7. При этом λ1 = 0.1. На рис. 3 кривые 1, 2, 3 соответствуют λ1 = 0.1, 0.2, 0.3.

При этом ε0 · 10−3 = 0.1.

Рис. 2 Рис. 3

Анализ численного эксперимента показал, что при увеличении глубины заложения выработки

величина критического давления на контуре выработки увеличивается (см. рис. 2, 3); с ростом коэф-

фициента Ламе λ1 область устойчивости увеличивается (см. рис. 3). Критическая нагрузка на контуре

выработки при увеличении величины начального удельного объема пор уменьшается (см. рис. 2).

Если в соотношениях (21), (22) положить ε0 = 0, то придем к результатам работы [5] для случая

круговой цилиндрической выработки без учета начальной пористости материала.
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