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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе созданной программы был проведен численный эксперимент по определению как поля

скоростей, так и поля температур жидкого кольца. На основе полученных результатов исследован эф-

фект влияния недиссипативной составляющей тензора вязкости на вид распределения температурного

поля. Показано, что для реальных жидкостей эффект повышения температуры за счет диссипации

ничтожен. На примере модельной жидкости исследован характер прогрева вращающегося по инерции

жидкого теплоизоливанного кольца со свободными границами и предложен вариант объяснения по-

лученной закономерности. Так же установлено, что недиссипативная составляющая тензора вязкости

влияет на изменение температурного поля кольца только косвенно, через поле скоростей.
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В рамках точных трехмерных уравнений устойчивости исследо-
вана устойчивость состояния равновесия цилиндрической обо-
лочки с заполнителем при осевом нагружении. Вычисления про-
водились для случая, когда материал оболочки моделировался
упругим телом, а материал заполнителя – средой со сложными
реологическими свойствами – упруговязкопластической. Дана
оценка влияния на величину критического давления параметров
оболочки и заполнителя.
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Within the limits of the exact three-dimensional equations of stability
of an equilibrium state of a cylindrical cover with a filler is investigated
at axial compression. Calculations were spent for a case when the
cover material was modelled by an elastic body, and a filler mate-
rial – environment with difficult rheological properties – elastic-
viscous-plastic. The estimation of influence on size of critical pressure
of parameters of a cover and a filler is given.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно [1], что труба из материала со сложной реологией теряет устойчивость раньше, чем

исчерпает свою несущую способность. Поэтому определение нагрузки, при которой возможна потеря

устойчивости основного состояния представляет практический интерес при расчете монолитной кре-

пи для шахтных стволов, обсадных труб вертикальных скважин и т.д. Исследованию устойчивости

цилиндрической оболочки с упругопластическим заполнителем при осевом нагружении посвящены

работы [2, 3]. При этом заполнитель описывался соотношениями теории малых упругопластических

деформаций [4, 5] и предположений степенной зависимости между интенсивностями напряжений и

деформаций. В отличие от [2, 3] в настоящей работе на основе точных трехмерных линеаризированных

уравнений устойчивости [6] исследуется устойчивость основного состояния цилиндрической оболоч-

ки с заполнителем при осевом нагружении. При этом материал заполнителя моделировался средой

с более сложными реологическими свойствами — упруговязкопластической. Первый этап решения

этой задачи заключается в нахождении основного (докритического) напряженно деформированного

состояния цилиндрической оболочки с заполнителем, второй — в решении самой линеаризованной

задачи устойчивости, т. е. в определении критической величины сжимающего давления, равномерно

распределенного по вешнему контуру оболочки.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

При решении данной задачи основное напряженно деформированное состояние определялось в

рамках второго варианта геометрически линейной теории (т. е. сдвиги и удлинения пренебрежимо

малы по сравнению с единицей и геометрические соотношения взяты в линейной форме [7]). При

этом в упругой области (оболочке) имеет место закон Гука, а в пластической области (заполнителе)

соотношения теории упруговязкопластического тела.

Для описания упруговязкопластических свойств воспользуемся моделью среды со сложными рео-

логическими свойствами и функцией нагружения в виде [6]

F = (Sj
i − c(εj

i )
p − η(ej

i )
p)(Si

j − c(εi
j)

p − η(ei
j)

p) − k2 (1)

и ассоциированным законом течения в форме

(ej
i )

p = λ0(S
j
i − c(εj

i )
p − η(ej

i )
p). (2)

Верхние индексы p и e приписываются величинам, характеризующим пластическое и упругое со-

стояния тела соответственно. Здесь Si
j = σi

j − 1
3σ

k
kg

i
j — компоненты девиатора тензора напряжений,

(εj
i )

p — компоненты тензора пластических деформаций, (ej
i )

p — компоненты тензора скоростей пла-

стических деформаций; с и η — коэффициенты упрочнения и вязкости соответственно, k — предел

текучести, λ0 — неопределенный множитель. При этом компоненты тензора полных деформаций εi
j

удовлетворяют условию [6]

εi
j = (εi

j)
p + (εi

j)
e. (3)

Компоненты тензора упругих деформаций связаны с компонентами тензора напряжений законом Гука:

σij = (λgijgrk + µ(gikgjr + girgjk))εrk. (4)

Здесь λ, µ — параметры Ламе, gij — компоненты метрического тензора.

Компоненты тензора полных деформаций связаны с компонентами вектора перемещений ui фор-

мулами Коши:

εij = 1
2 (∇iuj + ∇jui). (5)

Здесь и далее ∇ — символ ковариантного дифференцирования.

Уравнения равновесия и граничные условия приняты в обычной форме.

Рассмотрим конструкцию, состоящую из шарнирно-опёртой сжимаемой упругой цилиндрической

оболочки толщиной 2h и длиной l с упруговязкопластическим заполнителем при сжатии усилиями ин-

тенсивности q вдоль образующей (рис. 1). Причем усилия действуют как на оболочку, так и заполни-

тель, которые одинаково деформируются на величину ε
(1)0
zz = ε0zz = ε. Здесь и далее индекс «0» вверху
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величин обозначает их принадлежность к основному докрити-

ческому состоянию, индекс «(1)» вверху — принадлежность к

оболочке, его отсутствие — принадлежность к заполнителю.

r

R

R

l

q q

z

0

1

Рис. 1

Исходя из уравнений равновесия и граничных условий на

боковой поверхности, привлекая при этом соотношения (1)–(5),

учитывая условия несжимаемости для заполнителя, а также

условия на линии спая оболочка – заполнитель находим докри-

тическое напряженно деформированное состояние данной кон-

струкции, которое в полярных координатах (r, θ) имеет вид:

в сжимаемой упругой оболочке

u0(1)
r = C1r +

C2

r
, ε0(1)rr = −C1

r2
− ε

2
, ε

0(1)
θθ =

C1

r2
− ε

2
,

ε0(1)zz = ε, σ0(1)
zz = 2C1λ

(1) + (λ(1) + µ(1))ε,

σ0(1)
rr = 2C1(λ

(1) + µ(1)) − 2C2µ
(1)/r2 + λ(1)ε,

σ
0(1)
θθ = 2C1(λ

(1) + µ(1)) + 2C2µ
(1)/r2 + λ(1)ε,

C1 =
(λ(1)R2

1 + µ(1)R2)ε+ qR2
1

2(λ(1) + µ(1))R2
1 + 2µ(1)R2

, C2 =
(µ(1)ε− q)R2R2

1

2(λ(1) + µ(1))R2
1 + 2µ(1)R2

; (6)

в упуговязкопластическом заполнителе

ε0rr = ε0θθ = −ε
2
, ε0zz = ε, (ε0zz)

p = −2(ε0rr)
p, (ε0rr)

p = (ε0θθ)
p =

µε+ k/
√

6

2µ+ c

(

exp

(

−2µ+ c

η
t

)

− 1

)

,

σ0
rr = σ0

θθ = −q(2µ
(1)) + λ(1))R2

1 + εµ(1)µ(1)(R2
1 −R2)

(λ(1) + µ(1))R2
1 + µ(1)R2

, (7)

σ0
zz = σ0

rr + 6µ
(ε

2
+ ε0p

rr

)

.

В (6), (7) R — радиус заполнителя, R1 = R+ 2h — внешний радиус оболочки.

Исследование устойчивости основного состояния (6), (7) составной двухслойной оболочки в пред-

положении, что слои работают совместно без проскальзывания и отставания, сводится к решению

уравнений равновесия в вариациях [8] для областей оболочки и заполнителя при соответствующих

граничных условиях.

Уравнения равновесия для областей упругой оболочки и упруговязкопластического заполнителя

имеют вид [8]

∇i(σ
i
j +

0

σi
k ∇kuj) − ρs2uj = 0, s = iΩ, Ω = α+ iβ. (8)

Граничные условия на внешнем контуре оболочки запишем в виде

(σ
i(1)
j +

0(1)

σi
k ∇ku

(1)
j )N

(1)
i = pj . (9)

При этом в случае «следящей» нагрузки pi =
0
pk ∇kuj , в случае «мертвой» нагрузки pi = 0, N

(1)
j —

орты нормали.

Условия непрерывности компонент тензора напряжений и вектора перемещений на границе кон-

такта оболочки и заполнителя, при r = R имеют вид

(σi
j + σ0ik∇iuj)Nj − (σ

i(1)
j + σ0ik(1)∇ku

(1)
j )N

(1)
j = 0, (10)

u
(1)
j − uj = 0. (11)

Линеаризованная связь между значениями амплитуд компонент тензоров напряжений и деформа-

ций для несжимаемой упруговязкопластической среды согласно [6] представима в виде

σi
j = (αikg

kk∇kuk + p0)g
i
j + (1 − gi

j)g
iiGi

j(∇iuj + ∇jui), (12)
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для сжимаемой упругой среды согласно [5] — в виде

σ
i(1)
j = α

(1)
ik g

kk∇ku
(1)
k gi

j + (1 − gi
j)g

iiG
i(1)
j (∇iu

(1)
j + ∇ju

(1)
i ). (13)

В (12), (13) отсутствует суммирование по индексам i и j, p0 — множитель Лагранжа. Величины αij ,

α
(1)
ij , Gi

j , G
i(1)
j имеют вид

α
(1)
ij = λ(1)δjj + 2µ(1)δij , G

i(1)
j = µ(1), αij = 2µδij − 3α

0

fii

0

fjj , (14)

α =
4

3
µ2[k2(2µ+ c− ηs)]−1, f0

ij = S0
ij − c(ε0ij)

p, Gi
j = µ. (15)

К соотношениям (8), (12), (15) для заполнителя следует присоединить условия несжимаемости

∇ku
k = 0. (16)

Уравнения (8)–(16) представляют собой связную краевую задачу устойчивости относительно ампли-

туд компонент векторов перемещений u(1), v(1), w(1) и u, v, w, гидростатического давления p соот-

ветственно для оболочки и заполнителя. Нетривиальное решение этой задачи соответствует потере

устойчивости основного состояния.

Для нахождения собственных значений задачи компоненты вектора перемещений и гидростатиче-

ское давление в заполнителе аппроксимируем следующим образом:

u = ψn1(r) cosnθ sin γz, v = ψn2(r) sinnθ sinγz, w = ψn3(r) cosnθ cos γz,

p0 = Pn(r) cosnθ sin γz, γ = mπ/l.
(17)

Здесь n, m — параметры волнообразования. В оболочке перемещения u(1), v(1), w(1) имеют вид (17),

где величинам ψni (i = 1, 2, 3) следует приписать символ «(1)» вверху. Выбор решения задачи устой-

чивости в форме (17) предполагает, что заполнитель и оболочка работают совместно без проскальзы-

вания и отставания, и соответствует неосесимметричной форме потери устойчивости.

Подставляя функции u, v, w, p0, u
(1), v(1), w(1) в линеаризованные уравнения равновесия (8) и

учитывая при этом (12)–(16), после ряда преобразований получаем системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений первого порядка:

для оболочки

dy(1)(r)/dr = C(r)y(1)(r) (R ≤ r ≤ R+ 2h); (18)

для заполнителя

dy(r)/dr = D(r)y(r) (r ≤ R), (19)

где y(1) = (ψ
(1)
n1 , ψ

(1)
n2 , ψ

(1)
n3 , ψ

(1)′

n1 , ψ
(1)′

n2 , ψ
(1)′

n3 ), y = (ψn1, ψn2, ψn3, Pn, ψ
′

n1, ψ
′

n2) — векторы, C и D —

матрицы шестого порядка. Элементы cij и dij матриц C и D, отличные от нуля таковы:

c14 = c25 = c36 = 1, c41 = (n2(
0

σ
(1)
θθ +µ(1)) + γ2r2(

0

σ
(1)
zz +µ(1)) +

0

σ
(1)
θθ +α

(1)
11 − ρ(1)ωr2)/r,

c42 = n(2

0

σ
(1)
θθ +µ(1) + α

(1)
11 )/r, c44 =

0

σ
(1)
rr +α

(1)
11 + r

0

σ
(1)
rr,r, c45 = n(µ(1) + α

(1)
12 ),

c46 = γ(µ(1) + α
(1)
12 )r, c51 = n(2

0

σ
(1)
θθ +µ(1) + α

(1)
11 )/r,

c52 = (n2(
0

σ
(1)
θθ +α

(1)
11 ) + γ2r2(

0

σ
(1)
zz +µ(1)) +

0

σ
(1)
θθ +µ(1) − ρ(1)ωr2)/r, c53 = −nγ(µ(1) + α

(1)
12 ),

c55 =
0

σ
(1)
rr +r

0

σ
(1)
rr,r +µ(1), c61 = −γ(µ(1) + α

(1)
12 ), c62 = −nγ(µ(1) + α

(1)
12 ),

c63 = (n2(

0

σ
(1)
θθ +µ(1)) + γ2r2(

0

σ
(1)
zz +α

(1)
11 ) − ρ(1)ωr2)/r,

c64 = −γ(µ(1) + α
(1)
12 )r, c66 =

0

σ
(1)
rr +r

0

σ
(1)
rr,r +µ(1);

(20)
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d14 = d25 = d36 = 1, d41 = (n2(
0
σθθ +µ) + γ2r2(

0
σzz +µ) +

0
σθθ −

0
σrr +

0
σrr,r −ρωr2)/r2,

d42 = n(2
0
σθθ +µ− 0

σrr +r
0

σrr,r)/r
2, d43 = −γ 0

σrr,r, d45 = n(α11 − α12 − µ− 0
σrr)/r,

d46 = γ(α23 − α11 + µ− 0
σrr), d51 = n(2

0
σθθ +α11 − α12)/r,

d52 = (n2(
0
σθθ −µ+ α11 − α12) + γ2r2(

0
σzz +µ) +

0
σθθ +µ− ρωr2)/r,

d53 = nγ(α12 − α23), d54 = n, d55 = µ+
0
σrr +r

0
σrr,r,

d63 = (n2(
0
σθθ +µ) + γ2r2(

0
σzz −µ+ α33 − α23) − ρωr2)/r2, d64 = γ.

(21)

Коэффициенты cij для i = 4 надо поделить на r(
0

σ
(1)
rr +α

(1)
11 ), а для i = 5, 6 — на r(

0

σ
(1
rr)+µ(1)).

Аналогично dij для i = 5, 6 надо поделить на r(σrr + µ). При этом для сжимаемой упругой оболочки

α
(1)
11 = α

(1)
22 = α

(1)
33 = 2µ(1) + λ(1), α

(1)
12 = α

(1)
21 = α

(1)
13 = α

(1)
23 = α

(1)
31 = α

(1)
32 = λ(1), (22)

а для упруговязкопластического заполнителя

α11 = α22 = 2µ− αk2

2
, α33 = 2µ− 2αk2, α12 = α21 = −αk

2

2
, α13 = α23 = α31 = α32 = αk2. (23)

Граничные условия (9) и (11) с учетом (12)–(16) запишутся в виде

– условия контакта при r = R:

(
0
σrr +α11)Ψ

′

n1 + α12Ψn1/r + α12Ψn2/r − γα13Ψn3 + Pn =

= (
0

σ
(1)
rr +α

(1)
11 )Ψ

(1)′

n1 + α
(1)
12 Ψ

(1)
n1 /r + α

(1)
12 Ψ

(1)
n2 /r − γα

(1)
13 Ψ

(1)
n3 ,

r(
0
σrr +µ)Ψ

′

n2 − nµΨn1 − µΨn2 = r(

0

σ
(1)
rr +µ(1))Ψ

(1)′

n1 − nµ(1)Ψ
(1)
n1 − µ(1)Ψ

(1)
n2 ,

(
0
σrr +µ)Ψ

′

n3 + γµΨn1 = (

0

σ
(1)
rr +µ(1))Ψ

(1)′

n1 + γµ(1)Ψ
(1)
n1 , u = u(1), v = v(1), w = w(1);

(24)

– условия на поверхности при r = R1:

(
0

σ
(1)
rr +α

(1)
11 )Ψ

(1)′

n1 + α
(1)
12 Ψ

(1)
n1 /r + α

(1)
12 Ψ

(1)
n2 /r − γα

(1)
13 Ψ

(1)
n3 = 0,

r(

0

σ
(1)
rr +µ(1))Ψ

(1)′

n1 − nµ(1)Ψ
(1)
n1 − µ(1)Ψ

(1)
n2 = 0,

(

0

σ
(1)
rr +µ(1))Ψ

(1)′

n1 + γµ(1)Ψ
(1)
n1 = 0.

(25)

Поскольку точное аналитическое решение краевой задачи (18)–(25) найти не удается, будем

искать приближенное решение методом конечных разностей [9]. В результате получаем однород-

ную систему линейных алгебраических уравнений, которую можно представить в матричной форме

(Xij)(Yi) = 0.Отсюда следует, что определение критического значения параметра нагружения q∗ cво-

дится к разрешимости матричного уравнения

det(Xij) = 0. (26)

При вычислении определителя необходимо учитывать соотношения (6), (7), описывающие напряжен-

но деформируемое докритическое состояние. Минимизация должна проводиться по шагу разностной

сетки β, параметрам волнообразования по контуру m и образующей n, параметрам материала оболоч-

ки и заполнителя λj и величине s = iΩ. Таким образом, получаем задачу многомерной оптимизации

величины q в зависимости от s, m, n при условии

Φ = det(Xij(q, s,m, n, λj)) = 0. (27)

Задача определения критической нагрузки q∗ при фиксированных значениях β и параметрах λj

может быть решена в два этапа. На первом этапе необходимо определить область в пространстве

параметров q, s, m, n, в которой происходит смена знака функции Φ(q, s,m, n, β, λj), 0 ≤ s < ∞,
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m, n = 1, 2 . . ., на втором согласно (26)) вычисляется значение q∗ = min
s,m,n

q(s,m, n), при котором

Φ(q∗, s∗,m∗, n∗, β, λj) = 0. Оптимизацию по параметру β проводить необходимо следующим образом.

Вычисление критической нагрузки прекращается, если после уменьшения шага разностной сетки в

два раза получаемые значения нагрузки отличаются друг от друга с заданной точностью.

Численный счет проводился для безразмерных величин, при этом все величины, имеющие размер-

ность напряжений, относились к модулю сдвига µ(1) для упругого материала оболочки, а величины,

имеющие размерность длины, — к радиусу заполнителя R.

На рис. 2, 3 показаны зависимости величины критической нагрузки q∗ от толщины упругой оболоч-

ки (R1−R) при различных значениях коэффициентов вязкости и упрочнения, которым соответствуют

значения параметров волнообразования m = n = 3.
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Рис. 2 Рис. 3

На рис. 2 кривая 1 соответствует коэффициенту упрочнения с = 0.0005, кривая 2 — с = 0.01,

кривая 3 — с = 0.2. При этом коэффициент вязкости материала заполнителя η = 0.2. На рис. 3

кривая 1 соответствует η = 0.001, кривая 2 — η = 0.01, кривая 3 — η = 0.1. При этом коэффициент

упрочнения с = 0.2. Для обоих рисунков ε = 0.07, µ = 0.8, λ(1) = 24, к = 0.07, l = 1000.

Из анализа результатов численного счета следует, что

– при увеличении толщины упругого слоя оболочки значение критической нагрузки q∗ увеличи-

вается (см. рис. 1, 2);

– с ростом коэффициентов упрочнения с и вязкости η область устойчивости увеличивается.
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