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Рассматривается задача управления по минимаксному крите-
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ВВЕДЕНИЕ

Построение эффективных управляющих процедур для реальных систем обусловлено точностью

используемых математических моделей. Детализация описания динамики управляемого процесса при-

водит к сложным структурам (часто нелинейным), включающим различные особенности. Это может

определяться наличием нескольких взаимосвязанных подпроцессов с существенно различными вре-

менными масштабами, и удобный способ формализации в этом случае — введение сингулярных

возмущений. В последние годы много работ посвящено проблемам оптимального управления такими

системами (см. обзоры [1–3]). Зависимость текущей скорости изменения выходных переменных систе-

мы от их значений в предшествующие моменты времени приводит к моделям, которые описываются

дифференциальными уравнениями с последействием [4]. Указанные особенности в значительной ме-

ре затрудняют использование известных результатов теории оптимального управления, практическую

реализацию употребляемых методов и схем решения. Поэтому важным представляется качественное

исследование асимптотических свойств управляемых сингулярно возмущенных систем (ансамблей

траекторий, множеств достижимости), разработка на их основе аналитических способов представле-

ния (построения) решений.

В данной работе рассматриваются динамические объекты, математическими моделями которых

являются сингулярно возмущенные системы (с малым параметром при части производных) с за-

паздыванием (по состоянию). Рассматривается задача оптимального управления в постановке [5, 6]

для сингулярно возмущенных систем с запаздыванием в условиях неопределенности по начальным

условиям. Терминальный функционал качества зависит как от быстрых, так и от медленных перемен-

ных. В основе предлагаемого метода лежит идея последовательных приближений фундаментальной

матрицы исходной системы при ее блочном представлении (соответственно размерности медленных

и быстрых переменных). При реализации метода используются результаты исследований [5–10], а

также аппарат выпуклого анализа [11]. Оптимальное решение аппроксимируется с любой заданной

точностью (относительного малого параметра), при этом не требуется чрезмерных условий гладкости

(дифференцируемость не выше первого порядка), ограничений на класс допустимых управлений.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается управляемая сингулярно возмущенная система (с малым параметром µ > 0 при

части производных) с запаздыванием h > 0 (по состоянию):

dx(t)/dt = A11(t)x(t) + A12(t)y(t) + G1(t)x(t − h) + B1(t)u(t),

µ dy(t)/dt = A21(t)x(t) + A22(t)y(t) + G2(t)x(t − h) + B2(t)u(t),
(1)

где t ∈ T = [t0, t1], x ∈ Rn, y ∈ Rm, Aij , Bi, Gi, i, j = 1, 2 — матрицы соответствующих размеров

с непрерывными элементами. Начальное состояние системы x(t) = ψ(t), t0 − h ≤ t < t0, x(t0) = x0,

y(t0) = y0 точно неизвестно и заданы лишь ограничения x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0, где X0, Y0 — выпук-

лые компакты в соответствующих пространствах, ψ(t) ∈ Ψ(t), t0 − h ≤ t < t0, Ψ(t) — заданное

многозначное отображение со значениями в виде выпуклых компактов (в Rn), непрерывное по t в

метрике Хаусдорфа. Реализации управления u(t), t ∈ T — измеримые, по Лебегу, функции, удо-

влетворяющие условию u(·) ∈ P , P — слабо компактное выпуклое множество в Lr
2(T ). В данном

случае P = {u(·) | u(t) ∈ P (t), t ∈ T}, где P (t) — заданное непрерывное, ограниченное, выпуклое

многозначное отображение. Пусть выполнено следующее

Предположение 1. Собственные значения λs(t) матрицы A22(t) удовлетворяют неравенству

Re λs(t) < −2c < 0 при t ∈ T , c = const > 0.

Тогда [12, с. 69] при достаточно малых µ (0 < µ ≤ µ0) фундаментальная матрица решений Y [t, τ ]

системы µdy/dt = A22(t)y, Y [τ, τ ] = Em, Em — единичная матрица m×m, при t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1 имеет

оценку

‖Y [t, τ ]‖ ≤ c0 exp{−c(t − τ)/µ}, (2)

c0 > 0 — некоторая постоянная, ‖·‖ — евклидова норма.
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Рассмотрим вырожденную систему, полученную из (1) при µ = 0:

dx(t)/dt = A0(t)x(t) + G0(t)x(t − h) + B0(t)u(t), (3)

y(t) = −A−1
22 (t)A21(t)x(t) − A−1

22 (t)G2(t)x(t − h) − A−1
22 (t)B2(t)u(t), (4)

где t ∈ T , A0(t) = A11(t) − A12(t)A
−1
22 (t)A21(t), G0(t) = G1(t) − A12(t)A

−1
22 (t)G2(t), B0(t) = B1(t) −

− A12(t)A
−1
22 (t)B2(t).

Пусть Z[t, τ ] и X[t, τ ] есть фундаментальные матрицы решений соответственно систем (1) и (3)

(при u ≡ 0), причем X[τ, τ ] = En, X[t, τ ] = 0 при τ > t; Z[τ, τ ] = En+m. Матрицу Z[t, τ ] представим

в следующем блочном виде:

Z[t, τ ] =

(

Z11[t, τ ] Z12[t, τ ]

Z21[t, τ ] Z22[t, τ ]

)

,

здесь Z11[t, τ ], Z12[t, τ ], Z21[t, τ ], Z22[t, τ ] — матрицы с размерами соответственно n×n, n×m, m×n,

m × m.

Введем следующие обозначения: z′ = (x′, y′), Z0 = X0 × Y0; Z(t, u(·), Z0, ψ(·)), Z0(t, u(·),X0, ψ(·)),

t0 ≤ t ≤ t1 — соответственно множества (ансамбли) траекторий z(t, u(·), z0, ψ(·)) системы (1), исхо-

дящих из Z0, и z0(t, u(·), x0, ψ(·)) системы (3)–(4), исходящих из X0, при некотором ψ(·) ∈ Ψ(·) и

фиксированном u(·) ∈ P .

Определим функционал J(·): J(u(·)) = max
z0∈Z0

max
ψ(·)∈Ψ(·)

ϕ(z(t1;u(·), z0, ψ(·))), где ϕ(·) : Rn+m → R

— заданная выпуклая функция (с конечными значениями).

Задача 1. Среди управлений u(·) ∈ P найти оптимальное u0 = u0(·), доставляющее минимум

функционалу J на множестве P : ε0(t1) = J(u0) = min
u(·)∈P

J(u(·)).

Решение задачи 1 описывается следующими соотношениями (используя [6]):

ε0(t1) = min
u(·)∈P

max
l∈Rn+m

max
z0∈Z0

max
ψ(·)∈Ψ(·)

{l′ z(t1;u(·), z0, ψ(·)) − ϕ∗(l)} =

= max{χ0(l, µ) | l ∈ Rn+m} = χ0(l0, µ), (5)

χ0(l, µ) = −h∗∗(l) − ρ(−r(·; t1, l, µ) | P ),

h(l) = ϕ∗(l) − ρ(l′Z[t1, t0] | Z0)−

−

t0+h
∫

t0

ρ(((p′Z11[t, τ ] + q′Z21[t, τ ])G1(τ) + (1/µ)(p′Z12[t, τ ] + q′Z22[t, τ ])G2(τ)) | Ψ(τ − h))dτ,

r(τ ; t, l, µ) = (p′Z11[t, τ ] + q′Z21[t, τ ])B1(τ) + (1/µ)(p′Z12[t, τ ] + q′Z22[t, τ ])B2(τ),

где l′ = (p′, q′), p ∈ Rn, q ∈ Rm; ϕ∗(l) — функция, сопряженная [11] к ϕ(z); h∗∗(l) = (co h)(l)

— замыкание выпуклой оболочки [11] функции h(l); ρ(s|X) — опорная функция множества X на

элементе s. Оптимальное управление u0(·, µ) удовлетворяет условию минимума: для почти всех τ ∈ T

min
u(τ)∈P (τ)

r(τ ; t1, l
0, µ)u(τ) = r(τ ; t1, l

0, µ)u0(τ, µ). (6)

Полученные u0(·, µ), l0, ε0(t1) зависят от параметра µ. Однако эти величины при µ → +0 могут не

сходиться [8] к соответствующим решениям задачи 1 для вырожденной системы . Поэтому важным

представляется построить аппроксимацию оптимального управления u0(·, µ), доставляющую опти-

мальное значение ε0(t1) = J(u0(·, µ)) с заданной точностью (относительно µ). В данной работе в ос-

нове предложенного способа определения требуемых приближений лежит возможность представления

блоков Zij [t, τ ;µ] (i, j = 1, 2) в виде пределов равномерно сходящихся на [t0, t1] последовательностей

(при 0 < µ ≤ µ0, µ0 достаточно мало) Z
(k)
ij [t, τ ;µ], k = 0, 1, 2, . . .

16 Научный отдел
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2. АСИМПТОТИКА ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ

Пусть Ẑ[t, τ ] — решение матричного уравнения dẐ[t, τ ]/dt = A(t)Ẑ[t, τ ]+G(t)Ẑ[t−h, τ ]+B(t)u(t);

Z1[t, τ ] — решение матричного уравнения dZ1[t, τ ]/dt = A(t)Z1[t, τ ] + G(t)Z1[t − h, τ ], причем

Z1[τ, τ ] = En, Z1[t, τ ] = 0 при τ > t; Z0[t, τ ] — решение матричного уравнения dZ0[t, τ ]/dt =

= A(t)Z0[t, τ ], причем Z0[τ, τ ] = En. Тогда по формуле Коши [13] получаем

Z1[t, τ ] = Z0[t, τ ] +

t
∫

τ

Z0[t, s]G(s)Z1[s − h, τ ]ds,

Ẑ[t, τ ] = Z1[t, τ ] +

t
∫

τ

Z1[t, s]B(s)u(s)ds. (7)

Применяя формулу (7) для каждого блока матрицы Z[t, τ ], получим следующее утверждение.

Лемма 1. Матрицы Zij [t, τ ], i, j = 1, 2, t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1, удовлетворяют уравнениям:

Z11[t, τ ] = X[t, τ ] + µ

t
∫

τ

X[t, s]A12(s)A
−1
22 (s)(dZ21[s, τ ]/ds)ds, (8)

Z12[t, τ ] = µ

t
∫

τ

X[t, s]A12(s)A
−1
22 (s)(dZ22[s, τ ]/ds)ds, (9)

Z21[t, τ ] = (1/µ)

t
∫

τ

Y [t, s](A21(s)Z11[s, τ ] + G2(s)Z11[s − h, τ ])ds,

Z22[t, τ ] = Y [t, τ ] + (1/µ)

t
∫

τ

Y [t, s](A21(s)Z12[s, τ ] + G2(s)Z12[s − h, τ ])ds.

Уравнения (8) и (9) преобразуются к виду

Z11[t, τ ] = X[t, τ ] −

t
∫

τ

(dZ
(0)
12 [t, s]/ds)A−1

22 (s)(A21(s)Z11[s, τ ] + G2(s)Z11[s − h, τ ])ds, (10)

Z12[t, τ ] = Z
(0)
12 [t, τ ] −

t
∫

τ

dZ
(0)
12 [t, s]

ds
A−1

22 (s)(A21(s)Z12[s, τ ] + G2(s)Z12[s − h, τ ])ds,

где матрица Z
(0)
12 [t, τ ] определяется формулой Z

(0)
12 [t, τ ] =

t
∫

τ

X[t, s]A12(s)Y [s, τ ]ds.

Теорема 1. Существуют достаточно малое число µ0 > 0 и постоянная N > 0, такие что в

области 0 < µ ≤ µ0, t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1 выполняются оценки

‖Z11[t, τ ]‖ ≤ N/(1 − µN); ‖Z12[t, τ ]‖ ≤ µN(1 − e−c(t−τ)/µ)/(1 − µN),

‖Z21[t, τ ]‖ ≤ N(1 − e−c(t−τ)/µ)/(1 − µN), (11)

‖Z22[t, τ ]‖ ≤ c0e
−c(t−τ)/µ + µN2(1 − e−c(t−τ)/µ)/(1 − µN).

Доказательство. Пользуясь методом последовательных приближений Пикара, решение (10)

можно представить как предел равномерно сходящейся на отрезке [t0, t1] следующей последова-

тельности (при 0 < µ ≤ µ0, µ0 достаточно мало): Z
(0)
11 [t, τ ] = X[t, τ ], Z

(k+1)
11 [t, τ ] = X[t, τ ] −

−
t
∫

τ

(dZ
(0)
12 [t, s]/ds)A−1

22 (s)(A21(s)Z
(k)
11 [s, τ ] + G2(s)Z

(k)
11 [s − h, τ ])ds, k = 0, 1, 2, . . .

В силу ограниченности X[t, τ ], t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1, с учетом оценки (2), при 0 < µ ≤ µ0 справедливы

неравенства:

‖X[t, τ ]‖ ≤ N0,
∥

∥

∥
Z

(0)
12 [t, τ ]

∥

∥

∥
≤ µN1c0(1 − e−c(t−τ)/µ)/c,
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∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

τ

(dZ
(0)
12 [t, s]/ds)A−1

22 (s)(A21(s)X[s, τ ] + G2(s)X[s − h, τ ])ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤ µN0N1c0/c,

∥

∥

∥
Z

(k+1)
11 [t, τ ] − Z

(k)
11 [t, τ ]

∥

∥

∥
≤ µk+1N0(N1c0/c)k+1, k = 0, 1, 2, . . . ,

где N0 > 0, N1 > 0 — некоторые постоянные. Отсюда непосредственно следует (при соответствующем

выборе N > 0) оценка (11) для Z11[t, τ ]. Аналогично получаются остальные неравенства, причем в

области 0 < µ ≤ µ0, t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1 имеем:
∥

∥

∥
Z

(k+1)
12 [t, τ ] − Z

(k)
12 [t, τ ]

∥

∥

∥
≤ µk+2N0N

k+1
1 (c0/c)(1 − e−c(t−τ)/µ),

∥

∥

∥
Z

(k+1)
21 [t, τ ] − Z

(k)
21 [t, τ ]

∥

∥

∥
≤ µk+1N0N

k+1
1 (c0/c)(1 − e−c(t−τ)/µ), (12)

∥

∥

∥
Z

(k+1)
22 [t, τ ] − Z

(k)
22 [t, τ ]

∥

∥

∥
≤ µkN0N

k
1 (c0/c)2(µ(1 − e−c(t−τ)/µ) − c(t − τ)e−c(t−τ)/µ), k = 0, 1, 2, . . .

Теорема 1 доказана.

Рекуррентные формулы для вычисления Zij [t, τ ], i, j = 1, 2, определяющие асимптотику фунда-

ментальной матрицы, есть:

Z
(k+1)
11 [t, τ ] = X[t, τ ] −

t
∫

τ

(dZ
(0)
12 [t, s]/ds)A−1

22 (s)(A21(s)Z
(k)
11 [s, τ ] + G2(s)Z

(k)
11 [s − h, τ ]) ds,

Z
(k+1)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ] +

t
∫

τ

Z
(k)
21 [t, s]A12(s)Y [s, τ ] ds, Z

(k)
12 [t, τ ] =

t
∫

τ

Z
(k)
11 [t, s]A12(s)Y [s, τ ] ds,

Z
(k)
21 [t, τ ] = (1/µ)

t
∫

τ

Y [t, s](A21(s)Z
(k)
11 [s, τ ] + G2(s)Z

(k)
11 [s − h, τ ]) ds, k = 0, 1, 2, . . . ,

причем Z
(0)
11 [t, τ ] = X[t, τ ], Z

(0)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ].

Для задачи 1 соотношение (5) можно представить [14] в виде

ε0(t1) = min
u(·)∈P

max
p,q

{ρ(p′Z11[t1, t0] + q′Z21[t1, t0]|X0) + ρ(p′Z12[t1, t0] + q′Z22[t1, t0]|Y0)+

+

t1
∫

t0

[(p′Z11[t1, τ ] + q′Z21[t1, τ ])B0(τ) + (1/µ)q′Y [t1, τ ]B2(τ) − ξ(τ, t1, p, q)A−1
22 (τ)B2(τ)]u(τ)dτ+ (13)

+

t0+h
∫

t0

ρ((p′Z11[t1, τ ] + q′Z21[t1, τ ])G0(τ) − ξ̃(τ, t1, p, q)A−1
22 (τ)G2(τ)|Ψ(τ − h))dτ − ϕ∗(p, q)},

где ξ(τ, t1, p, q) = d
dτ [p′Z12[t1, τ ] + (1/µ)

t1
∫

τ

q′Y [t1, s]A21(s)Z12[s, τ ]ds], ξ̃(τ, t1, p, q) = d
dτ [p′Z12[t1, τ ] +

+ (1/µ)
t0+h
∫

τ

q′Y [t1, s]A21(s)Z12[s, τ ]ds].

На основании теоремы А. Лебега [15, с. 259] при 0 < µ ≤ µ0 (µ0 достаточно мало) для любых

u(·) ∈ P (·), p ∈ Rn, q ∈ Rm справедливы оценки

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t0+h
∫

t0

ρ(ξ̃(τ, t1, p, q)A−1
22 (τ)G2(τ)|Ψ(τ − h))dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤ ω(µ)[‖p‖ + N2 ‖q‖],

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t1
∫

t0

ξ(τ, t1, p, q)A−1
22 (τ)B2(τ)u(τ)dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤ ω(µ)[‖p‖ + N1 ‖q‖],

(14)

где ω(µ) = o(1); N1, N2 > 0 — некоторые постоянные.
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3. АППРОКСИМАЦИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1

Используя последовательности Z
(k)
ij [t, τ, µ], i, j = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . ., можно аппроксимировать

решение задачи 1 с любой заданной точностью (относительно µ, 0 < µ ≤ µ0). Будем предполагать,

что элементы матриц A12(τ), A−1
22 (τ) имеют на T ограниченные производные. Построим управляющее

воздействие u
(k)
µ (·), доставляющее оптимальное значение ε0(t1) с точностью o(µk). Из (13) имеем

ε0(t1) = min
u(·)∈P

max
p,q

{ρ[p′Z
(k)
11 [t1, t0] + q′Z

(k)
21 [t1, t0] + ξ

(k)
1 (t0, t1, p, q)|X0]+

+ρ[p′Z
(k)
12 [t1, t0] + q′Z

(k)
22 [t1, t0] + ξ

(k)
2 (t0, t1, p, q)|Y0] +

t1
∫

t0

r(k)(τ, t1, p, q)u(τ)dτ+ (15)

+

t0+h
∫

t0

ρ(r
(k)
h (τ, t1, p, q)|Ψ(τ − h))dτ +

t1
∫

t0

[ξ
(k)
1 (τ, t1, p, q)B0(τ) + ξ(k)(τ, t1, p, q)A−1

22 (τ)B2(τ)]u(τ)dτ+

+

t0+h
∫

t0

ρ(ξ
(k)
1 (τ, t1, p, q)G0(τ) + ξ̃(k)(τ, t1, p, q)A−1

22 (τ)G2(τ)|Ψ(τ − h))dτ − ϕ∗(p, q)}, p ∈ Rn, q ∈ Rm,

где

ξ
(k)
i (τ, t, p, q) = p′(Z1i[t, τ ] − Z

(k)
1i [t, τ ]) + q′(Z2i[t, τ ] − Z

(k)
2i [t, τ ]), i = 1, 2,

ξ(k)(τ, t, p, q) = −p′
d

dτ
(Z12[t, τ ] − Z

(k−1)
12 [t, τ ]) − (1/µ)

t
∫

τ

q′Y [t, s]A21(s)
d

dτ
(Z12[s, τ ] − Z

(k−1)
12 [s, τ ])ds,

ξ̃(k)(τ, t, p, q) = −p′
d

dτ
(Z12[t, τ ] − Z

(k−1)
12 [t, τ ]) − (1/µ)

t0+h
∫

τ

q′Y [t, s]A21(s)
d

dτ
(Z12[s, τ ] − Z

(k−1)
12 [s, τ ])ds,

r(k)(τ, t, p, q) = (p′Z
(k)
11 [t, τ ] + q′Z

(k)
21 [t, τ ])B0(τ) + (1/µ)q′Y [t, τ ]B2(τ) −

d

dτ
[p′Z

(k−1)
12 [t, τ ]+

+(1/µ)

t
∫

τ

q′Y [t, s]A21(s)Z
(k−1)
12 [s, τ ]ds]A−1

22 (τ)B2(τ),

r
(k)
h (τ, t, p, q) = (p′Z

(k)
11 [t, τ ] + q′Z

(k)
21 [t, τ ])G0(τ) −

d

dτ
(p′Z

(k−1)
12 [t, τ ]+

+(1/µ)

t0+h
∫

τ

q′Y [t, s]A21(s)Z
(k−1)
12 [s, τ ]ds)A−1

22 (τ)G2(τ).

Используя оценки (12) и (14), получим следующий результат.

Лемма 2. Существуют достаточно малое число µ0 > 0 и постоянная N > 0, такие что для

любых t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1, p ∈ Rn, q ∈ Rm, 0 < µ ≤ µ0 справедливы неравенства:

∥

∥

∥

∥

d

dτ
(Z12[t, τ ] − Z

(k−1)
12 [t, τ ])

∥

∥

∥

∥

≤ µk+1Nk+2(c0/c)(1 − e−c(t−τ)/µ),

∥

∥

∥
ξ
(k)
i (τ, t, p, q)

∥

∥

∥
≤ µk+1Nk+2(‖p‖ + ‖q‖ (c0/c)(1 − e−c(t−τ)/µ)), i = 1, 2.

Пусть αk(µ) > 0 : αk(µ) = o(1), αk(µ)/µ → +∞ при µ → +0, причем для τ ∈ [t0, t1 − αk(µ)]

выполняется ‖Y [t1, τ ]‖ ≤ c0 exp{−c(t1 − τ)/µ} < c0µ
k+2N1, где N1 > 0 — некоторая постоянная.

Тогда имеем
t1

∫

t0

r(k)(τ, t1, p, q)u(τ)dτ =

t1−αk(µ)
∫

t0

r
(k)

1 (τ, t1, p, q)u(τ)dτ+
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+

αk(µ)/µ
∫

0

r
(k)

2 (s, t1, p, q)u(t1 − µs)ds + ξ̂k(l, µ), (16)

где
∣

∣

∣
ξ̂k(l, µ)

∣

∣

∣
≤ ‖l‖ ω̂k(µ), ω̂k(µ) = o(µk+1) при 0 < µ ≤ µ0; причем функции r

(k)

i (τ, t1, p, q), i = 1, 2,

определяются следующим образом:

при t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1 − αk(µ)

r
(k)

1 (τ, t1, p, q) = (p′Z
(k)
11 [t1, τ ]+

+

αk(µ)/µ
∫

0

q′Φ[t1, s](A21(t1 − µs)Z
(k)
11 [t1 − µs, τ ]+G2(t1 − µs)Z

(k)
11 [t1 − µs − h, τ ])ds)B0(τ)−

−
d

dτ
(p′Z

(k−1)
12 [t1, τ ] +

αk(µ)/µ
∫

0

q′Φ[t1, s]A21(t1 − µs)Z
(k−1)
12 [t1 − µs, τ ]ds)A−1

22 (τ)B2(τ),

при 0 ≤ s < αk(µ)/µ

r
(k)
2 (s, t1, p, q) = [q′Φ[t1, s] +

d

ds
(p′Z

(k−1)
12 [t1, t1 − µs]+

+

s
∫

0

q′Φ[t1, σ]A21(t1 − µσ)Z
(k−1)
12 [t1 − µσ, t1 − µs]dσ)A−1

22 (t1 − µs)]B2(t1 − µs) + µ[p′Z
(k)
11 [t1, t1 − µs]+

+

s
∫

0

q′Φ[t1, σ](A21(t1 − µσ)Z
(k)
11 [t1 − µσ, t1 − µs]+G2(t1 − µσ)Z

(k)
11 [t1 − µσ − h, t1 − µs])dσ]B0(t1 − µs),

где Φ[t1, s] = Y [t1, t1 − µs].

Таким образом, из представлений (15), (16) получаем следующий результат.

Теорема 2. При 0 < µ ≤ µ0 (µ0 достаточно мало) для любых p ∈ Rn, q ∈ Rm выполняются

соотношения:

χ0(p, q) = χ(k)(p, q) +
⌢

ξ k(p, q),

причем
∣

∣

∣

⌢

ξ k(p, q)
∣

∣

∣
≤ ‖l‖

⌢

ωk(µ),
⌢

ωk(µ) = O(µk+1);

ε0(t1) = ε(k)(t1) + O(µk+1), (17)

где

χ(k)(p, q) = −h∗∗

(k)(p, q) −

t1−αk(µ)
∫

t0

ρ(−r
(k)
1 (τ, t1, p, q) | P (τ))dτ −

αk(µ)/µ
∫

0

ρ(−r
(k)
2 (s, t1, p, q) | V (s))ds,

V (s) = P (t1 − µs),

h(k)(p, q) = ϕ∗(p, q) − ρ(p′Z
(k)
11 [t1, t0] +

αk(µ)/µ
∫

0

q′Φ[t1, s](A21(t1 − µs)Z
(k)
11 [t1 − µs, t0]+

+G2(t1 − µs)Z
(k)
11 [t1 − µs − h, t0])ds | X0) − ρ(p′Z

(k)
12 [t1, t0]+

+

αk(µ)/µ
∫

0

q′Φ[t1, s](A21(t1 − µs)Z
(k)
12 [t1 − µs, t0]+G2(t1 − µs)Z

(k)
12 [t1 − µs − h, t0])ds | Y0)−

−

t0+h
∫

t0

ρ(r
(k)
h (τ, t1, p, q)|Ψ(τ − h))dτ ,
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ε(k)(t1) = max{χ(k)(p, q) | p ∈ Rn, q ∈ Rm} = χ(k)(p(k), q(k)). (18)

Предположение 2.

(i) Система (3) вполне управляема [5] на T .

(ii) Для любого t ∈ T rank{B2(t), A22(t)B2(t), . . . , A
m−1
22 (t)B2(t)} = m.

(iii) Максимум в (18) достигается на векторе (l(k))′ = (p(k)′ , q(k)′) таком, что

r
(k)

1 (τ, t1, p
(k), q(k)) 6= 0, q(k) 6= 0.

Следует заметить, что в условиях предположения 2 задача 1 разрешима [5, с. 110; 6, с. 76], т.е.

существует управление u0(·) ∈ P (·), удовлетворяющее (6) при 0 < µ ≤ µ0, причем вектор (l0)′ =

= (p0′

, q0′

), максимизирующий (5), отличен от нулевого.

Теорема 3. Пусть выполнено предположение 2. Тогда при 0 < µ ≤ µ0 (µ0 достаточно мало)

управляющее воздействие

u(k)
µ (τ) =

{

u(k)(τ), t0 ≤ τ ≤ t1 − αk(µ),

v(k)((t1 − τ)/µ), t1 − αk(µ) < τ ≤ t1,

доставляет оценку ε0(t1) с точностью O(µk+1) :

ε0(t1) = J(u0(·)) = J(u(k)
µ (·)) + O(µk+1), (19)

причем u(k)(·), v(k)(·) определяются условиями: при почти всех τ ∈ [t0, t1 − αk(µ)], s ∈ [0, αk(µ)/µ)

r
(k)
1 (τ, t1, p

(k), q(k))u(k)(τ) = min
u(τ)∈P (τ)

r
(k)
1 (τ, t1, p

(k), q(k))u(τ),

r
(k)
2 (s, t1, p

(k), q(k))v(k)(s) = min
v(s)∈V (s)

r
(k)
2 (s, t1, p

(k), q(k))v(s).

Доказательство. Утверждение вытекает из свойств функции

L(k)(p, q;u(·), v(·)) = −h∗∗

(k)(p, q) +

t1−αk(µ)
∫

t0

r
(k)
1 (τ, t1, p, q)u(τ)dτ +

αk(µ)/µ
∫

0

r
(k)
2 (s, t1, p, q)v(s)ds,

а именно элементы p(k), q(k), u(k)(·), v(k)(·) определяют седловую точку L(k)(p, q;u(·), v(·)) : для

p ∈ Rn, q ∈ Rm, u ∈ P (·), v ∈ V (·)

L(k)(p, q;u(k)(·), v(k)(·)) ≤ L(k)(p
(k), q(k);u(k)(·), v(k)(·)) ≤ L(k)(p

(k), q(k);u(·), v(·)),

причем (пользуясь (18))

ε(k)(t1) = min
u(·),v(·)

max
p,q

L(k)(p, q;u(·), v(·)) = max
p,q

min
u(·),v(·)

L(k)(p, q;u(·), v(·)) =

= L(k)(p
(k), q(k);u(k)(·), v(k)(·)), p ∈ Rn, q ∈ Rm, u ∈ P (·), v ∈ V (·).

Тогда получим

J(u(k)
µ (·)) = max

p∈Rn,q∈Rm

{L(k)(p, q;u(k)(·), v(k)(·)) + ξ̂k(p, q;µ)}, (20)

где ξ̂k(p, q;µ) имеет такой же как в (17) порядок малости по µ (0 < µ ≤ µ0), и максимум

в (20) достигается на некотором векторе l̂ ∈ co M (k), где M (k) = {l ∈ Rn+m | l ∈ ∂ϕ(z),

z ∈ Z(t1;u
(k)
µ (·), Z0), ϕ(z) = J(u

(k)
µ (·))}, ∂ϕ(z) — субдифференциал функции ϕ в точке z [11],

co M (k) — выпуклая оболочка M (k) (в данном случае M (k) — компакт в Rn+m).

Таким образом, имеем J(u
(k)
µ (·)) = ε(k)(t1)+O(µk+1) при (0 < µ ≤ µ0), и, следовательно, справед-

ливо равенство (19). Теорема доказана.
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Предлагаются модель эволюции и метод анализа замкнутых экс-
поненциальных сетей массового обслуживания с динамическим
управлением интенсивностями обслуживания. Приводятся спо-
соб вычисления стационарного распределения и формулы для
вычисления стационарных характеристик сетей. Дается пример
анализа сети обслуживания рассматриваемого типа. Как показа-
ли результаты анализа и имитационного моделирования данной
сети, метод имеет достаточную для практических приложений
точность.
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Model of evolution and a method for analysis of closed exponential
queueing networks with dynamic control of service rates are
proposed. A method of computing of the stationary distribution and
formulas for calculating of stationary characteristics of the networks
are presented. An example of analysis of considered type queueing
network is given. According to the results of analysis and simulation
of this network the accuracy of this method is sufficient for practical
application.
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