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Дано описание раскладов экстремалей фредгольмовых функ-
ционалов, бифурцирующих из точек минимумов с двумерными
вырождениями и особенностями шестого порядка. Основной
иллюстрирующий пример –- задача о ветвлении сегнетоэлек-
трических фаз неоднородных кристаллов (в геликоидальной
модели). Использован модифицированный метод Ляпунова –
Шмидта (редукция к ключевой функции на R

n), оснащенный
элементами теории особенностей гладких функций. Акцент сде-
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Широко известно, что в теории Л.Д. Ландау [1, 2] сегнетоэлектрические фазы неоднородных кри-

сталлов определяются нелинейными дифференциальными уравнениями (уравнениями Эйлера – Ла-

гранжа экстремалей функционалов энергии). Нелинейность уравнений задается термодинамическими

потенциалами, алгебраическая структура которых определяется как на основе опытных данных, так

и на основе общих теоретических соображений.

Общематематический аспект задачи о фазовых переходах в кристаллах заключен в бифуркацион-

ном анализе экстремалей гладкого фредгольмова функционала (с параметрами) вблизи точки мини-

мума с многомерным вырождением [3]. Решение этой задачи можно получить посредством редукции

Ляпунова – Шмидта, то есть сведением к анализу ключевых функций, представленных в виде мно-

гопараметрических семейств полиномов от нескольких переменных [3–6]. Вычисление главной части

ключевой функции осуществляется через ритцевскую аппроксимацию (вообще говоря, нелинейную)

функционала по конечной совокупности мод бифуркации.

Основной результат статьи — описание всех допустимых раскладов экстремалей вблизи симмет-

ричной min-особенности шестого порядка.

1. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КЛЮЧЕВОЙ ФУНКЦИИ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ФАЗОВЫХ СОСТОЯНИЙ КРИСТАЛЛА

В случае двухкомпонентного параметра порядка при описании геликоидальных сегнетоэлектриче-

ских структур кристаллов часто используется [1] потенциал
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Сегнетоэлектрические фазы, соответствующие экстремалям этого функционала при условии перио-

дичности

w(z + 2π) = w(z), (1)

определяются уравнением

f(w) = 0, w ∈ E, f(w) ∈ F, (2)

где

f(w) :=
∂4w

∂z4
+ µ

∂2w

∂z2
+ grad Π(w) .

Нелинейный оператор f , действующий из банахова пространства

E := Π4
2π = {w ∈ C4(R, R2)

∣

∣ w(z + 2π) = w(z)}

(пространства четырежды дифференцируемых 2π-периодических функций со значениями в R
2) в

банахово пространство F := Π0
2π (пространство непрерывных периодических функций со значениями

в R
2), является фредгольмовым и (аналитического) индекса нуль [7]. Исследование уравнения (2)

можно провести, перейдя к ключевой функции.

2. ГРУППА СИММЕТРИЙ ОСНОВНОГО УРАВНЕНИЯ И НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА ГЛАВНОЙ ЧАСТИ КЛЮЧЕВОЙ
ФУНКЦИИ

Легко заметить, что группа G симметрий исходного уравнения (2) порождена преобразованиями
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При некоторой локализации параметров получаем в нуле 4-мерное вырождение со следующими

модами бифуркации:
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где s1(z) =
√

2 cos(z), s2(z) =
√

2 sin(z). В линейной оболочке N = Span(e1, e2, e3, e4), естестственно

отождествляемой с R
4 (пространством ключевых параметров), индуцируется действие группы G. По-

лученный сужением образ этой группы в SO(4) (в специальной ортогональной группе размерности 4,

SO(4) = {A ∈ O(4) : detA = 1}, O(4) = {A ∈ GL(4) : AT A = I} ) также обозначим G. Нетрудно

убедиться в том, что действие группы G в R
4 порождено матрицами
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.

Теорема 1. Ключевая функция

W (ξ) := inf
w:g(w)=ξ

V (w), ξ ∈ R
4, (3)
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где g(w) = (g1, g2, g3, g4)
⊤, gj(w) := 〈w, ej〉 (〈w, ej〉 =

2π
∫

0

wejdx), наследует симметрию функцио-

нала V : функция W инвариантна относительно действия G на R
4.

Доказательство этой теоремы несложно провести, если воспользоваться общими теоремами о

наследовании симметрий ключевыми функциями [3].

Если воспользоваться алгоритмом вычисления тейлоровских разложений ключевых функций [3]

и указанной ранее симметрией, то можно получить следующее утверждение.

Теорема 2. Ключевая функция W (ξ) имеет (с точностью до масштабирующих преобразова-

ний аргумента и общего множителя, зависящего от констант термодинамического потенциала)

следующий вид:

(I1 + I2)
3 + ε(I1 + I2)

2 + δ(I1 + I2) + γ1I
2
3 + γ2I

2
4 +

(

p1I
2
3 + p2I

2
4

)

(I1 + I2) + O(|ξ|8) ,

где I1, I2 I3, I4 — образующие инварианты действия окружности z −→ exp(iϕ)z : вектор ξ ∈ R
4

отождествлен с комплексным вектором z = (z1, z2)
⊤ ∈ C

2, z1 = ξ1 + iξ2, z2 = ξ3 + iξ4; коэффици-

енты ε, δ, γ1, γ2, p1, p2 — новые коэффициенты, явно выраженные через коэффициенты исходной

функции V : I1 = ξ2
1 + ξ2

2 , I2 = ξ2
3 + ξ2

4 , I3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ4, I4 = −ξ1ξ4 + ξ2ξ3.

В данной статье зависимость новых переменных от старых не важна.

Образующей системой инвариантов действия группы G является следующий набор многочленов:

J1 = I1 + I2, J2 = I2
3 , J3 = I2

4 .

После введения полярных координат z1 = r1 exp(iψ1), z2 = r2 exp(iψ2) получим функцию W в форме,

удобной для проведения дискриминантного анализа:

U = J3
1 + ε J2

1 + δ J1 + γ1 J2 + γ2 J3 + (p1 J2 + p2 J3)J1 + · · · =

= σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 + (γ1 cos2(ψ) + γ2 sin2(ψ))σ2 + (p1 cos2(ψ) + p2 sin2(ψ))σ1σ2 + . . . ,

σ1 = r2
1 + r2

2, σ2 = r2
1r

2
2, ψ = ψ1 − ψ2.

Перейдя к двойному углу, получим

U = σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 +
(γ1 + γ2)

2
σ2 +

(p1 + p2)

2
σ1σ2 +

(γ1 − γ2)

2
σ2 +

(p1 − p2)

2
σ1σ2 cos(2ψ) + . . . .

Точки, стационарные по ψ, находятся из уравнения ∂U
∂ψ

= 0. Так как

∂U

∂ψ
= −2σ2

(

(γ1 − γ2)

2
+

(p1 − p2)

2
σ1

)

sin(2ψ) + . . . ,

то стационарные по ψ точки определяются нулями функции sin(2ψ). Знак второй производной опре-

деляется знаком выражения (γ1 − γ2) + (p1 − p2)σ1 (при отыскании точек минимума по ψ).

Из теорем о локальной конечной определенности гладких функций в конечнократных критических

точках [8, 9] следует, что поиск экстремалей W сводится к изучению поведения следующей пары

симметричных функций: W1 = σ3
1 +ε σ2

1 +δ σ1+γ1 σ2+p1 σ1σ2, W2 = σ3
1 +ε σ2

1 +δ σ1+γ2 σ2+p2 σ1σ2.

3. НЕКОТОРЫЕ ЗАПРЕТЫ ДЛЯ bif–РАСКЛАДОВ

Пусть

W = σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 + p σ1σ2 + γ σ2. (4)

Через L = (l0, l1, l2) обозначим bif–расклад (количества минимумов, седел индекса (Морса) 1 и

седел индекса 2).

Теорема 3. Если W — развертка min−особенности шестого порядка, то p > −4.

Доказательство. Для невозмущенной функции имеем W = σ3
1 + p σ1σ2 = σ1(σ

2
1 + p σ2). Так

как σ1 ≥ 0, то проверка утверждения теоремы сводится к проверке положительной определенности
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квартичной формы σ2
1 + p σ2 = ξ4

1 + ξ4
2 + aξ2

1 + ξ2
2 , a = 2 + p, которая положительна, как известно [3],

тогда и только тогда, когда a > −2. Отсюда следует утверждение теоремы. Теорема доказана.

Из формулы Эйлера следует, что для максимального расклада l1 = 12, l0 + l2 = 13.

Теорема 4. Если L — максимальный bif-расклад для min-особенности шестого порядка, то для

соответствующей ему возмущенной функции W начало координат является точкой локального

минимума.

Доказательство проводится через рассмотрение сужений W |ξk=0. В случае максимального рас-

клада соответствующие расклады критических точек для W |ξk=0 также будут максимальными. Сле-

довательно, ∂2W
∂ξ2

k

(0) > 0 при каждом k (для функции с симметрией квадрата ∂2W
∂ξ1∂ξ2

(0) = 0). Теорема

доказана.

Теорема 5. Если L — bif-расклад для min-особенности шестого порядка, то на каждой из

полуосей кооординат и на диагональных полуосях существует не более двух ненулевых крити-

ческих точек.

Если на одной из этих (восьми) полуосей имеется пара ненулевых критических точек, то

эти точки разнотипны (с различными значениями индекса Морса).

Доказательство. Первое утверждение очевидно проверяется через рассмотрение сужений W |ξk=0.

Невозможность существования на каждой оси пары минимумов или максимумов также легко прове-

ряется через рассмотрение сужений W |ξk=0.

Менее тривиален случай пары седел. Предположим противное: пусть на положительной полуоси

ξ2 = 0, ξ1 ≥ 0 имеется пара ненулевых седел (или, что эквивалентно, имеется четыре седла на всей

оси ξ2 = 0, в случаях остальных осей рассуждения аналогичны. Так как для критической точки на

оси координат ξ2 = 0 выполняется соотношение

∂W

∂ξ1
(ξ1, 0) = 2ξ1(3ξ

4
1 + 2εξ2

1 + δ) = 0, (5)

то получим

ξ2
1 = −ε

3
± 1

3

√

ε2 − 3δ, ε < 0, δ <
ε2

3
.

В случае левого корня (ξ2
1 = − ε

3 − 1
3

√
ε2 − 3δ) имеем ∂2W

∂ξ2

k

> 0, а в случае правого (ξ2
1 = − ε

3 +

+ 1
3

√
ε2 − 3δ) имеем ∂2W

∂ξ2

k

< 0. Так как ∂2W
∂ξ2

k

(ξ1, 0) = 2((3 + p)ξ4
1 +(ε + γ)ξ2

1 + δ), то в силу (8) получим

pξ2
1 + γ − ε > 0 для левого корня и pξ2

1 + γ − ε < 0 — для правого. Или соответственно

p

3

(

−ε −
√

ε2 − 3δ
)

+ γ − ε > 0 и
p

3

(

−ε +
√

ε2 − 3δ
)

+ γ − ε < 0.

После вычитания неравенств получим при p > 0 (случай p < 0 сводится к рассматриваемому поворо-

том осей на угол π/4) получим противоречивое неравенство p
√

ε2 − 3δ < 0. Теорема доказана.

Теорема 6. Если L — максимальный bif-расклад для min-особенности шестого порядка, то

l0 ≥ 5 и l2 ≥ 4.

Доказательство следует из того, что орбита каждой ненулевой критической точки состоит из 4

или 8 точек (вследствие симметрии квадрата).

Из этих теорем вытекают следующие утверждения.

Теорема 7. Если L — произвольный bif-расклад, то l2 ≤ 8.

Теорема 8. Если L — максимальный bif-расклад, то вне диагональных и координатных осей

находятся лишь седловые критические точки (8 точек).

4. ОПИСАНИЕ РАСКЛАДОВ БИФУРЦИРУЮЩИХ ЭКСТРЕМАЛЕЙ

В случае двух переменных главная часть U ключевой функции имеет следующий вид:

σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 + p σ1σ2 + γ σ2, σ1 = r2
1 + r2

2, σ2 = r2
1r

2
2.

После замены r2
1 = y1, r2

2 = y2 получим омбилическую точку минимума в вершине угла

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. Из результатов M.А. Хуссаина по угловым особенностям омбилического типа [10]
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следует, что максимальные bif-расклады особенности в нуле функции W исчерпываются раскла-

дами (9, 12, 4), (5, 12, 8). В полярных координатах r1 = r cos(ϕ), r2 = r sin(ϕ) получим σ1 = r2,

σ2 = r4

8 (1 − cos(4ϕ)) и, следовательно,

W = r6 + ε r4 + δ r2 +
r4

8
(p r2(1 − cos(4ϕ)) + γ (1 − cos(4ϕ))). (6)

Множество критических точек является пересечением кривых M1 и M2 (рис. 1), определяемых

уравнениями ∂V
∂r

= 0 (кривая радиально стацинарных точек) и ∂V
∂ϕ

= 0 (кривая тангенциально стаци-

нарных точек). Из (6) следует, что M1 задается уравнением

6r5 + 4ε r3 + 2δ r +
r3

4
(3p r2(1 − cos(4ϕ)) + 2γ (1 − cos(4ϕ)))r3 = 0

или, после приведения подобных слагаемых и сокращения на множитель r, уравнением

(6 +
3p

4
(1 − cos(4ϕ)))r4 + (4ε + 2γ (1 − cos(4ϕ)))r2 + 2δ = 0. (7)

Кривая M2 задается уравнением

(p r2 + γ) sin(4ϕ) = 0. (8)

Рис. 1. Компьютерные изображение кривых M1 и M2

Из уравнения (8) видно, что кривая M2 состоит из координатных и диагональных прямых линий

и окружности r2 = −γ
p
(рис. 2).

Рис. 2. Варианты пересечения кривых M1 и M2

Каждому типу пересечения M1 ∩ M2 соответствует определенный тип строения линий уровня

ключевой функции и схема взаимных примыканий критических точек.

По изображениям линий уровней легко проследить взаимные примыкания раскладов (рис. 3).

Рис. 3. Cхемы взаимных примыканий критических точек M1 ∩ M2
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Таким образом, имеем следующий список бифурцирующих наборов (bif-раскладов) критических

точек функции W : (9, 12, 4), (5, 12, 8), (8, 8, 1), (4, 4, 1), (5, 8, 4), (5, 4, 0), (1, 4, 4), (1, 0, 0). Им со-

ответствуют (с точностью до поворота на угол π/4) графы, приведенные на рис. 4 (комплексы

Морса [11]).

Рис. 4. Комплексы Морса
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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
НАИПРОСТЕЙШИМИ ДРОБЯМИ

Е.Н. Кондакова

Владимирский государственный университет,
кафедра функционального анализа и его приложений
E-mail: kebox@mail.ru

В работе рассматривается интерполяция посредством веще-
ственнозначных наипростейших дробей на отрезке действитель-
ной оси. Предложены различные способы построения интерпо-
лирующих наипростейших дробей при попарно различных узлах
интерполяции. Получены необходимые и достаточные условия
существования и единственности интерполирующих наипростей-
ших дробей. Подробно изучается интерполяция констант; в этом
случае получена оценка погрешности интерполяции по чебы-
шевской системе узлов.

Ключевые слова: интерполяция, наипростейшие дроби.

Interpolation by the Simplest Fractions

E.N. Kondakova

Vladimir State University,
Chair of Functional Analysis and its Application
E-mail: kebox@mail.ru

The interpolation by means of real simplest fractions is considered.
There are offered a different ways of intepolating simpest fractions
construction with distinct real nodes. Necessary and sufficient
conditions of existence and uniqueness of interpolating simplest
fractions are received. Interpolation of constants is in detail
investigated; in this case the estimation of an error of interpolation
on Chebyshev‘s system of nodes is received.

Key words: interpolation, simplest fractions.
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