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Теперь перейдем к изучению спектральности оператора C̃.

Теорема 5. Пусть операторы Ai попарно коммутируют, причем оператор A1 квазинильпо-

тентен, а оператор An ограниченно обратим. Тогда σ(C̃) = h(σ((I − A0)
−1An)), причем если

(I − A0)
−1An — спектральный оператор с разложением единицы E(·), то C̃ есть спектральный

оператор с разложением единицы Ẽ1(·) = (δijE1(·))n
i,j=1, где E1(·) = E(h(·)), а h(z) — некоторая

однозначная ветвь функции n
√

z.

Доказательство теоремы непосредственно следует из теоремы 2.

Автор выражает благодарность профессору А.М. Ахмедову за постановку задачи и обсуждение

полученных результатов.
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В настоящей работе рассматривается вопрос о базисности Рисса в пространстве L2[0, 1] собствен-

ных и присоединенных функций с.п.ф. интегрального оператора:

y = Af =

1
∫

0

A(x, t)f(t)d t, (1)

ядро которого терпит разрывы первого рода на некоторых ломаных в единичном квадрате 0 ≤ x, t ≤ 1.
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В работах [1–3] интегральный оператор (1) изучался, когда ядро (или его некоторые производные)

имело разрывы на линиях t = x и t = 1 − x. В работе [4] проведено исследование равносходимости

по с.п.ф. оператора A и в тригонометрический ряд, когда ядро терпит разрывы на ломаных линиях,

образованных из сторон и диагоналей квадратов, полученных разбиением единичного квадрата на n2

равных квадратов; показано, что исследование оператора (1) может быть для произвольного n сведено

к исследованию интегрального оператора B в пространстве вектор-функций той же размерности.

Здесь рассматривается случай n = 2, как и в работе [4] получаем оператор

z = Bg =

1/2
∫

0

B(x, t)g(t)d t, x ∈ [0, 1/2] , (2)

где z(x) = (z1(x), z2(x))T , g(x) = (g1(x), g2(x))T , T — знак транспонирования, zk(x) = y
(

k−1
2 + x

)

,

gk(x) = f
(

k−1
2 + x

)

, B(x, t) = (Bij(x, t))21, Bij(x, t) = A
(

i−1
2 + x, j−1

2 + t
)

.

Считаем, что компоненты Bij(x, t) матрицы B(x, t) имеют вид Bij(x, t) = B1
ij(x, t) + B2

ij(x, t), где

∂k+l

∂xk∂tl B
1
ij

(

∂k+l

∂xk∂tl B
2
ij

)

(k+ l ≤ 2, причем, если k+ l = 2, то k = l = 1) непрерывны, кроме, быть может,

линии t = x, (t + x = 1/2). При подходе к каждой такой линии с любой стороны B1
ij(x, t) и B2

ij(x, t)

принимают постоянные значения. Кроме того, считаем, что ∂
∂xB1

ij(x, x ± 0), ∂
∂xB2

ij(x, 1/2 − x ± 0),
∂
∂xBs

ij(x, j), s = 1, 2, j = 0, 1, непрерывно дифференцируемы.

Обозначим P1 = B(x, x − 0) − B(x, x + 0), P2 = B(x, 1/2 − x − 0) − B(x, 1/2 − x + 0). Как и в

работе [4, с. 131] предполагаем, что блочная матрица

(

P1 P2

P2 P1

)

обратима и, кроме того, считаем

выполненными условия леммы 14 из работы [4], гарантирующие существование оператора B−1.

Лемма 1 [4, теорема 11]. Если Rλ(A) = (E−λA)−1A (E — единичный оператор, λ — спектраль-

ный параметр) существует, то

Rλ(A)f =

{

z1(x), x ∈ [0, 1/2],

z2(x − 1/2), x ∈ [1/2, 1],
(3)

где z1(x), z2(x) — первые две компоненты вектора y(x) размерности 4, удовлетворяющего сле-

дующей системе:

Qy′(x) + P̃1(x)y(0) + P̃2(x)y(1/2) + P̃3(x)y(x) + Ñy − λy(x) = m̃(x), (4)

M̃0y(0) + M̃1y(1/2) +

1/2
∫

0

ã(t)y(t)d t = 0, (5)

где Q =

(

Q1 −Q2

Q2 −Q1

)

, причем

(

Q1 Q2

Q2 Q1

)

=

(

P1 P2

P2 P1

)−1

, Qi — блочные матрицы,

P̃1(x) =

(

a1(x) a2(x)

0 0

)

, P̃2(x) =

(

0 0

a2(1/2 − x) a1(1/2 − x)

)

, P̃3(x) =

(

a3(x) a4(x)

a4(1/2 − x) a3(1/2 − x)

)

,

Ñy =
1/2
∫

0

Ñ(x, t)y(t)d t, Ñ(x, t) =

(

a(x, t) 0

a(1/2 − x, t) 0

)

, M̃0 =

(

S T

0 0

)

, M̃1 =

(

0 0

T S

)

,

ã(t) =

(

a(t) 0

a(t) 0

)

, m̃(x) =
(

gT (x), gT (1/2 − x)
)T

, непрерывные матрицы-функции a(x), a(x, t), ai(x)

(i = 1, . . . , 4) и постоянные матрицы S и T (все размерности 2 × 2) определены в работе [4,

теорема 10].

Верно и обратное: если λ таково, что однородная краевая задача для системы (4)–(5) имеет

только нулевое решение,то Rλ(A)f существует и определяется по формуле (3).

Предположим, что все собственные значения матрицы Q различны, отличны от нуля и пусть

Γ — неособая матрица, диагонализирующая Q−1, то есть Γ−1Q−1Γ = D. Выполним в (4)–(5) замену
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y(x) = Γz(x) (теперь z(x) получает новый смысл и имеет размерность 4), тогда система (4)–(5)

переходит в систему

z′(x) + P1(x)z(0) + P2(x)z(1/2) + P3(x)z(x) + Nz − λDz(x) = m(x), (6)

M0z(0) + M1z(1/2) +

1/2
∫

0

Ω(t)z(t)d t = 0, (7)

где Pi(x) = DΓ−1P̃i(x)Γ, N = DΓ−1ÑΓ, m(x) = DΓ−1m̃(x), Ω(t) = ã(t)Γ, M0 = M̃0Γ, M1 = M̃1Γ.

Лемма 2 [4, лемма 16]. Существует матрица H(x, λ) = H0(x) + λ−1H1(x) с непрерывно диф-

ференцируемыми компонентами матриц H0(x), H1(x), причем H0(x) невырождена при всех x,

диагональная и такая, что преобразование z = H(x, λ)v приводит систему (6)–(7) к виду

v′(x) + P1(x, λ)v(0) + P2(x, λ)v(1/2) + P3(x, λ)v(x) + Nλv − λDv(x) = m(x, λ), (8)

U(v) = M0(λ)v(0) + M1(λ)v(1/2) +

1/2
∫

0

Ω(t, λ)v(t)d t = 0, (9)

где P1(x, λ) = H−1(x, λ)P1(x)H(0, λ), P2(x, λ) = H−1(x, λ)P2(x)H(1/2, λ), P3(x, λ) = λ−1H−1(x, λ)×
× [H ′

1(x) + P3(x)H1(x)], Nλ = H−1(x, λ)NH(x, λ), M0(λ) = M0H(0, λ), M1(λ) = M1H(1/2, λ),

Ω(t, λ) = Ω(t)H(t, λ), m(x, λ) = H−1(x, λ)m(x).

Лемма 3. Если v(x, λ) = (v1(x, λ), . . . , v4(x, λ))T является решением задачи (8)–(9), то

Rλ(A)f =

4
∑

j=1

γ1jhj(x)vj(x, λ) +
1

λ

4
∑

j=1

rj(x)vj(x, λ), x ∈ [0, 1/2],

Rλ(A)f =

4
∑

j=1

γ2jhj(x − 1/2)vj(x − 1/2, λ) +
1

λ

4
∑

j=1

rj(x − 1/2)vj(x − 1/2, λ), x ∈ [1/2, 1],

где γi,j — элементы матрицы Γ, hj(x) — диагональные элементы матрицы H0(x), rj(x) =

=
∑

k 6=j

γ1krkj , rj(x) =
∑

k 6=j

γ2krkj(x), rkj — элементы матрицы H1(x).

Доказательство следует из леммы 1, введенной замены y(x) = Γz(x) и леммы 2.

Проведем необходимое исследование системы (8)–(9). Рассмотрим

ω′(x) = λDω(x) + m(x), (10)

U(ω) = 0, (11)

где U(·) берется из (9), а m(x) — произвольная вектор-функция с компонентами из L2[0, 1/2].

Нетрудно получается следующее утверждение.

Лемма 4. Элементы матрицы D симметричны относительно начала координат. Кроме того,

все они расположены на двух разных прямых, проходящих через начало координат, если выпол-

няется условие

Re
s2
1

s2
6= 2 + |µ| + 1

|µ| , (12)

и на одной прямой, если

Re
s2
1

s2
= 2 + |µ| + 1

|µ| , |µ| 6= 1, (13)

где s1 = q2
11 +2q12q21 + q2

22 − g2
11 − 2g12g21 − g2

22, s2 = detQ, s3 = (s2
1 − 4s2)

1/2, qij(gij) — компоненты

матриц Q1(Q2), µ = (s1 + s3)(s1 − s3)
−1.

Пусть ωj (j = 1, . . . , 4) — элементы матрицы D. Обозначим

σj(x, λ) =

{

eλωjx, Re λωj ≤ 0,

eλωj(x−1/2), Re λωj > 0.
, gj(x, t, λ) =

{

ε(x, t)eλωj(x−t), Re λωj ≤ 0,

−ε(t, x)eλωj(x−t), Re λωj > 0,
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g(x, t, λ) = diag (g1(x, t, λ), . . . , g4(x, t, λ)), где ε(x, t) = 1 при t ≤ x, ε(x, t) = 0 при t > x.

Так же как в работе [4, лемма 1] получается

Лемма 5. Для решения ω(x) = ω(x, λ) задачи (10)–(11) имеет место формула

ω(x, λ) = gλm(x) − V (x, λ)∆−1(λ)Φ(m,λ),

где gλm(x) =
1/2
∫

0

g(x, t, λ)m(t)d t, V (x, λ) = diag (σ1(x, λ), . . . , σ4(x, λ)), ∆(λ) = U(V (x, λ)),

Φ(m,λ) =
1/2
∫

0

Ux(g(x, t, λ))m(t)d t, Ux означает, что U применяется к g(x, t, λ) по x.

По лемме 4 собственные значения матрицы D расположены либо на двух, либо на одной прямой,

проходящих через начало координат. Рассмотрим каждый их этих случаев подробно.

Пусть сначала имеет место (12), тогда числа ωj (j = 1, . . . , 4) расположены на двух прямых, про-

ходящих через начало координат. Для определенности считаем ω1 = −ω4, ω2 = −ω3, arg ωj = αj ,

0 ≤ αj < π (j = 1, 2), arg ω3 = α2 + π, arg ω4 = α1 + π, 0 ≤ α1 < α2 < π + α1 < π + α2.

Через dj (j = 1, . . . , 4) обозначим лучи с центром в начале координат: arg dj = π
2 − arg ωj .

Построим еще лучи l′j , l′′j (j = 1, . . . , 4) с центром в начале координат: arg l′j = arg dj + εj ;

arg l′′j = arg dj − εj , где εj > 0, достаточно мало и, например, при j = 1 выбирается из условий,

чтобы при λ, принадлежащих сектору S1 = l′1Od1, выполнялось неравенство Re λω2 < Re λω1 (тогда

Re λω2 < Re λω1 ≤ 0 ≤ Re λω4 < Re λω3), а при λ ∈ S′
1 = d1Ol′′1 выполнялось Re λω2 < Re λω4

(тогда Re λω2 < Re λω4 ≤ 0 ≤ Re λω1 < Re λω3). Аналогично определяются εj (j = 2, 3, 4) для сек-

торов Sj = l′jOdj и S′
j = djOl′′j . Рассмотрим каждый из секторов Sj (секторы S′

j рассматриваются

аналогично).

Лемма 6. В секторе S1 для матрицы ∆(λ) при больших |λ| имеет место представление

∆(λ) =











[a11] [a12] o(1) [a14e
µω1 ]

[a21] [a22] o(1) [a24e
µω1 ]

[b31e
µω1 ] o(1) [b33] [b34]

[b41e
µω1 ] o(1) [b43] [b44]











,

где µ = λ/2, aij (bij) — компоненты матрицы K0 (L0),

K0 =

(

SΓ11 + TΓ21 SΓ12 + TΓ22

0 0

)

H0(0), L0 =

(

0 0

TΓ11 + SΓ21 TΓ21 + SΓ22

)

H0(1/2),

Γij — блоки матрицы Γ, [a] = a + o(1).

Доказательство. Имеем

∆(λ) = ∆0(λ) + ∆1(λ), (14)

где ∆0(λ) = M0(λ)V (0, λ) + M1(λ)V (1/2, λ), ∆1(λ) =
1/2
∫

0

Ω(t, λ)V (t, λ)d t. Для ∆0(λ) имеет место

формула

∆0(λ) = K0V (0, λ) + L0V (1/2, λ) + λ−1(K1V (0, λ) + L1V (1/2, λ)),

где K1 и L1 — постоянные матрицы. Так как при λ ∈ S1: Re λω2 < Re λω1 ≤ 0 ≤ Re λω4 < Re λω3, то

V (x, λ) = diag
(

eλω1x, eλω2x, eλω3(x−1/2), eλω4(x−1/2)
)

= diag
(

eλω1x, eλω2x, e−λω2(x−1/2), e−λω1(x−1/2)
)

.

Далее, по лемме 4 из работы [5] все элементы ∆1(λ) есть o(1). Поэтому утверждение леммы следует

из (14).

Следствие. Для det ∆(λ) при λ ∈ S1 имеет место асимптотическая формула

det ∆(λ) = [Θ1
0] + [Θ1

1]e
2µω1 ,

где Θ1
0 =

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b33 b34

b43 b44

∣

∣

∣

∣

∣

, Θ1
1 = −

∣

∣

∣

∣

∣

a12 a14

a22 a24

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b31 b33

b41 b43

∣

∣

∣

∣

∣

.

Аналогично получаются следующие утверждения.
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Лемма 7. Имеют место асимптотические формулы:

det ∆(λ) = [Θ2
0] + [Θ2

1]e
2µω2 , λ ∈ S2,

где Θ2
0 = −

∣

∣

∣

∣

∣

a12 a14

a22 a24

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b31 b33

b41 b43

∣

∣

∣

∣

∣

, Θ2
1 =

∣

∣

∣

∣

∣

a13 a14

a23 a24

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b31 b32

b41 b42

∣

∣

∣

∣

∣

;

det ∆(λ) = [Θ3
0] + [Θ3

1]e
2µω4 , λ ∈ S3,

где Θ3
0 =

∣

∣

∣

∣

∣

a13 a14

a23 a24

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b31 b32

b41 b42

∣

∣

∣

∣

∣

, Θ3
1 = −

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a13

a21 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b32 b34

b42 b44

∣

∣

∣

∣

∣

;

det ∆(λ) = [Θ4
0] + [Θ4

1]e
2µω3 , λ ∈ S4,

где Θ4
0 = −

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a13

a21 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b32 b34

b42 b44

∣

∣

∣

∣

∣

, Θ4
1 =

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b33 b34

b43 b44.

∣

∣

∣

∣

∣

.

Лемма 8. Пусть выполнено условие (12) и

4
∏

j=1

Θj
0Θ

j
1 6= 0. (15)

Тогда все собственные значения краевой задачи (10)–(11) расположены в двух полосах, границы

которых параллельны лучам dj (j = 1, 2) и вне δ-окрестностей собственных значений (δ > 0 и

достаточно мало) справедлива оценка

|det ∆(λ)| ≥ c, (16)

где c > 0 и не зависит от δ.

Доказательство. Так как собственные значения задачи (10)–(11) являются нулями det ∆(λ), то

утверждение леммы следует из следствия к лемме 6 и леммы 7.

Пусть теперь имеет место (13), тогда числа ωj (j = 1, . . . , 4) расположены на одной прямой,

проходящей через начало координат. Считаем, что ω1 = −ω4, ω2 = −ω3 и пусть arg ω1 = arg ω2 = α,

0 ≤ α < π, |ω1| > |ω2|. Обозначим через d1 луч с центром в начале координат, arg d1 = π
2 − α,

d2 — продолжение этого луча. Лучи d1 и d2 разбивают λ-плоскость на два сектора. Обозначим через

S0 тот из секторов, который расположен от луча d1 в направление против часовой стрелки.

Лемма 9. Для det ∆(λ) при λ ∈ S0 имеет место асимптотическая формула:

det ∆(λ) = [Θ0] + [Θ1]e
2µω1 + [Θ2]e

2µω2 + [Θ3]e
µ(ω1+ω2) + [Θ4]e

2µ(ω1+ω2),

где Θj — комплексные числа, причем Θ0 =

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b33 b34

b43 b44

∣

∣

∣

∣

∣

, Θ4 =

∣

∣

∣

∣

∣

a13 a14

a23 a24

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b31 b32

b41 b42

∣

∣

∣

∣

∣

.

Доказательство аналогично доказательству леммы 6.

Лемма 10. Пусть выполнено (13) и условие

Θ0Θ4 6= 0. (17)

Тогда все собственные значения краевой задачи (10)–(11) расположены в некоторой полосе, сим-

метричной относительно начала координат, границы которой параллельны лучу d1, причем в

любом прямоугольнике единичной длины этой полосы (то есть две стороны являются границами

полосы, а две другие стороны отстоят друг от друга на единицу) число собственных значений

ограниченно числом, не зависящим от прямоугольника; и вне их δ-окрестностей справедлива

оценка (16).

Доказательство следует из леммы 9 и [6, гл. 3, § 1, теорема 7].

В дальнейшем считаем, что λ ∈ S0 (тогда Re λω1 ≤ Re λω2 ≤ 0 ≤ Re λω3 ≤ Re λω4), выполняются

условия (13) и (17) (случай, когда λ ∈ Sj (j = 1, . . . , 4) и выполняются условия (12) и (15) рассмат-

ривается аналогично, с естественными изменениями и использованием рассуждений из работы [3]).
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Тогда в лемме 5 g(x, t, λ) = diag
(

eλω1(x−t), eλω2(x−t), 0, 0
)

при x ≥ t; g(x, t, λ) = diag (0, 0,−e−λω2(x−t),

−e−λω1(x−t)) при x < t; V (x, λ) = diag(σ1(x, λ), σ2(x, λ), σ2(1/2 − x, λ), σ1(1/2 − x, λ)).

Лемма 11. Для Φ(m,λ) из леммы 5 имеет место представление: Φ(m,λ) = (Φ1(m,λ), . . . ,

Φ4(m,λ))T , где Φj(m,λ) являются линейными комбинациями с ограниченными по λ при |λ| до-

статочно больших коэффициентами интегралов
1/2
∫

0

σ(t, λ)mj(t)d t (j = 1, . . . , 4), где σ(t, λ) —

любая из функций σj(t, λ), σj(1/2− t, λ) (j = 1, 2); и интегралов
1/2
∫

0

σ(t, λ)ϕ(t)d t, где ϕ(t) — любая

из функций
1/2−t
∫

0

a(t, τ)mj(τ)d τ ,
1/2
∫

t

b(t, τ)mj(τ)d τ ; a(t, τ) — любая из функций c(τ + t), d(τ + t);

b(t, τ) — любая из функций c(τ − t), d(τ − t); c(t)(d(t)) — компоненты матрицы Ω0(t)(Ω1(t));

Ω0(t) + λ−1Ω1(t) = Ω(t, λ).

Доказательство очевидно.

Введем следующие обозначения: {λ : |Re λω1| ≤ h} — полоса из леммы 10; Π = {λω1 :

|Re λω1| ≤ h, Im λω1 ≥ 0}; λk — нули det ∆(λ) из леммы 9. Удалим из Π все точки λkω1 вместе

с круговыми окрестностями одного и того же достаточно малого радиуса δ. Получившуюся область

обозначим Π(δ) и через Π1(δ) обозначим часть Π(δ), когда Re λω1 ≤ 0.

Лемма 12. Если λω1 ∈ Π1(δ) и |λ| достаточно велико, то существует единственное решение

ω(x, λ) = R1λm задачи (10)–(11), для компонент которого имеют место представления:

(R1λm)1 =

x
∫

0

eλω1(x−t)m1(t)d t + W1(m,λ)eλω1x, (R1λm)2 =

x
∫

0

eλω2(x−t)m2(t)d t + W2(m,λ)eλω2x,

(R1λm)3 = −
1/2
∫

x

e−λω2(x−t)m3(t)d t + W3(m,λ)e−λω2(x−1/2),

(R1λm)4 = −
1/2
∫

x

e−λω1(x−t)m4(t)d t + W4(m,λ)e−λω1(x−1/2),

где Wj(m,λ)(j = 1, . . . , 4) — линейные комбинации тех же интегралов, что и в лемме 11 с огра-

ниченными по λ коэффициентами.

Утверждение леммы следует из лемм 5 и 11, если учесть, что в силу леммы 10 элементы матри-

цы ∆(λ) ограничены по λ.

Лемма 13. Если λ — то же, что и в лемме 12, то существует единственное решение v(x, λ)

задачи (8)–(9), которое представимо в виде конечной линейной комбинации с постоянными ко-

эффициентами следующих векторов:

R1λq(x), R1λMλR1λq(x),
1

λ
R1λq(x),

1

λ
R1λMλq(x), R1λP (x)g(x0, λ), R1λP (x)p(x0, λ),

R1λMλR1λP (x)g(x0, λ), R1λMλR1λP (x)p(x0, λ),
1

λ
R1λP (x)g(x0, λ),

1

λ
R1λP (x)l(x0, λ),

1

λ
R1λP (x)Mλg(x0, λ),

1

λ
R1λP (x)Mλp(x0, λ),

1

λ
R1λMλP (x)g(x0, λ),

1

λ
R1λMλP (x)p(x0, λ),

1

λ
R1λMλR1λP (x)g(x0, λ),

1

λ
R1λMλR1λP (x)l(x0, λ),

1

λ
R1λMλR1λP (x)p(x0, λ), O

(‖f‖
λ2

)

,

где q(x) — любой из векторов qi(x) (i = 1, 2), q1(x) = H−1
0 (x)m(x), q2(x) = −H−1

0 (x)H1(x)H−1
0 (x)×

× m(x); Mλ — любой из операторов Miλ (i = 0, 1, 2, 3), M0λ = N1Lλ, M1λ = (H2(x) + N2)LλR1λ,

M2λ = N1LλR1λ, M3λ = N2LλR1λ; N1 = H−1
0 (x)NH0(x), Lλ = (E + R1λP3(x, λ) + R1λNλ)−1,

N2 = H−1
0 (x)(NH1(x) − H1(x)H−1

0 (x)NH0(x)), H2(x) = H−1
0 (x)[H ′

1(x) + P3(x)H1(x)], P (x) — лю-

бая из матриц H2(x), Pij(x) (i, j = 1, 2); Pi1(x) = H−1
0 (x)Pi(x)H0i, Pi2(x) = H−1

0 (x)Pi(x)H1i −
− H−1

0 (x)H1(x)H−1
0 (x)Pi(x)H0i, H01 = H0(0), H11 = H1(0), H02 = H0(1/2), H12 = H1(1/2);

g(x0, λ) = α(λ)R1λq(x)|x=x0
, p(x0, λ) = α(λ)R1λMλR1λq(x)|x=x0

, l(x0, λ) = α(λ)R1λMλq(x)|x=x0
,
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α(λ) — некоторые, возможно, различные квадратные матрицы с ограниченными по λ коэф-

фициентами, x0 — любое из чисел 0, 1/2, ‖ · ‖ — норма в L2[0, 1].

Доказательство осуществляется использованием рассуждений из работы [4, с. 138–139].

Лемма 14. Пусть σ(x, λ), a(t, τ), b(t, τ) — функции из леммы 11, θ(x) — одна из неко-

торого конечного набора функций из C[0, 1]. Тогда каждая компонента вектор-функции

R1λq(x) представима в виде линейной комбинации с постоянными коэффициентами опера-

торов
x
∫

0

eλωj(x−t)T1f(t)dt,
1/2
∫

x

e−λωj(x−t)T1f(t)dt (j = 1, 2) и с ограниченными по λ коэффи-

циентами операторов σ(x, λ)
1/2
∫

0

σ(t, λ)T2f(t)dt, где T1f(x) — один из операторов θ(x)f(x),

θ(x + 1/2)f(x + 1/2), θ(1/2 − x)f(1/2 − x), θ(1 − x)f(1 − x), T2f(x) — один из операторов
1/2−x

∫

0

a(x, t)T1f(t)dt,
1/2
∫

x

b(x, t)T1f(t)dt при всевозможных θ(x), σ(x, λ), σ(t, λ) и операторах T1 и T2.

Доказательство. По определению компоненты вектор-функции qj(x) (j = 1, 2) можно представить

в виде (qj(x))k = αkj(x)f(x) + βkj(x + 1/2)f(x + 1/2) + δkj(1/2 − x)f(1/2 − x) + γkj(1 − x)f(1 − x),

где αkj(x), βkj(x), δkj(x), γkj(x) — непрерывные функции. Взяв в лемме 12 в качестве

mk(x) = αkj(x)f(x) + βkj(x + 1/2)f(x + 1/2) + δkj(1/2 − x)f(1/2 − x) + γkj(1 − x)f(1 − x) и обо-

значив через θ(x) любую из этих непрерывных функций, получим утверждение леммы.

Пусть ω2

ω1
= β, β > 0 и ω1 = d, тогда σ(x, λ) из леммы 11 есть одна из функций eλdx, eβλdx,

e−βλd(x−1/2), e−λd(x−1/2). Обозначим σ(x, λ1, k) = σ(x, λ)|λd=λ1+ik; ω(x, t, λ1, k) — одну из функций:

ε(x, t)eλd(x−t), ε(x, t)eβλd(x−t), ε(t, x)e−λd(x−t), при λd = λ1 + ik. Пусть Akg =
∫ 1/2

0
A(x, t, λ1, k)g(t)dt,

где A(x, t, λ1, k) = ψ(x)σ(x, λ1, k)σ(t, λ1, k) или A(x, t, λ1, k) = ψ(x)ω(x, t, λ1, k), а ψ(x) совпадает

либо с 1, либо с одной из функций hj(x), rj(x), rj(x) (j = 1, . . . , 4) (rj(x) и rj(x) (j = 1, . . . , 4)

— определены в лемме 3); Mkg =
∫ 1/2

0
M(x, t, λ1, k)g(t)dt, где M(x, t, λ1, k) = M(x, t, λ)|λd=λ1+ik,

M(x, t, λ) есть Mkj(x, t, λ) при некоторых k, j; Mkj(x, t, λ) (k, j = (1, . . . , 4) являются компонентами

интегрального оператора Mλ; T — любой из операторов Ti (i = 1, 2) из леммы 14, p(x) — любой

элемент матрицы P (x) из леммы 13.

Пусть λd ∈ Π1(δ), λd = λ1 + ik и λ1 принадлежит ограниченной области.

Лемма 15. Если f(x) ∈ L2[0, 1], то при больших |λ| и x ∈ [0, 1/2]

Rλ(A)f|λd=λ1+ik = Ω(x, λ1, k; f) + O

(‖f‖
k2

)

,

где Ω(x, λ1, k; f) — есть конечная сумма с ограниченными по λ1 и k коэффициентами

всевозможных операторов: AkTF , AkMkAkTF , 1
kAkTf , 1

kAkMkTf , Akp(x)(AkTf)|x=x0
,

AkMkAkp(x)(AkTf)|x=x0
, Akp(x)(AkMkAkTf)|x=x0

, AkMkAkp(x)(AkMkAkTf)|x=x0
, 1

kAkp(x) ×
× (AkTf)|x=x0

, 1
kAkp(x)Mk(AkTf)|x=x0

, 1
kAkMkp(x)(AkTf)|x=x0

, 1
kAkMkAkp(x)(AkTf)|x=x0

,
1
kAkp(x)Mk(AkMkAkTf)|x=x0

, 1
kAkMkp(x)(AkMkAkTf)|x=x0

, 1
kAkMkAkp(x)(AkMkAkTf)|x=x0

,
1
kAkp(x)(AkMkTf)|x=x0

, 1
kAkMkAkp(x)(AkMkTf)|x=x0

. Причем, если ядро оператора Ak совпада-

ет с ψ(x)ω(x, t, λ1, k), то коэффициенты при AkTf не зависят от λ1 и k.

Здесь, если в любом из перечисленных операторов операторы Ak повторяются, то они могут

иметь разные значения. Например, для оператора AkMkAkTf : оператор Ak, стоящий до Mk, может

иметь ядро ψ(x)ω(x, t, λ1, k), а оператор Ak, стоящий после Mk, — ядро ψ(x)σ(x, λ1, k)σ(t, λ1, k), где

σ(x, λ1, k) = e(λ1+ik)x, σ(t, λ1, k) = e−β(λ1+ik)(t−1/2), функции ψ(x) для операторов Ak, стоящих до и

после Mk, могут не совпадать. То же самое касается и операторов Mk, если они повторяются.

Доказательство следует из лемм 3, 12–14.

Нетрудно получается следующий результат.

Лемма 16. Справедливы следующие оценки:

∞
∑

k=1

|AkTf|x=x0
|2 ≤ C‖f‖2, (18)

∞
∑

k=1

|AkMkAkTf|x=x0
|2 ≤ C‖f‖2. (19)
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Здесь в (18) ядра операторов Ak отличаются только параметром k, в (19) ядра операторов, стоящих

перед Mk, отличаются лишь параметром k и таким же свойством обладают ядра операторов после Mk;

и те и другие при данном k могут различаться; ядра операторов Mk отличаются только параметром k;

Tf — один и тот же оператор; постоянная C не зависит от λ1.

Так же, как и в работе [7, с. 81] представим полуполосу Π в виде объединения конечного числа

различных групп равных между собой прямоугольников, границы которых Γk(k = 1, 2, . . .) (при

возрастании k контуры удаляются от начала координат) состоят из отрезков, лежащих на прямых

Re λd = ±h, и из отрезков, параллельных вещественной оси длины 2h. Контуры Γk принадлежат

Π(δ) и для каждого Γk одной конкретной группы существует натуральное tk, что Γk = Γ + itk,

где Γ — некоторый фиксированный прямоугольный контур из этой группы. Аналогично построение

проводится и для полуполосы {λd : |Re λd| ≤ h, Im λd ≤ 0}. Построенные в ней контуры обозначим

Γk(k = −1,−2, . . .).

Лемма 17. Пусть J — любой конечный набор достаточно больших по модулю целых чисел.

Тогда имеет место оценка
∥

∥

∥

∥

∥

∑

k∈J

∫

Γk

Rλ
d
(A)dλ

∥

∥

∥

∥

∥

≤ C,

равномерная по J .

Доказательство следует из рассуждений в леммах 8 и 9 из работы [3] и из лемм 15, 16.

Лемма 18. Система с.п.ф. оператора A полна в L2[0, 1].

Доказательство. Пусть f ∈ L2[0, 1] ортогональна всем с.п.ф. оператора A, A∗ — оператор, сопря-

женный к A. Тогда Rλ(A∗)f — целая функция по λ. Из ограниченности при λω1 ∈ Π(δ) операторов Mλ

и из лемм 3, 12, 13 следует оценка Rλ(A)f = O(1) и, следовательно, Rλ(A∗)f = O(1). Отсюда следует,

что Rλ(A∗)f не зависит от λ, поэтому f = 0 почти всюду.

Используя леммы 17 и 18 так же как в работе [8, с. 62–63] получаем основной результат.

Теорема 1. Если выполнены условия (13) и (17), то система с.п.ф. оператора A образует

базис Рисса со скобками в L2[0, 1]. При этом в скобки нужно объединять те с.п.ф., которые

отвечают λk, когда λkd попадает в Γs при каждом s.

Аналогично и с использованием рассуждений из работы [3] получается

Теорема 2. Если выполнены условия (12) и (15), то система с.п.ф. оператора A образует

базис Рисса в L2[0, 1].

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта для государственной поддержки веду-

щих научных школ РФ (проект НШ-2970.2008.1).
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