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1 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Известно [1], что волновое уравнение служит математической моделью многих физических про-

цессов (акустические и электромагнитные колебания [2, 3], колебание струны [4], мембраны [5]), а

также является основой для описания явлений, связанных с землетрясением [6].

Исследование систем дифференциальных уравнений с частными производными легко объясняет-

ся их заведомо более значительными по сравнению с системами обыкновенных дифференциальных

уравнений возможностями в построении математических моделей для описания самых разнообраз-

ных процессов и явлений. Например, в работе [7] рассматривается гиперболическая система первого

порядка, описывающая процесс теплопереноса в однородной пластинке.

Объектом исследования в данной работе является система гиперболического типа второго порядка:

wtt −Awxx = 0, (1.1)

где w(x, t) = colon (w1, w2, . . . , wm) — вектор-функция, A — постоянная квадратная матрица порядка

m с положительными действительными собственными значениями.

Система (1.1) при m = 2 описывает продольно-крутильные колебания длинной, естественно закру-

ченной нити [8, 9]: 




w1tt −
g

q
EFw1xx =

gk

q
EFw2xx;

w2tt −
g

qr2
(B + kEF )w2xx =

gk

qr2
EFw1xx,

где EF и B — продольная и крутильная жесткость нити, g — вес единицы длины нити, k — ко-

эффициент раскрутки, r — радиус инерции поперечного сечения нити, q — ускорение свободного

падения.

Под естественно закрученной нитью подразумевается нить, обладающая продольной и крутильной

жесткостью, а также способная раскручиваться при растяжении и удлиняться при раскручивании.

Модель естественно закрученной нити более точно отражает основные свойства реального сталь-

ного каната, в частности, описывает его свойства раскручивания при свободном натяжении и дает

возможность оценить крутящие моменты, возникающие при продольных колебаниях. При составле-

нии уравнений движения естественно закрученной нити были введены следующие обозначения [8]:

w1(x, t) — продольные деформации (полное удлинение части нити), w2(x, t) — поворот нити. В каче-

стве примера естественно закрученной нити можно рассмотреть стальной канал [9].

Граничные условия для функций w1(x, t), w2(x, t) на конце x = l образуют уравнения движения

концевого груза. Если w2(l, t) = 0, то это означает, что груз прикрепленный на конце x = l нити не

может совершать поворотов.
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В работах [7, 10, 11] рассматривается краевая задача, моделирующая процесс теплопереноса в

стержне при заданном температурном режиме на концах в рамках гиперболического закона тепло-

проводности.

Отметим, что круг гиперболических уравнений и систем гиперболических уравнений ограничен

теми объектами, для которых известна интегральная форма представления решения в точках области

его определения [12]. Класс таких уравнений достаточно узок. Одним из известных методов постро-

ения решений краевых задач в явном виде является метод Римана и его различные обобщения. В

связи с этим в теории линейных уравнений второго порядка гиперболического типа функция Римана

играет важную роль, с ее помощью удается записать в явном виде решение задач Коши и Гурса.

Так, например, Вольтерра [13], Адамар [14] привели формулу представления решений задачи Коши

для гиперболического уравнения второго порядка с числом независимых переменных больше двух,

Бургатти [15] и Реллих [16] привели формулу представления Римана для линейных уравнений выс-

ших порядков с числом независимых переменных, равным двум, имеются решения задачи Коши и

Гурса для уравнения Бианки [17, 18], записываемые в [19] через функцию Римана, Хольмгрен [20,

21], Б.Н. Бурмистров [22] обобщили метод Римана на системы уравнений первого порядка с двумя

независимыми переменными. В монографии А.В. Бицадзе [23] приведено обощение метода Рима-

на на один класс гиперболических систем второго порядка с двумя независимыми переменными и

кратными характеристиками. При этом показано, что вопрос о нахождении матрицы Римана сводит-

ся к решению системы интегральных уравнений Вольтерра второго порядка, которая всегда имеет

единственное решение.

В работах [24–26] приведены уравнения и системы уравнений, для которых функция Римана и ее

аналоги построены и выражены через специальные функции.

Иногда удается решить краевые задачи для уравнений гиперболического типа и без вспомогатель-

ных функций (функций Римана, Римана – Адамара). В работе [27] отмечено, что общие решения,

если их возможно найти, являются чрезвычайно полезными, особенно в вопросах прикладного харак-

тера. Если известно общее решение дифференциального уравнения или системы дифференциальных

уравнений, то скорее всего возможно решить и краевую задачу. Число уравнений, для которых из-

вестны общие решения, очень мало. Это волновое уравнение, уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу

[28], некоторые системы частного вида [23], а также ряд нелинейных уравнений [29].

Рассмотрим систему волновых уравнений (1.1) в области Ql,T = [0, l]×[0, T ]. Предположим, что ха-

рактеристическое уравнение матрицы A имеет корень λ кратности m, либо m различных собственных

значений, тогда существует матрица S такая, что

Λ = S−1AS,

где Λ— жорданова клетка, подобная матрице A (в случае кратных собственных значений), либо

диагональная матрица, в которой на главной диагонали стоят различные собственные значения.

Выполним в системе (1.1) замену w = S−1u, получим систему

utt − Λuxx = 0, (1.2)

в области Ql,T , где u(x, t) = colon (u1, u2, . . . , um)—вектор-функция.

В случае, когда Λ—жорданова клетка, матричное уравнение (1.2) эквивалентно системе:





u1tt − λ2u1xx = 0,

u2tt − λ2u2xx = u1xx,

. . . . . . . . . . . .

um tt − λ2um xx = um−1 xx.

(1.3)

Общее решение i-го уравнения системы (1.3) для i > 2 определяется формулой [30]

ui =

i∑

k=1

δ(i−k)u0
k

(i− k)!
+

i−1∑

k=1

(−1)kCk−1
2k−1

(2λ)2k

i−k∑

m=1

δ(i−k−m)(u0
m − u0

m(x,−t))

(i− k −m)!
,
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где δ ≡
1

2λ

∂

∂λ
, δ0 ≡ 1, u0

j – общее решение соответствующего однородного волнового уравнения,

определяемое [1]:

u0
j(x, t) = fj(x+ λt) + gj(x− λt). (1.4)

В случае, когда Λ—диагональная матрица, матричное уравнение (1.2) эквивалентно системе од-

нородных волновых уравнений, общее решение которых определяется формулой (1.4), с волновым

числом λ = λj .

2 . ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Краевой задачей называют задачу для матричного волнового уравнения в области Ql,T с началь-

ными (или финальными) условиями и граничными условиями при x = 0 и x = l одного рода.

Для системы (1.1) в области Ql,T рассмотрим начальные условия:

w(x, 0) = ϕ(x), wt(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l; (2.1)

финальные условия:

w(x, T ) = ϕ̂(x), wt(x, T ) = ψ̂(x), 0 6 x 6 l; (2.2)

граничные условия второго рода:

wx(0, t) = µ(t), wx(l, t) = ν(t), 0 6 t 6 T, (2.3)

где ϕ(x), ψ, ϕ̂, ψ̂, µ, ν — вектор-функции, размерности m.

Вторая краевая задача с начальными условиями.

Найти вектор-функцию w(x, t), удовлетворяющую системе (1.1) в прямоугольникеQl,T , начальным

условиям (2.1) и граничным условиям второго рода (2.3).

Вторая краевая задача с финальными условиями.

Найти вектор-функцию w(x, t), удовлетворяющую системе (1.1) в прямоугольникеQl,T , финальным

условиям (2.2) и граничным условиям второго рода (2.3).

Рассмотрим вторую краевую задачу с начальными (финальными) условиями для системы (1.1) в

области Ql,T , при T > l/min
i
{λi}. Введем обозначение qi = [Tλi/l], [x] – целая часть числа x.

Выполним в системе (1.1) замену w = S−1u, приводящую систему (1.1) к системе m однородных

волновых уравнений, начальные условия (2.1) примут вид

u(x, 0) = S ·w(x, 0) = ϕ̃(x), ut(x, 0) = S ·wt(x, 0) = ψ̃(x), 0 6 x 6 l, (2.4)

финальные условия (2.2):

u(x, T ) = S ·w(x, T ) = ˜̂ϕ(x), ut(x, T ) = S ·wt(x, T ) =
˜̂
ψ(x), 0 6 x 6 l, (2.5)

и гарничные условия (2.3):

ux(0, t) = S ·wx(0, t) = µ̃(t), ux(l, t) = S ·wx(l, t) = ν̃(t), 0 6 t 6 T. (2.6)

Представим решение второй краевой задачи с начальными условиями в области Ql,T в виде суммы

решений двух задач для системы однородных волновых уравнений.

Задача I:

u(x, 0) = ϕ̃(x), ut(x, 0) = ψ̃(x), 0 6 x 6 l,

ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, 0 6 t 6 T ;

Задача II:

u(x, 0) = 0, u(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l,

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t), 0 6 t 6 T.
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Решение задачи I в области Ql,T , T > l/λi имеет вид

ui(x, t) =
qiΦ̃i(x+ λit) + qiΦ̃i(x − λit)

2
+

1

2λi

x+λit∫

x−λit

qiΨ̃i(s) ds,

где ui(x, t) — решение задачи I для i-го уравнения системы m однородных волновых уравнений, qiΦ̃i,
qiΨ̃i — некоторые продолжения функций ϕ̃i(x), ψ̃i(x) на отрезки [−qil,−(qi − 1)l], [qil, (qi + 1)l].

Продолжения функций ϕ̃i(x), ψ̃i(x) в условиях задачи I на отрезки вида [−qil,−(qi − 1)l],

[qil, (qi + 1)l] определяются следующими формулами:

при x ∈ [−qil;−(qi − 1)l]:

qiΦ̃′

i(x) = (−1)qi ϕ̃′

i

(
(−1)qix+

[
1 + (−1)qi

2
qil −

1 − (−1)qi

2
l(qi − 1)

])
, (2.7)

qiΨ̃i(x) = ψ̃i

(
(−1)qix+

[
1 + (−1)qi

2
qil −

1 − (−1)qi

2
l(qi − 1)

])
; (2.8)

при x ∈ [qil; (qi + 1)l]:

qiΦ̃′

i(x) = (−1)qi ϕ̃′

i

(
(−1)qix+

[
1 − (−1)qi

2
(qi + 1)l −

1 + (−1)qi

2
lqi

])
, (2.9)

qiΨ̃i(x) = ψ̃i

(
(−1)qix+

[
1 − (−1)qi

2
(qi + 1)l −

1 + (−1)qi

2
lqi

])
. (2.10)

Доказательство формул (2.7)–(2.10) проводится методом математической индукции.

Решение задачи II для i-го уравнения системы m однородных волновых уравнений в области Ql,T ,

при T < l/λi :

ui(x, t) = −λi

t− x

λi∫

0

µ̃
i
(s) ds+ λi

t− l−x

λi∫

0

ν̃i(s) ds,

при l/λi < T < 2l/λi :

ui(x, t) = −λi

t− x

λi∫

0

µ̃
i
(s) ds− λi

x+λit−2l

λi∫

0

µ̃
i
(s)ds+ λi

t− l−x

λi∫

0

ν̃i(s) + λi

λit−x−l

λi∫

0

ν̃i(s) ds.

Продолжая процесс далее, получим решение ui(x, t) в виде следующей суммы:

ui(x, t) =

qi∑

m=0

λi

−1 − (−1)m

2

{ λit−x−ml

λi∫

0

µ̃
i
(s)ds−

λit+x−(m+1)l

λi∫

0

ν̃i(s) ds

}
+

+

qi∑

m=0

λi

−1 + (−1)m

2

{ λit+x−(m+1)l

λi∫

0

µ̃
i
(s) ds−

λit−x−ml

λi∫

0

ν̃i(s) ds

}
.

Выполнение граничных условий (2.6) проверяется непосредственной подстановкой.

Решение u(x, t) = colon (u1, . . . , um) второй краевой задачи с начальными условиями для систе-

мы m однородных волновых уравнений в области Ql,T , T > l/min
i
{λi} примет вид

ui(x, t) =
qiΦ̃i(x+ λit) + qiΦ̃i(x− λit)

2
+

1

2λi

x+λit∫

x−λit

qiΨ̃i(s) ds+

+

qi∑

m=0

λi

−1 − (−1)m

2

{ t− x+ml

λi∫

0

µ̃
i
(s) ds−

t+ x−(m+1)l
λi∫

0

ν̃i(s) ds

}
+
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+

qi∑

m=0

λi

−1 + (−1)m

2

{ t+ x−(m+1)l
λi∫

0

µ̃
i
(s)ds−

t− x+ml

λi∫

0

ν̃i(s) ds

}
, (2.11)

где ui(x, t) — решение второй краевой задачи с начальными условиями для i-го уравнения системы в

области Ql,T , T > l/λi.

Аналогично, устанавливается, что решение второй краевой задачи с финальными условиями для

системы m однородных волновых уравнений в области Ql,T , T > l/min
i
{λi} примет вид

ui(x, t) =
qiΦ̃i(x+ λi(t− T )) + qiΦ̃i(x− λi(t− T ))

2
−

1

2λi

x+λi(t−T )∫

x−λi(t−T )

qiΨ̃i(s) ds−

−

qi∑

m=0

λi

1 + (−1)m

2

{ T∫

t+ x+ml

λi

˜̂µi(s) ds−

T∫

t+ (m+1)l−x

λi

˜̂νi(s) ds

}
+

+

qi∑

m=0

λi

−1 + (−1)m

2

{ T∫

t+ (m+1)l−x

λi

˜̂µi(s) ds−

T∫

t+ x+ml

λi

˜̂νi(s) ds

}
, (2.12)

где ui(x, t) — решение второй краевой задачи с финальными условиями для i-го уравнения системы

в области Ql,T , T > l/λi.

Таким образом, справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Если функции qiΦ̃i(x) ∈ C2[−qil; (qi + 1)l], qiΨ̃i(x) ∈ C1[−qil; (qi + 1)l], qiΦ̃i,
qiΨ̃i —

четные продолжения функций ϕ̃i, ψ̃i на отрезки [−qil,−(qi − 1)l], [qil, (qi + 1)l], определяемые

формулами (2.7)–(2.10), µ̃
i
(t), ν̃i(t) ∈ C1[−T ;T ], выполнены условия согласования для вектор-

функций ϕ̃′(0) = µ̃(0), ϕ̃′(l) = ν̃(0), тогда решение u(x, t) = colon (u1, . . . , um) второй краевой

задачи для системы m однородных волновых уравнений в области Ql,T при T > l/max
i

{λi} имеет

вид (2.11).

Теорема 2. Если функции qi
˜̂
Φi(x) ∈ C2[−qil; (qi + 1)l], qi

˜̂
Ψi(x) ∈ C1[−qil; (qi + 1)l], qi

˜̂
Φi,

qi
˜̂
Ψi — четные продолжения функций ˜̂ϕi,

˜̂
ψi на отрезки [−qil,−(qi − 1)l], [qil, (qi + 1)l], функции

˜̂µi(t) = µ̃i(t), при t ∈ [0, T ], ˜̂µ(T ) = 0, ˜̂µi(t) ≡ 0 при t > T , аналогичным условиям удовлет-

воряет и функция ˜̂νi(t), ˜̂µi(t),
˜̂νi(t) ∈ C1[0; 2T ] и выполнены условия согласования для вектор-

функций ˜̂ϕ(0) = µ̃(T ), ˜̂ϕ(l) = ν̃(T ), тогда решение u(x, t) = colon (u1, . . . , um) второй краевой

задачи с финальными условиями для системы m однородных волновых уравнений в области Ql,T

T > l/max
i

{λi} имеет вид (2.12).

Выполним преобразование w = S−1u, приводящее систему (1.1) к виду (1.3). Начальные условия

примут вид (2.4) (финальные условия вид (2.5)), граничные условия первого рода — вид (2.6).

Теорема 3. Если функции qΦ̃k ∈ C2+i−k[0, l], qΨ̃k ∈ C1+i−k[0, l], функции qΦ̃k,
qΨ̃k — продол-

жения функций ϕ̃k, ψ̃k на отрезки [ql, (q + 1)l], [−ql,−(q − 1)l], q = [Tλ/l], µ̃k, ν̃k ∈ C1+i−k[−T, T ],

([0, 2T ]) тогда решение второй краевой задачи с начальными (финальными) условиями для си-

стемы (1.3) в области Ql,T при T > l/λ представимо:

ui(x, t) =
i∑

k=1

1

(i− k)!
δ(i−k)Fλ(qΦ̃k,

qΨ̃k, µ̃k, ν̃k),

где Fλ — решение второй краевой задачи с начальными (финальными) условиями для соответ-

ствующего однородного уравнения системы (1.3) при T > l/λ, определяемое формулой (2.18) и

(2.12) соответственно.

Выполняя замену u = S ·w, получим решение второй краевой задачи с начальными (финальными)

условиями для исходной системы (1.1).
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