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Функции A(y), A′(y), L(x), L′(x) принадлежат классу Гельдера; A(x), L(x) → 0 при x → 0;

L(x) = o(exp(γx)), γ < −1/2 при x → +∞;
(

h/2 − y
)1/2

A(y) → 0 при y → h/2.

Ядра B(x, t), Θ(x, t) непрерывно дифференцируемы в областях определения, ограничены в точке

(0, 0), допускают обращение в ∞ порядка не выше 1/2 вблизи (0, h), а вблизи (+∞, 0) исчезают.

Система (53)–(54) является системой уравнений Фредгольма, безусловная разрешимость которой

следует из единственности решения задачи Т.
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Разработана модель движения ударной системы при периоди-
ческом силовом воздействии с учетом возможных многократных
ударов за период силового воздействия. Осуществлено моде-
лирование режимов движения ударной системы. Сделан выбор
параметров системы, реализующих требуемые характеристики
движения.
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A model of impact system motion at periodic force effect taking into
account possible multiple impacts during the period of the force effect
has been developed. Simulation of impact system motion modes has
been carried out. Choice of system parameters realizing the required
motion characteristics has been made.
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ВВЕДЕНИЕ

Удар — физический процесс, который часто используется в практической деятельности [1]. Техно-

логии с использованием удара перспективны, они позволяют воздействовать на обрабатываемый объ-

ект с огромными усилиями [2, 3]. Реализация периодического удара осуществляется с использованием

механизмов ударного действия [4]. При создании ударных механизмов возникает необходимость по-

строения рациональных законов движения ударной массы [4, 5]. На режим движения ударной массы

оказывает влияние множество факторов, к числу которых можно отнести силы, разгоняющие массу

для нанесения удара и отводящие ее в исходное состояние, заданный период между ударами, время

переключения сил, восстановление скорости ударника и другие. Эффективный анализ влияния этих

факторов и построение требуемого режима движения ударной системы могут быть достигнуты при

моделировании движения виброударной системы.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрена ударная система, схема которой приведена на рис. 1. Масса m движется вдоль оси х

под действием периодической силы P (t), диаграмма которой представлена на рис. 1.

x x x

x
mP t( )

0 c

P t( ) P1

P2

t1 T T+t1 2T t

Рис. 1. Схема виброударной системы и диаграмма силы P (t)

Движение рассматриваемой виброударной системы описывается уравнениями:

m · ẍ = P (t), x(t0) = x0, ẋ(t0) = ẋ0, (1)

P (t) =

{

P1, (n − 1)T ≤ t < (n − 1)T + t1,

P2, (n − 1)T + t1 ≤ t < nT,
n = 1, 2, 3, . . . (2)

при х = хc если ẋ− > 0, то ẋ+ = −Rẋ−, (3)

где x0 — координата массы в начальный момент времени при t = t0, ẋ0 — скорость ударной массы в

начальный момент времени, P1, P2 — силы, действующие на массу m в течение периода, T — период

силового воздействия, t1 — длительность действия силы P1, n — номер цикла силового воздействия,

хс — координата ограничителя, ẋ− — скорость ударной массы перед столкновением с ограничителем,

ẋ+ — скорость ударной массы после столкновения с ограничителем, R — коэффициент восстановления

скорости при ударе.

2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ РЕШЕНИЯ

2.1. Удар на интервале t0 ≤ t < t1

Время первого удара обозначим tc1
, причем t0 < tc1

< t1. Координата массы совпадает в этот

момент с положением ограничителя x(tc1
) = xc. Используя теорему об изменении кинетической

энергии материальной точки применительно к движению ударной массы, на интервале t0 ≤ t ≤ tc1

имеем
1

2
m(ẋ2(t) − ẋ2

0) = P1(x − x0), ẋ(t) = ±
√

ẋ2
0 + 2A1(x − x0), A1 =

P1

m
. (4)

В момент первого удара t = tc1
, x = xc. Так как предударная скорость массы по условию (3)

является положительной величиной, то при t = tc1
из (4) для (ẋ(tc1

))− оставляем знак «+»:

t = tc1
, (ẋ(tc1

))− =
√

ẋ2
0 − 2A1(x0 − xc). (5)

При интегрировании (1) до нанесения первого удара на интервале t0 ≤ t ≤ tc1
имеем ẋ(t) = ẋ0 +

+ A1(t − t0). При t = tc1
получим значение (ẋ(tc1

))−, равное

(ẋ(tc1
))− = ẋ0 + A1(tc1

− t0). (6)

Время первого удара tc1
определим, приравняв (5) и (6):

tc1
= t0 +

−ẋ0 +
√

ẋ2
0 − 2A1(x0 − xc)

A1
. (7)

Начальная скорость ẋ0 может быть как положительной (ẋ0 > 0), так и отрицательной (ẋ0 < 0)

величиной. При ẋ0 < 0 из (7) следует, что время первого удара наступит позднее, чем при ẋ0 > 0.

Скорость массы после удара при t = tc1
в соответствии с равенством (3) равна

t = tc1
, (ẋ(tc1

))+ = −R(ẋ(tc1
))−. (8)
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На первой фазе действия усилия на интервале tc1
≤ t ≤ t1 скорость ударной массы и ее координата

определяются равенствами:

ẋ = (ẋ(tc1
))+ + A1(t − tc1

), x = xc + (ẋ(tc1
))+(t − tc1

) +
1

2
A1(t − tc1

)2. (9)

Удар массы об ограничитель может многократно повторяться на интервале tc1
< t < t1. Если в пер-

вой фазе действия силы в момент времени t = tci
происходит i-й удар, то на интервале tci−1

≤ t ≤ tci

ẋ(t) = (ẋ(tci−1
))+ + A1(t − tci−1

), x(t) = xc + (ẋ(tci−1
))+(t − tci−1

) +
1

2
A1(t − tci−1

)2, (10)

где tci−1
— время нанесения (i − 1)-го удара, (ẋ(tci−1

))+ = −R(ẋ(tci−1
))− — скорость массы по-

сле нанесения (i − 1)-го удара, являющаяся начальной скоростью движения массы на интервале

tci−1
≤ t ≤ tci

.

В момент нанесения i-го удара при t = tci
масса соприкасается с ограничителем и ее координата

x(tci
) = xc. Тогда из (10)

xc = xc + (ẋ(tci−1
))+(tci

− tci−1
) +

1

2
A1(tci

− tci−1
)2, tci

− tci−1
= −

2(ẋ(tci−1
))+

A1
. (11)

Время между двумя последовательными ударами пропорционально зависит от послеударной ско-

рости предыдущего удара и оно уменьшается в геометрической прогрессии. Возникает явление «дре-

безга». Координата ударной массы интенсивно стремиться к хс.

Общее время таких соударений при числе соударений, стремящихся к бесконечности, конечно и

определяется следующим образом:

tc∞ = tc1
+

2R

A1(1 − R)
(ẋ(tc1

))−.

Если tc∞ < t1, то многократный ударный режим движения ударной массы заканчивается еще в

первой фазе действия силы P (t) и следует переходить к рассмотрению движения во второй фазе

действия силы при следующих начальных условиях: x(t1) = xc, ẋ(t1) = 0.

Если неравенство tc∞ < t1 не выполняется, то возникает необходимость определения конечного

числа ударов массы об ограничитель до начала второй фазы действия силы P (t). Число ударов j

определится как

j =
ln[1 −

t1−tc1

a1

(R − 1)]

lnR
+ 1, a1 =

2

A1
R(ẋ(tc1

))−.

При режиме многократных ударов скорость каждого последующего удара интенсивно уменьшается

по закону геометрической прогрессии, причем (ẋ(tci
))− = Ri−1(ẋ(tc1

))−.

Так как R < 1, то Ri−1 при увеличении i стремится к нулю. Если рассмотреть отношение

(ẋ(tci
))−/(ẋ(tc1

))− = Ri−1, то отношение скорости удара на i-м соударении к предударной скоро-

сти первого удара при достаточно большом числе соударений становится малой величиной.

Если задаться величиной этой малости ε и учитывать

(ẋ(tci
))− =

{

(ẋ(tci
))−, если Ri−1 ≥ ε,

0, если Ri−1 < ε,

то можно определить минимальное число ударов imin, после которого можно считать практически,

что ударная масса находится в покое у ограничителя, пока t < t1, т. е. не наступила вторая фаза

действия усилия P (t):

imin =
ln ε

lnR
+ 1.

Если i > imin, то можно считать, что (ẋ(tci
))− = 0, x(tci

) = xc, т. е. становятся известными

начальные условия для следующего этапа расчета.
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2.2. Удар на интервале t1 ≤ t ≤ T

Если первый удар не произошел на интервале t0 ≤ t ≤ t1, то он может произойти на интервале

t1 ≤ t ≤ T , когда на массу действует сила P2. Начальные условия для этого этапа движения таковы:

x|t=t1 = x(t1) < xc, ẋ|t=t1 = ẋ(t1). Время первого удара обозначим tc1
, причем t1 < tc1

< T .

Используя теорему об изменении кинетической энергии материальной точки применительно к

движению ударной массы, на интервале t1 ≤ t ≤ tc1
имеем

1

2
m(ẋ2(t) − ẋ2(t1)) = P2(x − x(t1)), ẋ(t) = ±

√

ẋ2(t1) + 2A2(x − x(t1)), A2 =
P2

m
. (12)

В момент первого удара t = tc1
, x = xc. Тогда предударная скорость массы, будучи по условию (3)

положительной величиной, из (12) равна

t = tc1
, (ẋ(tc1

))− =
√

ẋ2(t1) + 2A2(xc − x(t1)). (13)

При интегрировании (1) до нанесения первого удара на интервале t1 ≤ t ≤ tc1
имеем ẋ(t) = ẋ(t1)+

+ A2(t − t1). При t = tc1
получим значение (ẋ(tc1

))−, равное

(ẋ(tc1
))− = ẋ(t1) + A2(tc1

− t1). (14)

Время первого удара tc1
во второй фазе действия усилия определим, приравняв (13) и (14),

tc1
= t1 +

−ẋ(t1) +
√

ẋ2(t1) + 2A2(xc − x(t1))

A2
, A2 =

P2

m
. (15)

Чтобы произошел удар во второй фазе действия силы t1 ≤ t ≤ T , подкоренное выражение должно

удовлетворять неравенству

ẋ2(t1) + 2A2(xc − x(t1)) > 0. (16)

Скорость массы после удара в соответствии с равенством (3) равна t = tc1
, (ẋ(tc1

))+ =

= −R(ẋ(tc1
))−.

Рассмотрим возможность возникновения повторных ударов во второй фазе действия силы на ин-

тервале tc1
≤ t ≤ T . Аналогично, как и для (12), имеем

ẋ(t) = ±
√

ẋ2(tc1
) + 2A2(x − x(tc1

)). (17)

В момент повторного удара t = tc2
, x = xc. Тогда предударная скорость массы, будучи по условию

(3) положительной величиной, из (17) равна

t = tc2
, (ẋ(tc2

))− =
√

(ẋ2(tc1
))+ + 2A2(xc − x(tc1

)). (18)

Так как x(tc1
) = xc, то (ẋ(tc2

))− = −(ẋ(tc1
))+ = R(ẋ(tc1

))−.

При интегрировании (1) на интервале tc1
≤ t ≤ tc2

имеем

ẋ(t) = (ẋ(tc1
))+ + A2(t − tc1

).

Если A2 < 0, повторный удар во второй фазе действия силы невозможен, так как (ẋ(tc1
))+ =

= −R(ẋ(tc1
))− < 0, ẋ(t) < 0, и ударная масса перемещается от ограничителя. В этом случае далее

расчет производится по формулам (tc1
< t < t1):

ẋ = (ẋ(tc1
))+ + A2(t − tc1

), x = xc + (ẋ(tc1
))+(t − tc1

) +
1

2
A2(t − tc1

)2. (19)

При t = T скорость ударной массы и ее координата примут следующие значения:

ẋ(T ) = (ẋ(tc1
))+ + A2(T − tc1

), x(T ) = xc + (ẋ(tc1
))+(T − tc1

) +
1

2
A2(T − tc1

)2.
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Если A2 > 0, повторный удар во второй фазе действия силы возможен при условии, что время

повторного удара tc1
< tc2

< T , причем

tc2
> tc1

+
−(ẋ(tc1

))+

A2
= tc1

+
R(ẋ(tc1

))−

A2
.

Если во второй фазе действия силы возникают многократные удары, то для i-го удара (при условии

tci
< T )

tci
> tci−1

+
R(ẋ(tci−1

))−

A2
.

Время между двумя последовательными ударами пропорционально зависит от послеударной ско-

рости предыдущего удара и оно уменьшается в геометрической прогрессии. Возникает явление «дре-

безга» во второй фазе действия силы. Координата ударной массы интенсивно стремиться к xc, а

предударная скорость уменьшается по закону (ẋ(tci
))− = Ri−1(ẋ(tc1

))−.

Явление «дребезга» во второй фазе действия силы, возникающее при условии A2 > 0, явно неже-

лательно, так как в следующем периоде на интервале T < t < T + t1 начинается новая фаза силового

воздействия на ударную массу (A1 > 0), и процесс периодических ударов может прекратиться.

Если начинается второй период движения, координата ударной массы x(T ) и ее скорость ẋ(T )

принимаются за начальные для следующего цикла и процедура расчета повторяется.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Осуществлено моделирование движения ударной массы при периодическом силовом воздействии

с учетом возможных многократных ударов массы об ограничитель.

На рис. 2 представлены результаты моделирования (диаграммы положения х и скорости v удар-

ной массы в зависимости от времени t) при следующих параметрах ударной системы: m = 1 кг,

x0 = −0.5м, ẋ0 = 0м/с, T = 0.05 с, t1 = 0.035 с, R = 0.3, P1 = 1000Н, P2 = −500Н.

t, c

X, V,м м/с

x

v

Рис. 2. Диаграммы положения x и скорости v ударной массы при выходе системы на установившийся режим

движения

В установившемся режиме движения предударная скорость массы существенно ниже, чем на

первых циклах движения. Кроме этого возникает явление «дребезга». Влияет на режим движения

время переключения силы P (t) со значения P1 на значение P2. На рис. 3 представлены диаграммы

x = x(t), v = v(t) движения ударной массы и фазовые диаграммы v = v(x) при значениях времени

переключения t1 = 0.025 с (см. рис. 3, а) и t1 = 0.03 с (см. рис. 3, б).

Параметры ударной системы: m = 1 кг, x0 = −0.5м, v0 = 0м/с, коэффициент R = 0.3; период

T = 0.05 с, P1 = 1000Н, P2 = −500Н.

В обоих случаях режим движения существенно нестабильный. Возникают пропуски ударов, удар

массы об ограничитель происходит с различной скоростью.

Построим закон движения x = x(t) ударной массы m, совершающей прямолинейное движение

вдоль оси x с одним соударением об ограничитель за период (xc — координата ограничителя) с

заданной скоростью v− под действием периодического силового воздействия P (t) с периодом T с

одним переключением силы за период в моменты времени (t1)i.
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Рис. 3. Диаграммы движения ударной массы x = x(t), v = v(t) и фазовые диаграммы v = v(x) при различ-

ных значениях времени переключения t1

Предполагается, что удар массы m об ограничитель является мгновенным, модель удара описыва-

ется равенством v+ = −Rv−, где v+ — скорость массы после удара, R − коэффициент восстанов-

ления скорости (0 ≤ R ≤ 1).

Предполагается, что сила P (t) за период ее действия имеет две фазы с постоянными по моду-

лю значениями сил P1 и P2: P (t) = P1, (tн)i ≤ t ≤ (t1)i, P (t) = P2, (t1)i ≤ t ≤ (tн)i + T , где

(tн)i = (i − 1)T — время начала периода действия силы, (t1)i = (tн)i + ktT — время переключения

действия силы, kt = ((t1)i − (tн)i)/T — коэффициент (0 < kt < 1), i — номер периода действия силы.

Периодический характер движения ударной массы описывается равенствами x((tk)i) = x((tн)i),

ẋ((tk)i) = ẋ((tн)i), где (tk)i = iT — время окончания периода действия силы, x((tн)i) и x((tk)i) —

положение ударной массы в начале и конце периода, ẋ((tk)i) и ẋ((tн)i) — скорость ударной массы в

начале и конце периода соответственно.

Из условия 0 < kt < 1 следует, что начальная скорость ẋ0 < Rv−.

Энергия удара будет наибольшей, если в момент (t1)i переключения силы P (t) масса m достигнет

ограничителя и произведет удар. Этому условию соответствует равенство x((tн)i) = xc.

Определим закон движения ударной массы m при значении массы m, положении ограничителя xc,

предударной скорости v−, коэффициенте восстановления R, начальных условиях x0 и ẋ0 (ẋ0 < Rv−).

Для решения задачи необходимо найти значения (t1)i, P1 и P2, v+, T .

Из условий обеспечения периодичности движения, условий соударения следует, что

T =
2(xc − x0)

v− + ẋ0
+

2(x0 − xc)

v+ + ẋ0
, (t1)i =

2(xc − x0)

v− + ẋ0
+ (i − 1)T, i = 1, 2, . . . ,

P1 = m
(v−)2 − (ẋ0)

2

2(xc − x0)
, v+ = −Rv−, P2 = m

ẋ0 − v+

T − 2(xc−x0)
ẋ0+v−

.

При начальных условиях x0 = −0.5м и ẋ0 = 0м/с, значении массы m = 1 кг, положении огра-

ничителя xc = 0, предударной скорости v− = 20м/c и коэффициенте восстановления R = 0.3 будем

иметь следующие характеристики цикла:

v+ = −Rv− = −6м/c, T =
2(xc − x0)

v− + ẋ0
+

2(x0 − xc)

v+ + ẋ0
= 0.05 + 0.166 = 0.216 с,
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(t1)i =
2(xc − x0)

v− + ẋ0
+ (i − 1)T = (0.05 + (i − 1) · 0.216) с, i = 1, 2, . . . ,

P1 = m
(v−)2 − (ẋ0)

2

2(xc − x0)
= 400Н, P2 = m

ẋ0 − v+

T − 2(xc−x0)
ẋ0+v−

= 36Н.

На рис. 4 представлены результаты моделирования движения ударной системы при реализации

вычисленных характеристик цикла. Процесс периодический, с одним соударением ударной массы об

ограничитель и с требуемой скоростью соударения.

x

v

X, Vм м/с,

t, c

t, c

x0

v=v x( )

V, м/с

X, м

x

Рис. 4. Диаграммы движения ударной массы

Не возникает явления «дребезга», связанного с многократными ударами, с малой предударной

скоростью, после нанесения основного удара. Фазовая диаграмма имеет четко выраженную характе-

ристику с определенными значениями скорости ударной массы в зависимости от ее положения.

ВЫВОДЫ

При описании движения ударной массы под действием периодической силы возникает вероятность

многократных ударов массы об ограничитель (явление «дребезга») в случае, если время переключения

силы для отвода ударника от ограничителя запаздывает по отношению к моменту нанесения удара.

Моделирование движения ударной массы в процессе дребезга проблематично, так как этот про-

цесс бесконечно ударный с интенсивным уменьшением предударной скорости и сокращением времени

между двумя последовательными ударами. Решение этой проблемы найдено путем определения ми-

нимального числа последовательных ударов, превышение которого позволяет с заданным уровнем

погрешности отсекать последующие малые перемещения ударника и определять начальные значения

для следующего цикла движения.

Разработана процедура моделирования режимов движения ударной системы при периодическом

силовом воздействии с учетом возможных многократных ударов за период силового воздействия.

Результаты моделирования показывают существенное влияние на движение ударной массы пара-

метров виброударной системы. При неблагоприятных их значениях режим движения нестабильный.

Возникают пропуски ударов, удар массы об ограничитель происходит с различной скоростью.

Предложенные расчетные зависимости позволяют определить параметры ударной системы, обес-

печивающие заданные характеристики цикла.

Работа выполнена в рамках реализации Федеральной целевой программы «Научные и научно-

педагогические кадры инновационной России» (ГК № П 1122).
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