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Пусть B — оператор умножения на функцию p ∈ L∞(0,∞), причем B и ε > 0 такие, что

ε‖p‖∞ < min
i

|λi+1 − λi|/2 = |λ1 − λ0|/2 = 3/2,

где ‖p‖∞ = essential sup
t∈(0,∞)

|p(t)|. Тогда оператор C(ε) = A + εB — самосопряженный, имеет простой

спектр и ядерную резольвенту в H.

Пусть n = 10, m = 20, α = 1, функция p(t) = exp(−t)(t3 − 2t2 + 3t − 1), а ε = 1. Поэтому

ε‖p‖∞ < 3/2, h = ε/m = 0.05.

Действуя по аналогии с предыдущими примерами, получим

λ0(1) ≈ λ_20
0 = 1.62001614319061257051596195543,

x0(1) ≈ X_20
0 (10, 1) = −0.052640007616461352878265389744t+

+0.012732364063459791135650944933t2− 0.00204673650450553741374697814182t3+

+0.00044652270392081656185756789t4 − 0.00007473792690780671519384085169t5+

+0.00000756682745671286932390335t6 − 0.00000045535437726594010067173277t7+

+0.00000001594769598859182470616t8 − 0.29901461822146940812316361 · 10−9 · t9+
+0.230941905674454297781 · 10−11 · t10 + 0.768981445312051871432936928070,

‖̟0‖ := ‖C(1)X_20
0 (10, 1) − λ_20

0 X_20
0 (10, 1)‖ < 0.0223.

Описанный метод обладает достоинством: его нетрудно реализовать на практике, используя ком-

пьютерные математические пакеты, а контролировать методом невязок.
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В работе исследуются асимптотические свойства многочле-
нов p̂n(t), ортогональных с весом ∆tj на произвольных сет-
ках, состоящих из конечного числа N точек отрезка [−1, 1].
А именно установлена асимптотическая формула, в которой при
возрастанииnвместе сN асимптотическое поведение этих мно-
гочленов близко к асимптотическому поведению многочленов
Лежандра. Кроме того, исследованы аппроксимативные свой-
ства сумм Фурье по этим многочленам.
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ВВЕДЕНИЕ

В последнее время интерес к теории многочленов, ортогональных на дискретных системах точек,

сильно возрос, она получила интенсивное развитие и нашла многочисленные приложения. Большая

часть этих приложений приводит к задаче об асимптотических свойствах и весовых оценках ортого-

нальных многочленов. В прикладных и теоретических исследованиях часто применяются разложения

в ортогональные ряды. При этом приходится решать следующую промежуточную задачу: для задан-

ной функции f = f(x) из того или иного класса и выбранной ортонормированной системы {ϕn}
требуется оценить отклонение частичной суммы Sn(f) = Sn(f, x) ряда Фурье функции f по системе

{ϕn} от самой функции f.

Приведенная задача хорошо известна и детально изучена для многих классических ортонормиро-

ванных систем. В частности, в работах [1, 2] было исследовано поведение частичных сумм Фурье –

Якоби Sα,β
m (f) порядка m функции f ∈ C[−1, 1]. Доказано, что при λ = max {α, β} > −1/2 норма

оператора частичных сумм Фурье – Якоби растет со скоростью O(mλ+1/2). Тем не менее, оставался

ряд классических ортонормированных систем, часто применяемых на практике в качестве базисов,

для которых указанная задача почти не была исследована. Это многочлены, ортогональные на сетках.

Основной причиной того, что задача о приближении функций суммами Фурье по ортогональным на

сетках многочленам оставалась не решенной, явилось отсутствие исследований по асимптотическим

свойствам самих ортогональных многочленов дискретной переменной. И здесь следует заметить, что

исследованию этой задачи посвящены многочисленные работы И.И. Шарапудинова. Например, в

работе [3] исследован вопрос о сходимости частичных сумм Фурье – Чебышева Sn,N(f) порядка

n ≤ N − 1 к функции f ∈ C[−1, 1] при n = O(N1/2). В частности, доказано, что при n = O(N1/2)

норма оператора Sn,N = Sn,N (f) в C[−1, 1] имеет порядок ‖ Sn,N ‖= O(n1/2).

И по аналогии с этими работами мы также исследовали асимптотические свойства многочленов,

ортогональных на произвольных сетках, и аппроксимативные свойства сумм Фурье по этим много-

членам.

Пусть TN = {tj}N
j=0 — дискретное множество (сетка), состоящее из конечного числа различных

точек отрезка [−1, 1] : −1 = t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = 1.

Через

p̂k(t) = p̂k(t; TN) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (0.1)

обозначим последовательность многочленов, образующих ортонормированную систему на сетке TN

в следующем смысле (0 ≤ n, m ≤ N − 1):

(p̂n, p̂m) =

N−1∑

j=0

p̂n(tj)p̂m(tj)∆tj = δnm, (0.2)

где ∆tj = tj+1 − tj, j = 0, 1, . . . , N −1. Для определенности будем считать, что старший коэффициент

многочлена p̂n(t) положителен, т. е.

p̂n(t) = kntn + bn−1t
n−1 + · · · + b0, kn > 0. (0.3)

Ниже нам понадобиться обобщение на интегральные метрики известного неравенства В.А. Мар-

кова для производных алгебраических многочленов. А именно пусть qn(t) — произвольный алгебра-

ический многочлен степени n, 0 ≤ r ≤ n. Тогда имеет место [4, 5] оценка

1∫

−1

∣∣∣q(r)
n (t)

∣∣∣ dt ≤ c(r)n2r

1∫

−1

|qn(t)| dt, (0.4)

где c(r), c(α, β), . . . , c(α, β, . . . , γ) — положительные постоянные, зависящие лишь от указанных пара-

метров, вообще говоря, различные в разных местах. Через κr мы обозначим наименьшую константу

в неравенстве (0.4), т. е.

κr = inf
qn

1∫
−1

∣∣∣q(r)
n (t)

∣∣∣ dt

n2r
1∫

−1

|qn(t)| dt

,
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где нижняя грань берется по всем алгебраическим многочленам qn(t) степени n, не равными нулю

тождественно.

Далее, пусть P̂n(t) — ортонормированный многочлен Лежандра,

δN = max
0≤j≤N−1

∆tj . (0.5)

В данной работе установлена:

1) асимптотическая формула

p̂n(t) = P̂n(t) + υn,N (t),

в которой для остаточного члена υn,N (t) при 1≤n≤aδ
−1/2
N (0 < a ≤ {(1 − b)/(4κ1)}1/2, 0 < b < 1)

имеет место оценка
∣∣υn,N(t)

∣∣≤c(a, b)δ
1/2
N n3/2

(√
1 − t2 +

1

n

)−1/2

.

2) весовая оценка

|p̂n(t)|≤c(a, b)
(
δ
1/2
N n3/2 + 1

)(√
1 − t2 +

1

n

)−1/2

(−1≤t≤1).

Здесь следует заметить, что аналогичные результаты нами были получены в работе [6] в случае,

когда конечная последовательность многочленов {p̂k(t)}N−1
k=0 образует ортонормированную систему на

множестве XN = {xj}N−1
j=0 , где xj =

tj + tj+1

2
, j = 0, 1, . . . , N − 1.

3) оценка: для функции Лебега

Ln,N(t) =

N−1∑

j=0

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

p̂k(t)p̂k(tj)

∣∣∣∣∣∆tj

при n = O(δ
−1/5
N ) равномерно относительно −1 ≤ t ≤ 1 справедливо неравенство

Ln,N (t) ≤ c(a, b)n1/2.

1. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА МНОГОЧЛЕНОВ ЯКОБИ

Мы здесь приведем некоторые сведения о многочленах Якоби и Лежандра. Определим многочлены

Якоби Pα,β
n (t) (n = 0, 1, 2, . . . ) с помощью обобщенной формулы Родрига:

Pα,β
n (t) =

(−1)n

2nn!

1

k(t)

dn

dtn
{k(t)σn(t)},

где α, β — произвольные действительные числа, σ(t) = 1−t2, k(t) = k(t; α, β) = = (1−t)α(1+t)β . Если

α, β > −1, то многочлены Якоби образуют ортогональную систему на [−1, 1] с весом k(t) в следующем

смысле:
1∫

−1

k(t)Pα,β
n (t)Pα,β

m (t) dt = hα,β
n δnm,

где

hα,β
n =

2α+β+1Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)

n!(2n + α + β + 1)Γ(n + α + β + 1)

и, следовательно, hα,β
n ≍ n−1 (n = 1, 2, . . . ).

Ниже нам понадобятся следующие свойства многочленов Якоби [7]:

– производная

dr

dtr
Pα,β

n (t) =
(n + α + β + 1)r

2r
Pα+r,β+r

n−r (t) (0 ≤ r ≤ n), (1.1)

где (a)0 = 1, (a)ν = a(a + 1) . . . (a + ν − 1);
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– весовая оценка (−1 ≤ t ≤ 1)

√
n
∣∣Pα,β

n (t)
∣∣ ≤ c(α, β)

(√
1 − t +

1

n

)−α− 1
2
(√

1 + t +
1

n

)−β− 1
2

, (1.2)

в частности √
n
∣∣Pα,β

n (t)
∣∣ ≤ c(α, β) (1 − t)

−α
2
− 1

4

(
0 ≤ t ≤ 1 − n−2

)
, (1.3)

√
n
∣∣Pα,β

n (t)
∣∣ ≤ c(α, β)nα+ 1

2

(
1 − n−2 ≤ t ≤ 1

)
;

– симметрия

Pα,β
n (−t) = (−1)nP β,α

n (t);

– равенство

Pα,β
n+1(t) =

n + α + 1

n + 1
Pα,β

n (t) − 2n + α + β + 2

2(n + 1)
(1 − t)Pα+1,β

n (t). (1.4)

Одним из частных случаев многочленов Якоби при α = β = 0 являются многочлены Лежандра,

ортогональные с единичным весом k(t) ≡ 1 на сегменте [−1, 1] :

2n + 1

2

1∫

−1

Pn(t)Pm(t) dt = δnm,

для которых, в частности, неравенство (1.2) имеет вид

√
n
∣∣Pn(t)

∣∣ ≤ c

(√
1 − t2 +

1

n

)− 1
2

. (1.5)

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Здесь мы докажем некоторые утверждения, которые нам понадобятся в дальнейшем.

Лемма 2.1. Пусть функция f(t) непрерывно дифференцируема на [−1, 1], −1 = t0 < t1 < . . . <

< tN−1 < tN = 1, ∆tj = tj+1 − tj , j = 0, 1, . . . , N − 1. Тогда имеет место следующее равенство:

1∫

−1

f(t) dt =

N−1∑

j=0

f(tj)∆tj + rN (f),

в котором для остаточного члена rN (f) имеет место оценка

|rN (f)| ≤ δN

1∫

−1

|f ′(x)| dx. (2.1)

Доказательство. Мы имеем
1∫

−1

f(t) dt =

N−1∑

j=0

tj+1∫

tj

f(t) dt. (2.2)

Далее, воспользовавшись формулой Тейлора, мы можем записать

tj+1∫

tj

f(t) dt =

tj+1∫

tj

[
f(tj) +

t∫

tj

f ′(x) dx

]
dt = f(tj)∆tj +

tj+1∫

tj

t∫

tj

f ′(x) dx dt =

= f(tj)∆tj +

tj+1∫

tj

(tj+1 − x)f ′(x) dx. (2.3)
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Поскольку (см. (0.5))
∣∣∣
tj+1∫
tj

(tj+1 − x)f ′(x) dx
∣∣∣ ≤ δN

tj+1∫
tj

|f ′(x)| dx, то из (2.2) и (2.3) мы находим

1∫

−1

f(t) dt =

N−1∑

j=0

f(tj)∆tj + rN (f),

где

|rN (f)| =

∣∣∣∣∣

N−1∑

j=0

tj+1∫

tj

(tj+1 − x)f ′(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ δN

N−1∑

j=0

tj+1∫

tj

|f ′(x)| dx = δN

1∫

−1

|f ′(x)| dx.

Лемма 2.1 доказана.

Лемма 2.2. Для нормированного многочлена Лежандра P̂n(t) =
√

(2n + 1)/2Pn(t) имеет место

следующая формула:
N−1∑

j=0

P̂ 2
n(tj)∆tj = 1 − rn,N , (2.4)

в которой

|rn,N | ≤ cδNn ln(n + 1). (2.5)

Доказательство. Полагая f(t) = P̂ 2
n(t) =

2n + 1

2
P 2

n(t), воспользуемся леммой 2.1. Тогда

1 =

1∫

−1

P̂ 2
n(t) dt =

N−1∑

j=0

P̂ 2
n(tj)∆tj + rn,N , (2.6)

где rn,N = rN (P̂ 2
n) и, стало быть,

|rn,N | ≤ δN

1∫

−1

∣∣∣{P̂ 2
n(t)}′

∣∣∣ dt = 2δN

1∫

0

∣∣∣{P̂ 2
n(t)}′

∣∣∣ dt. (2.7)

Далее, в силу (1.1)

{P̂ 2
n(t)}′ =

2n + 1

2

{
P 2

n(t)
}′

= (2n + 1){Pn(t)P ′
n(t)} =

(2n + 1)(n + 1)

2
Pn(t)P 1,1

n−1(t).

Поэтому в силу весовой оценки (1.2) ((1.5)) получим

∣∣∣{P̂ 2
n(t)}′

∣∣∣ ≤ c(n + 1)

(√
1 − t2 +

1

n

)−2

.

Отсюда, в свою очередь, имеем

1∫

0

∣∣∣{P̂ 2
n(t)}′

∣∣∣ dt ≤ c(n + 1)

1∫

0

(√
1 − t2 +

1

n

)−2

dt ≤ c(n + 1) ln(n + 1). (2.8)

Сопоставляя (2.6)–(2.8), приходим к оценке (2.5). Лемма 2.2 доказана.

Лемма 2.3. Пусть κ1δNn2 < 1/4.Тогда для ортонормированного многочлена (0.3) имеет место

следующая формула:
1∫

−1

p̂2
n(t) dt = 1 + Rn,N ,

в которой

|Rn,N | ≤ 4κ1δNn2

1 − 4κ1δNn2
. (2.9)
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Доказательство. В силу леммы 2.1

1∫

−1

p̂2
n(t) dt =

N−1∑

j=0

p̂2
n(tj)∆tj + Rn,N , (2.10)

где Rn,N = rN (p̂2
n) и, стало быть, в силу (2.1)

|Rn,N | ≤ δN

1∫

−1

∣∣{p̂2
n(t)}′

∣∣ dt. (2.11)

Далее, из неравенства (0.4) следует, что

1∫

−1

∣∣{p̂2
n(t)}′

∣∣ dt ≤ 4κ1n
2

1∫

−1

p̂2
n(t) dt. (2.12)

Сопоставляя (2.11) и (2.12), получим

|Rn,N | ≤ 4κ1δNn2

1∫

−1

p̂2
n(t) dt. (2.13)

Кроме того, из (2.10) и (2.13) следует, что

1∫

−1

p̂2
n(t) dt ≤ 1 + 4κ1δNn2

1∫

−1

p̂2
n(t) dt. (2.14)

Если теперь κ1δNn2 < 1/4, то из (2.14) получаем

1∫

−1

p̂2
n(t) dt ≤ 1

1 − 4κ1δNn2
. (2.15)

А теперь из (2.13) и (2.15) непосредственно следует оценка (2.9). Лемма 2.3 доказана.

Лемма 2.4. Пусть kn — старший коэффициент многочлена p̂n(t), а λn — старший коэффи-

циент многочлена Лежандра P̂n(t). Тогда

1

1 + cδNn ln(n + 1)
≤ kn

λn
≤ 1

(1 − 4κ1δNn2)1/2
. (2.16)

Доказательство. Нетрудно заметить, что если P̂n(t) = λnP̃n(t), то

λ2
n =

1
1∫

−1

P̃ 2
n(t) dt

,

где P̃n(t) — многочлен Лежандра с единичным старшим коэффициентом. Если p̂n(t) — многочлен из

последовательности (0.1), то

k2
n =

1
N−1∑
j=0

p̃2
n(tj)∆tj

, (2.17)

где p̃n(t) — многочлен из последовательности (0.1) с единичным старшим коэффициентом. Далее, в

силу (2.4), (2.5) и (2.17) получим:

k2
n

λ2
n

=
1

λ2
n

N−1∑
j=0

p̃2
n(tj)∆tj

≥ 1
N−1∑
j=0

P̂ 2
n(tj)∆tj

≥ 1

1 + cδNn ln(n + 1)
.
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Отсюда, в свою очередь, следует левая часть неравенства (2.16). Чтобы доказать правую часть этого

неравенства, мы воспользуемся интегральным неравенством Коши – Буняковского. Тогда получим:

kn

λn
=

1∫

−1

p̂n(t)P̂n(t) dt ≤
( 1∫

−1

p̂2
n(t) dt

)1/2( 1∫

−1

P̂ 2
n(t) dt

)1/2

≤ 1

(1 − 4κ1δNn2)1/2
.

Лемма 2.4 доказана.

3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МНОГОЧЛЕНОВ p̂n(t)

Здесь мы получим асимптотическую формулу для многочленов p̂n(t), ортонормированных на TN

в смысле (0.2).

Теорема 3.1. Пусть 0 < b < 1, 0 < a ≤ {(1 − b)/(4κ1)}1/2 и 1 ≤ n ≤ aδ
−1/2
N . Тогда имеет место

асимптотическая формула:

p̂n(t) = P̂n(t) + υn,N (t), (3.1)

где для остаточного члена υn,N (t) которой справедлива оценка

∣∣∣υn,N(t)
∣∣∣ ≤ c(a, b)δ

1/2
N n3/2

(√
1 − t2 +

1

n

)− 1
2

. (3.2)

Доказательство. Оценим следующий интеграл:

1∫

−1

{υn,N (t)}2
dt =

1∫

−1

{
P̂n(t) − p̂n(t)

}2

dt =

1∫

−1

P̂ 2
n(t) dt − 2

1∫

−1

P̂n(t)p̂n(t) dt +

1∫

−1

p̂2
n(t) dt = I1 + I2 + I3.

Ясно, что I1 = 1, I2 = −2
kn

λn
. A в силу (2.15) I3 = 1 +

4κ1δNn2

1 − 4κ1δNn2
. Тогда

1∫

−1

{υn,N(t)}2
dt ≤ cδNn ln(n + 1)

1 + cδNn ln(n + 1)
+

4κ1δNn2

1 − 4κ1δNn2
< c(a, b, κ1)δNn2. (3.3)

Из неравенства (3.3), используя теорему 7.71.1 [7], легко получить утверждение теоремы 3.1.

Сопоставляя (3.1), (3.2) с (1.5), мы приходим к следующему утверждению.

Теорема 3.2. Пусть 0 < b < 1, 0 < a ≤ {(1 − b)/(4κ1)}1/2 и 1 ≤ n ≤ aδ
−1/2
N . Тогда существует

постоянная c(a, b) > 0 такая, что

|p̂n(t)|≤c(a, b)
(
δ
1/2
N n3/2 + 1

)(√
1 − t2 +

1

n

)−1/2

(−1≤t≤1). (3.4)

4. ОЦЕНКА ФУНКЦИИ ЛЕБЕГА СУММ ФУРЬЕ ПО МНОГОЧЛЕНАМ p̂n(t)

Пусть C[−1, 1] — пространство непрерывных на отрезке [−1, 1] функций f(t) с нормой

‖ f ‖=‖ f ‖C[−1,1]= max
−1≤t≤1

| f(t) |,

Pn — пространство алгебраических многочленов степени n, En(f) = min
qn∈Pn

‖ f − qn ‖C[−1,1] — наи-

лучшее приближение функции f алгебраическими многочленами степени n.

Через Sn,N (f) = Sn,N (f, t) обозначим частичную сумму n-го порядка ряда Фурье функции f(t)

по системе {p̂k(t)}N−1
k=0 , т. е. Sn,N(f) =

n∑
k=0

f̂kp̂k(t), где f̂k =
N−1∑
j=0

f(tj)p̂k(tj)∆tj .

Рассмотрим задачу об оценке отклонения частичной суммы Sn,N (f) ряда Фурье функции f по

системе {p̂k(t)}N−1
k=0 от самой функции f при t ∈ [−1, 1] и n, N → ∞.

Положим

Ln,N(t) =
N−1∑

j=0

|Kn,N(t, tj)|∆tj , (4.1)
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Kn,N(t, tj) =

n∑

k=0

p̂k(t)p̂k(tj). (4.2)

Как известно, задача об оценке величины |f(t) − Sn,N (f, t)| с помощью неравенства Лебега

|f(t) − Sn,N (f, t)| ≤ (1 + Ln,N(t))En(f) (4.3)

сводится к задаче об оценке функции Лебега Ln,N(t).

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть f ∈ C[−1, 1], 0 < b < 1, 0 < a ≤
(

1 − b

4κ1

)1/2

, n = O(δ
−1/5
N ). Тогда справедливо

неравенство (−1 ≤ t ≤ 1)

Ln,N(t) ≤ c(a, b)n1/2.

Доказательство. Пусть 0 ≤ t ≤ 1 − 4n−2. Функцию Ln,N(t), определяемую равенством (4.1),

разобьем по следующей схеме:

Ln,N(t) =
∑

−1≤tj≤−1/2

| Kn,N(t, tj) | ∆tj +
∑

−1/2≤tj≤y1

| Kn,N(t, tj) | ∆tj+

+
∑

y1≤tj≤y2

| Kn,N(t, tj) | ∆tj +
∑

y2≤tj≤1

| Kn,N(t, tj) | ∆tj = A1 + A2 + A3 + A4, (4.4)

где y1 = t −
√

1 − t2

n
, y2 = t +

√
1 − t2

n
.

Чтобы оценить A1, воспользуемся формулой Кристоффеля – Дарбу (n ≤ N − 2):

n∑

k=0

p̂k(t)p̂k(tj) =
kn

kn+1
· p̂n+1(t)p̂n(tj) − p̂n(t)p̂n+1(tj)

t − tj
, (4.5)

где kn — старший коэффициент многочлена p̂n(t). Далее, пользуясь, с одной стороны, тем, что для

старшего коэффициента λn ортонормированного многочлена Лежандра P̂n(t) имеет место неравенство
λn

λn+1
≤ c, а с другой стороны, в силу неравенства (2.16) мы имеем

µn =
kn

kn+1
=

λn

λn+1

kn/λn

kn+1/λn+1
≤ c

1 + δNn ln(n + 1)

(1 − 4κ1δNn2)1/2
≤ c(b)(1 + δNn ln(n + 1)) ≤

≤ c(b)

(
1 + δNn2 · ln(n + 1)

n

)
≤ c(a, b). (4.6)

Из n = O(δ
−1/5
N ) следует n + 1 = O(δ

−1/5
N ). Кроме того, если 0 ≤ t ≤ 1 − 4n−2 и −1 ≤ tj ≤ −1/2,

то
1

|t − tj |
≤ 2. Отсюда и в силу (4.2), (4.5), (4.6) находим

A1 =
∑

−1≤tj≤−1/2

| Kn,N (t, tj) | ∆tj ≤ |Kn,N(t, t0)|∆t0 +
∑

−1<tj≤−1+4n−2

| Kn,N (t, tj) | ∆tj+

+
∑

−1+4n−2<tj≤−1/2

| Kn,N (t, tj) | ∆tj ≤ c(a, b) [| p̂n+1(t)p̂n(t0) | + | p̂n(t)p̂n+1(t0) |] ∆t0+

+c(a, b)
∑

−1<tj≤−1+4n−2

(| p̂n+1(t)p̂n(tj) | + | p̂n(t)p̂n+1(tj) |)∆tj+

+c(a, b)
∑

−1+4n−2<tj≤−1/2

(| p̂n+1(t)p̂n(tj) | + | p̂n(t)p̂n+1(tj) |) ∆tj = A10 + A11 + A12. (4.7)

Оценим A10. В силу (0.5), (3.4) при n = O(δ
−1/5
N ) имеем (t0 = −1)

A10 ≤ c(a, b)
[
|pn+1(t)|n1/2 + |pn(t)|(n + 1)1/2

]
∆t0 ≤
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≤ c(a, b)n1/2[|pn+1(t)| + |pn(t)|]δN ≤ c(a, b)nδN ≤ c(a, b)n−4. (4.8)

Если −1 < tj ≤ −1 + 4n−2, то 2 − 4n−2 ≤ 1 − tj < 2, 0 < 1 + tj ≤ 4n−2. Тогда в силу (3.4)

получаем (n = O(δ
−1/5
N )):

A11 ≤ c(a, b)
∑

−1<tj≤−1+4n−2

(| p̂n+1(t) |
[√

1 + tj +
1

n

]−1/2

+| p̂n(t) |
[√

1 + tj +
1

n + 1

]−1/2

)∆tj ≤

≤ c(a, b)
[
|p̂n+1(t)|n1/2 + |p̂n(t)|(n + 1)1/2

] ∑

−1<tj≤−1+4n−2

∆tj ≤

≤ c(a, b)n1/2 [|p̂n+1(t)| + |p̂n(t)|] n−2 ≤ c(a, b)n−1. (4.9)

Если же −1 + 4n−2 < tj ≤ −1/2, то (3/2) ≤ 1 − tj ≤ 2 − 4n−2 < 2 и 4n−2 ≤ 1 + tj ≤ 1/2.

Следовательно,

A12 ≤ c(a, b) [|p̂n+1(t)| + |p̂n(t)|]
∑

−1+4n−2<tj≤−1/2

(1 + tj)
−1/4∆tj ≤

≤ c(a, b) [|p̂n+1(t)| + |p̂n(t)|]
−1/2∫

−1+4n−2

(1 + τ)−1/4dτ ≤ c(a, b)min{(1 − t)−1/4, n1/2}. (4.10)

Сопоставляя (4.7)–(4.10), находим

A1 ≤ c(a, b)min{(1 − t)−1/4, n1/2}. (4.11)

Теперь оценим A2. Пользуясь (4.2), (4.5) и асимптотической формулой (3.1), получаем:

A2 ≤ c(a, b)
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣
p̂n+1(t)p̂n(tj) − p̂n(t)p̂n+1(tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj =

= c(a, b)
∑

−1/2≤tj≤y1

|{(P̂n+1(t) + υn+1,N(t))(P̂n(tj) + υn,N (tj))−

−(P̂n(t) + υn,N (t))(P̂n+1(tj) + υn+1,N(tj))}/{t − tj}|∆tj ≤

≤ c(a, b)

{
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣∣
P̂n+1(t)P̂n(tj) − P̂n(t)P̂n+1(tj)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj+

+
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣∣
P̂n+1(t)υn,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj +
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣∣
P̂n(tj)υn+1,N (t)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj+

+
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣
υn+1,N (t)υn,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj +
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣∣
P̂n(t)υn+1,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj+

+
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣∣
P̂n+1(tj)υn,N (t)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj +
∑

−1/2≤tj≤y1

∣∣∣∣
υn,N (t)υn+1,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj

}
=

= A21 + A22 + A23 + A24 + A25 + A26 + A27. (4.12)

Займемся A21. Пользуясь тождеством (1.4) при α = β = 0, можем записать

Pn+1(t)Pn(tj) − Pn(t)Pn+1(tj) = (1 − tj)P
1,0
n (tj)Pn(t) − (1 − t)P 1,0

n (t)Pn(tj).

Тогда учитывая, что P̂n(t) =
√

(2n + 1)/2Pn(t), в силу (1.3), (1.5) имеем

A21 ≤ c(a, b)
2n + 1

2

∑

− 1
2
≤tj≤y1

∣∣∣∣
(1 − tj)P

1,0
n (tj)Pn(t) − (1 − t)P 1,0

n (t)Pn(tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj ≤ c(a, b)(1 − t)−1/4×
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×
∑

− 1
2
≤tj≤y1

(1 − tj)
1/4

t − tj
∆tj + c(a, b)(1 − t)1/4

∑

− 1
2
≤tj≤y1

(1 − tj)
−1/4

t − tj
∆tj = A

(1)
21 + A

(2)
21 . (4.13)

Далее, в силу неравенства (1 − tj)
1/4 ≤ (1 − t)1/4 + (t − tj)

1/4 получаем:

A
(1)
21 ≤ c(a, b)




∑

− 1
2
≤tj≤y1

∆tj
t − tj

+ (1 − t)−1/4
∑

− 1
2
≤tj≤y1

∆tj
(t − tj)3/4



 ≤

≤ c(a, b)




y1∫

−1/2

dτ

t − τ
+ (1 − t)−1/4

y1∫

−1/2

dξ

(t − ξ)3/4


 ≤

≤ c(a, b)

[(
ln

n√
1 − t2

+ ln(3/2)

)
+ (1 − t)−1/4(t + 1/2)1/4

]
≤

≤ c(a, b)
[
ln(n + 1) + n1/2

]
≤ c(a, b)n1/2. (4.14)

А так как для −1/2 ≤ tj ≤ t −
√

1 − t/n

(
3

2

)−1/4

≤ (1 − tj)
−1/4 ≤

(
1 − t +

√
1 − t

n

)−1/4

,

то

A
(2)
21 ≤ c(a, b)

∑

− 1
2
≤tj≤y1

∆tj
t − tj

≤ c(a, b)

y1∫

−1/2

dτ

t − τ
≤

≤ c(a, b)

(
ln

n√
1 − t2

+ ln
3

2

)
≤ c(a, b) ln(n + 1). (4.15)

Из (4.13)–(4.15) имеем

A21 ≤ c(a, b)n1/2. (4.16)

Для −1/2 ≤ tj ≤ t −
√

1 − t2/n имеем t− tj ≤ 1− tj. Отсюда и в силу (1.5) ((1.3) при α = 0), (3.2)

при n = O(δ
−1/5
N ) получаем

A22 ≤ c(a, b)δ
1/2
N n3/2(1 − t)−1/4

∑

−1/2≤tj≤y1

(1 − tj)
−1/4

t − tj
∆tj ≤ c(a, b)δ

1/2
N n2

∑

−1/2≤tj≤y1

∆tj
(t − tj)5/4

≤

≤ cδ
1/2
N n2

y1∫

−1/2

dτ

(t − τ)5/4
≤ c(a, b)δ

1/2
N n5/2 ≤ c(a, b). (4.17)

Аналогично доказываются следующие оценки (n = O(δ
−1/5
N )) :

A2i ≤ c(a, b) (i = 3, 5, 6). (4.18)

Далее, в силу (3.2) при n = O(δ
−1/5
N ) находим

A24 ≤ c(a, b)δNn3(1 − t)−1/4
∑

−1/2≤tj≤y1

(1 − tj)
−1/4

t − tj
∆tj ≤ c(a, b)δNn7/2

∑

−1/2≤tj≤y1

∆tj
(t − tj)5/4

≤

≤ c(a, b)δNn7/2

y1∫

−1/2

dτ

(t − τ)5/4
≤ c(a, b)δNn4 ≤ c(a, b)n−1. (4.19)

Такую же оценку допускает и A27. Отсюда и из (4.12), (4.16)–(4.19) при n = O(δ
−1/5
N ) получаем

A2 ≤ c(a, b)n1/2. (4.20)
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Теперь оценим A3. В силу (3.4), (4.2) при n = O(δ
−1/5
N ) имеем

A3 =
∑

y1≤tj≤y2

|Kn,N(t, tj)|∆tj ≤
n∑

k=0

|p̂k(t)|
∑

y1≤tj≤y2

|p̂k(tj)|∆tj ≤

≤ c(a, b)

n∑

k=0

| p̂k(t) |
∑

y1≤tj≤y2

(1 − tj)
−1/4∆tj ≤ c(a, b)

n∑

k=0

| p̂k(t) | y2 − y1

(1 − y2)1/4
=

= c(a, b)

n∑

k=0

|p̂k(t)|
√

1−t2

n(
1 − t −

√
1−t2

n

)1/4
< c(a, b)(1 − t)−1/4n

(1 − t)1/2

n(1 − t)1/4
(
1 − 1

n

√
1+t
1−t

) ≤ c(a, b). (4.21)

Перейдем к оценке A4. В силу (3.1), (4.2), (4.5) и (4.6) при n = O(δ
−1/5
N ) мы находим

A4 = c(a, b)
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣
p̂n+1(t)p̂n(tj) − p̂n(t)p̂n+1(tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj ≤

≤ c(a, b){
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣∣
P̂n+1(t)P̂n(tj) − P̂n(t)P̂n+1(tj)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj+

+
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣∣
P̂n+1(t)υn,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj +
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣∣
P̂n(tj)υn+1,N (t)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj+

+
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣
υn+1,N (t)υn,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj +
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣∣
P̂n(t)υn+1,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj+

+
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣∣
P̂n+1(tj)υn,N (t)

t − tj

∣∣∣∣∣∆tj +
∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣
υn,N (t)υn+1,N (tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj} =

= A41 + A42 + A43 + A44 + A45 + A46 + A47. (4.22)

Рассмотрим A42. В силу (1.5), (3.2) при n = O(δ
−1/5
N ) имеем

A42 ≤ c(a, b)δ
1/2
N n3/2(1 − t)−1/4

∑

y2≤tj≤ 1+t

2

(1 − tj)
−1/4

tj − t
∆tj+

+c(a, b)δ
1/2
N n3/2(1 − t)−1/4

∑

1+t

2
≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
−1/4

tj − t
∆tj+

+c(a, b)δ
1/2
N n3/2(1 − t)−1/4

∑

1−n−2≤tj≤1

n1/2

tj − t
∆tj = A

(1)
42 + A

(2)
42 + A

(3)
42 . (4.23)

Если y2 ≤ tj ≤ (1 + t)/2, то 1 − tj ≥ tj − t. Тогда для A
(1)
42 при n = O(δ

−1/5
N ) получаем

A
(1)
42 ≤ c(a, b)δ

1
2

Nn2
∑

y2≤tj≤ 1+t
2

∆tj

(tj − t)
5
4

= c(a, b)δ
1
2

Nn2
∑

y2≤tj≤ 1+t
2

∆tj

(tj+1 − t)
5
4

(tj+1 − t)
5
4

(tj − t)
5
4

<

< c(a, b)δ
1/2
N n2

∑

y2≤tj≤ 1+t
2

∆tj

(tj+1 − t)
5
4

(
δN

tj − t
+ 1

) 5
4

≤ c(a, b)δ
1/2
N n2

1+t

2∫

y2

dτ

(τ − t)5/4
≤

≤ c(a, b)δ
1/2
N n2n1/2 ≤ c(a, b). (4.24)

Математика 39



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. 2011. Т. 11. Сер. Математика. Механика. Информатика, вып. 3, ч. 2

Если же (1 + t)/2 ≤ tj ≤ 1 − n−2, то 1 − tj ≤ tj − t. Тогда для A
(2)
42 имеем

A
(2)
42 ≤ c(a, b)δ

1
2

Nn2
∑

1+t

2
≤tj≤1−n−2

∆tj
(1 − tj)5/4

≤ c(a, b)δ
1
2

Nn2

1−n−2∫

1+t

2

dτ

(1 − τ)5/4
≤

≤ c(a, b)δ
1/2
N n2

[
n1/2 −

(
1 + t

2

)−1/4
]
≤ c(a, b). (4.25)

Далее, для A
(3)
42 имеет место оценка

A
(3)
42 ≤ c(a, b)δ

1
2

Nn
5
2

∑

1−n−2≤tj≤1

1

tj − t
∆tj ≤ c(a, b)δ

1
2

Nn
9
2

∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj ≤ c(a, b)δ
1/2
N n5/2 ≤ c(a, b).

Отсюда и из (4.23)–(4.25) выводим

A42 ≤ c(a, b). (4.26)

Аналогично доказываются следующие оценки:

A4i ≤ c(a, b) (i = 3, 5, 6). (4.27)

Перейдем к рассмотрению сумм A44 и A47, остановившись для определенности на A44. В силу

(3.2) при n = O(δ
−1/5
N ) имеем

A44 ≤ c(a, b)δNn3(1 − t)−1/4
∑

y2≤tj≤ 1+t
2

(1 − tj)
−1/4

tj − t
∆tj+

+c(a, b)δNn3(1 − t)−1/4
∑

1+t

2
≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
−1/4

tj − t
∆tj+

+c(a, b)δNn3(1 − t)−1/4
∑

1−n−2≤tj≤1

n1/2

tj − t
∆tj = A

(1)
44 + A

(2)
44 + A

(3)
44 . (4.28)

Для y2 ≤ tj ≤ (1 + t)/2 имеем 1 − tj ≥ tj − t. Следовательно, по аналогии с (4.24) получаем:

A
(1)
44 ≤ c(a, b)δNn

7
2

∑

y2≤tj≤ 1+t

2

∆tj
(tj − t)5/4

≤ c(a, b)δNn7/2

1+t

2∫

y2

dτ

(τ − t)5/4
≤

≤ c(a, b)δNn
7
2 n1/2 ≤ c(a, b)n−1. (4.29)

Поскольку 1 − tj ≤ tj − t для (1 + t)/2 ≤ tj ≤ 1 − n−2, то

A
(2)
44 ≤ c(a, b)δNn

7
2

∑

1+t

2
≤tj≤1−n−2

∆tj
(1 − tj)5/4

≤

≤ c(a, b)δNn
7
2

1−n−2∫

1+t
2

dτ

(1 − τ)5/4
≤ c(a, b)δNn4 ≤ c(a, b)n−1. (4.30)

Далее, для A
(3)
44 имеет место оценка

A
(3)
44 ≤ c(a, b)δNn4

∑

1−n−2≤tj≤1

1

tj − t
∆tj ≤ c(a, b)δNn6

∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj ≤

≤ c(a, b)δNn4 ≤ c(a, b)n−1. (4.31)
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Сопоставляя (4.28)–(4.31), получаем:

A44 ≤ c(a, b)n−1. (4.32)

Совершенно аналогично доказывается, что

A47 ≤ c(a, b)n−1. (4.33)

Оценим A41. Аналогично тому как была установлена оценка (4.17), находим

A41 ≤ c(a, b)
2n + 1

2

∑

y2≤tj≤1

∣∣∣∣
(1 − tj)P

1,0
n (tj)Pn(t) − (1 − t)P 1,0

n (t)Pn(tj)

t − tj

∣∣∣∣∆tj ≤

≤ c(a, b)(1 − t)−
1
4




∑

y2≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
1/4

tj − t
∆tj + n−1/2

∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj
tj − t


+

+c(a, b)(1 − t)1/4




∑

y2≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
−1/4

tj − t
∆tj + n1/2

∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj
tj − t



 ≤

≤ c(a, b){(1 − t)−1/4
∑

y2≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
1/4

tj − t
∆tj + (1 − t)1/4

∑

y2≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
−1/4

tj − t
∆tj+

+
∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj
tj − t

+ n1/2
∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj
tj − t

} = A
(1)
41 + A

(2)
41 + A

(3)
41 + A

(4)
41 ,

где

A
(4)
41 ≤ c(a, b)n5/2

∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj ≤ c(a, b)n1/2, A
(3)
41 ≤ c(a, b)

1∫

1−n−2

dτ

τ − t
≤ c(a, b) ln(n + 1),

A
(2)
41 ≤ c(a, b)

∑

y2≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
− 1

4

tj − t
∆tj = c(a, b)

∑

y2≤tj≤ 1+t
2

(1 − tj)
− 1

4

tj − t
∆tj+

+c(a, b)
∑

1+t

2
≤tj≤1−n−2

(1 − tj)
−1/4

tj − t
∆tj ≤ c(a, b)




∑

y2≤tj≤ 1+t

2

∆tj
(tj − t)5/4

+
∑

1+t

2
≤tj≤1−n−2

∆tj
(1 − tj)5/4



 ≤

≤ c(a, b)




1+t
2∫

y2

dτ

(τ − t)5/4
+

1−n−2∫

1+t

2

dζ

(1 − ζ)5/4


 ≤ c(a, b)n1/2.

Далее, в силу неравенства (1 − tj)
1/4 ≤ (1 − t)1/4 + (tj − t)1/4 получаем:

A
(1)
41 ≤ c(a, b)




∑

y2≤tj≤1−n−2

∆tj
tj − t

+ (1 − t)−1/4
∑

y2≤tj≤1−n−2

∆tj
(tj − t)3/4



 ≤

≤ c(a, b)




1−n−2∫

y2

dτ

τ − t
+ (1 − t)−1/4

1−n−2∫

y2

dξ

(ξ − t)3/4


 ≤ c(a, b)

[
ln(n + 1) + n1/2

]
≤ c(a, b)n1/2.

Следовательно, A41 ≤ c(a, b)n1/2. Отсюда сопоставляя (4.22), (4.26), (4.27), (4.32), (4.33), мы выводим

(n = O(δ
−1/5
N ))

A4 ≤ c(a, b)n1/2. (4.34)

Собираем оценки (4.11), (4.20), (4.21), (4.34) и, сопоставляя их с равенством (4.4), находим

Ln,N (t) ≤ c(a, b)n1/2, (4.35)

где 0 ≤ t ≤ 1 − 4n−2, n = O(δ
−1/5
N ).
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Перейдем к случаю, когда 1−4n−2 ≤ t ≤ 1. Чтобы оценить Ln,N (t) при 1−4n−2 ≤ t ≤ 1, разобьем

сумму в правой части равенства (4.1) по следующей схеме:

Ln,N (t) =
∑

−1≤tj≤−1/2

|Kn,N(t, tj)|∆tj +
∑

−1/2≤tj≤1−n−2

|Kn,N (t, tj)|∆tj+

+
∑

1−n−2≤tj≤1

| Kn,N (t, tj) | ∆tj = B1 + B2 + B3. (4.36)

При 1 − 4n−2 ≤ t ≤ 1 имеем 1 − t ≤ 4n−2. Следовательно, из (1.5) вытекает оценка |P̂n(t)| ≤ cn1/2.

Учитывая это неравенство, суммы B1 и B2 оцениваются совершенно аналогично тому, как это было

сделано для A1, A2 и A3. Это дает при n = O(δ
−1/5
N )

B1 ≤ c(a, b)n1/2, B2 ≤ c(a, b)n1/2. (4.37)

Что касается B3, то воспользовавшись оценкой (3.4), имеем

B3 =
∑

1−n−2≤tj≤1

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

p̂k(t)p̂k(tj)

∣∣∣∣∣∆tj ≤ c(a, b)
∑

1−n−2≤tj≤1

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

k

∣∣∣∣∣∆tj ≤

≤ c(a, b)n2
∑

1−n−2≤tj≤1

∆tj ≤ c(a, b). (4.38)

Из (4.36)–(4.38) получаем (n = O(δ
−1/5
N )):

Ln,N (t) ≤ c(a, b)n1/2, (1 − 4n−2 ≤ t ≤ 1). (4.39)

Сопоставляя (4.35) и (4.39), убеждаемся в справедливости теоремы в случае, когда 0 ≤ t ≤ 1.

Далее, посредством аналогичных рассуждений, такую же оценку можно получить и для случая, когда

−1 ≤ t ≤ 0. Теорема 4.1 доказана полностью.

Из (4.3) и теоремы 4.1 непосредственно вытекает следующая теорема.

Теорема 4.2. Пусть f ∈ C[−1, 1], 0 < b < 1, 0 < a ≤
{

1−b
4κ1

}1/2

, n = O(δ
−1/5
N ). Тогда равномерно

относительно −1 ≤ t ≤ 1 справедлива оценка

| f(t) − Sn,N (f, t) |≤ c(a, b)En(f)n1/2.

Из теоремы 4.2 и теоремы Джексона вытекает следующее утверждение.

Теорема 4.3. Пусть f ∈ LipγM, 1
2 < γ ≤ 1, 0 < b < 1, 0 < a ≤

{
1−b
4κ1

}1/2

, n = O(δ
−1/5
N ). Тогда

справедлива оценка ‖ f − Sn,N(f) ‖≤ c(a, b, γ, M)(n + 1)1/2−γ .

Выражаю глубокую признательность профессору И.И. Шарапудинову за постановку задачи и

помощь в ее реализации.
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