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Рис. 4. Зависимость частоты (a) и фазовой скорости (b) для изотропного цилиндра
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В трехмерной постановке рассмотрена задача о конвекции
несжимаемой жидкости в прямоугольном параллелепипеде при
подогреве снизу. Горизонтальные границы предполагаются сво-
бодными от касательных напряжений и изотермическими. Рас-
считанный временной спектр температурных пульсаций в центре
конвективной ячейки при надкритичности 410 хорошо согласует-
ся с измеренным экспериментально при турбулентной конвекции
в газообразном He при криогенной температуре. Для пульса-
ций скорости получены спектры Болджиано – Обухова k−11/5,
k−3 и k−5. Для температурных пульсаций получены спектры
Колмогорова k−5/3 и k−2.4. Такие спектры указывают на пове-
дение температуры как пассивной примеси и на доминирование
силы плавучести для скорости. Наличие ясно идентифицируе-
мых спектров в исследуемом конвективном течении позволяет
характеризовать данный процесс как развитую турбулентность.
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Numerical Investigation of Spectrums of Three-Dimensional
Turbulent Convection
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The three-dimensional turbulent convectional flows of viscous and
incompressible fluid in a rectangular parallelepiped numerically
is simulated at heating from below. The horizontal boundaries
are stress-free and isothermal. The calculated time spectrum of
temperature pulsations at supercriticality is equal to 410 in centre
of convective cell has a good agreement with experimental data
for convection in cryogenic He. The Obukhov – Bolgiano spectra
k−11/5, k−3 and k−5 have been found for velocity pulsations.
Also for temperature pulsations the Kolmogorov k−5/3 and k−2.4

are obtained. Such spectrums denote on temperature behavior as
passive admixture and that dominant force for velocity is buoyancy.
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ВВЕДЕНИЕ

Классическая задача о конвекции Рэлея – Бенара в различных постановках исследовалась чис-

ленно [1–7] и экспериментально [8–12]. Наибольший интерес вызывают исследования при высокой

надкритичности r = Ra/Racr, где Ra и Racr — число Рэлея и критическое значение числа Рэлея,

ввиду их очевидной связи с проблемой прямого численного моделирования турбулентности, здесь и

ниже Pr — число Прандтля.

При численном моделировании различают две постановки задачи о конвекции в бесконечном

горизонтальном слое — со свободными (от напряжений) и жесткими (с условием прилипания) го-

ризонтальными границами, как правило, решение предполагается периодическим в горизонтальных

направлениях или удовлетворяющим специальным граничным условиям [13]. Обе постановки зада-

чи часто приводят к решениям, которые различаются лишь количественно, а не качественно [14].

Этим и относительной простотой решения задачи о конвекции со свободными граничными условиями

и объясняется интерес к этой постановке. Конвекция со свободными от касательных напряжений

границами физически реальна и реализована в эксперименте [15].

Основные трудности при численном моделировании конвекции при высокой надкритичности свя-

заны с наличием быстрорастущих линейных возмущений, так при r = 950 и Pr = 10 существуют

возмущения, растущие в линейном приближении как exp (198t), что накладывает серьезные огра-

ничения на численные методы. Между тем число Рейнольдса Re является относительно медленно

растущей функцией надкритичности в конвекции Рэлея – Бенара и Re ≤ 44 при r ≤ 950(Pr = 10).

Диссипация и генерация энергии турбулентности растут при увеличении надкритичности прибли-

зительно как r1.3 [1, 16]. При достаточно высокой надкритичности большой поток переносимой из

области генерации в область диссипации энергии обусловливает образование инерционных интерва-

лов и спектров. Интерес к исследованию спектров обусловлен тем, что наличие четко идентифици-

руемых инерционных интервалов и спектров характеризует рассматриваемый процесс как развитую

турбулентность и показывает, какие физические механизмы являются доминирующими [17].

Известно два основных сценария развития турбулентности [17]. Изотермический сценарий Колмо-

горова предполагает наличие двух инерционных интервалов переноса энергий пульсаций температуры

и скорости с формированием одинаковых спектров k−5/3, где k — волновое число в случае зависимо-

сти от пространственных переменных либо частота от времени. Силы плавучести здесь существенной

роли не играют, другими словами, в этом сценарии температура — пассивная примесь.

Напротив, Р. Болджиано и А. Обухов предположили существование инерционного интервала для

переноса энергии пульсаций температуры и в области больших масштабов равенство по порядку ве-

личины членов плавучести и нелинейного переноса. Это приводит к спектрам k−7/5 для температуры

и k−11/5 для скорости.

В экспериментах по турбулентной конвекции для пульсаций температуры наблюдались спектр

Колмогорова k−5/3, спектры Болджиано – Обухова k−7/5 и k−2.4 [8–11, 18]. Для пульсаций скоро-

сти наблюдались спектры Болджиано – Обухова k−11/5 и k−1.35, но спектр Колмогорова k−5/3 не

обнаружен [10, 12].

А измерением одномерного спектра пульсаций вертикальной скорости в стратифицированной атмо-

сфере показано, что в определенном диапазоне высот (до 2500 м) выполняется закон k−2.42, близкий

к закону Болджиано – Обухова k−11/5 [19]. А в более высоких слоях атмосферы (около 8000 м) на

малых частотах в спектре скорости отчетливо виден закон Ламли – Шура k−3 [20].

В немногочисленных численных исследованиях турбулентной трехмерной конвекции при высокой

надкритичности для пульсаций температуры были получены спектры Болджиано – Обухова k−7/5 [3]

и k−1 [1], но спектры Колмогорова k−5/3 и k−2.4 не обнаружены. Для пульсаций скорости – спектры

k−5/3, k−3 [1–3], но спектр Болджиано – Обухова k−11/5 не наблюдался. Отметим очень приближен-

ное соответствие закону Колмогорова k−5/3 для скорости [1, 2] и k−1 [1] — для температуры.

В [13] проведено исследование спектров пульсаций температуры и скорости при двумерной конвек-

ции. Для пульсаций температуры наблюдались спектры k−5/3, k−2.4 и k−11/5, k−5 — для пульсаций

скорости.
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Цель работы — изучение спектров трехмерной конвекции со свободными граничными условиями

при умеренно высокой надкритичности (до r ≤ 950) и сравнение рассчитанного временного спектра

пульсаций температуры с полученным в эксперименте.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В приближении Буссинеска рассматриваются трехмерные конвективные течения вязкой несжи-

маемой жидкости в прямоугольном параллелепипеде при подогреве снизу. Прямоугольная в плане

область течения имеет размеры π/α и π/β в горизонтальных направлениях, где α и β — минималь-

ные волновые числа. Горизонтальные границы области считаются изотермическими.

Исходная система уравнений в безразмерных переменных, записанная в отклонениях от равновес-

ного решения, имеет вид [13]

ux + vy + wz = 0, ut +
1

Pr
(uux + vuy + wuz) + Px = △u, vt +

1

Pr
(uvx + vvy + wvz) + Py = △v,

wt +
1

Pr
(uwx + vwy + wwz) + Pz = △w + Ra · Q,

Qt +
1

Pr
(uQx + vQy + wQz) =

1

Pr
△ Q +

w

Pr
, (1)

где u, v, w, p — компоненты вектора скорости и давление, Q — отклонение температуры от рав-

новесного линейного профиля (полная температура равна Θ = 1 − y + Q), △f = fxx + fyy + fzz —

оператор Лапласа, действующий на функцию f , Ra = gβtH
3dQ/χν — число Рэлея, Pr = ν/χ —

число Прандтля, g — ускорение силы тяжести, βt, ν, χ — коэффициенты теплового расширения, ки-

нематической вязкости и температуропроводности, H — толщина слоя и dQ — разность температур

на горизонтальных границах, x, y и z — горизонтальные и вертикальная координаты. В дальнейшем

для краткости будем называть Q и Θ температурой.

Трехмерная конвекция рассматривается с изотермическими и свободными от касательных напря-

жений горизонтальными границами z = 0, 1: uz = vz = w = Q = 0. Такие граничные условия

физически реальны и реализованы в эксперименте [15].

Искомые величины u, v, w, p, Q разыскиваются в виде

u(t, x, y, z) =
K

∑

k=0

N
∑

n=0

M
∑

m=0

uknm(t)ρkρnρm cos(αkx) cos(βny) cos(πmz),

v(t, x, y, z) =

K−1
∑

k=1

N−1
∑

n=1

M
∑

m=0

vknm(t)ρm sin(αkx) sin(βny) cos(πmz),

w(t, x, y, z) =

K−1
∑

k=1

N
∑

n=0

M−1
∑

m=1

wknm(t)ρn sin(αkx) cos(βny) sin(πmz), (2)

p(t, x, y, z) =

K−1
∑

k=1

N
∑

n=0

M
∑

m=0

pknm(t)ρnρm sin(αkx) cos(βny) cos(πmz),

Q(t, x, y, z) =

K−1
∑

k=1

N
∑

n=0

M−1
∑

m=1

Qknm(t)ρn sin(αkx) cos(βny) sin(πmz),

где ρk = 0.5 при k = 0,K, ρk = 1 при 1 ≤ k ≤ K − 1, u0,0,0 в (2).

«Мягкие» граничные условия первого и второго рода на боковых границах x = 0, π/α; y = 0,

π/β ставятся исходя из вида решения (2), например, при x = 0 и 0 ≤ y ≤ π/β из (2) находим, что

ux = v = w = Q = 0 — условия на вертикальной плоскости, проходящей через центр конвективного

вала, параллельно его оси. Граничные условия при y = 0 и 0 ≤ x ≤ π/α: uy = v = wy = Qy = 0

соответствуют условиям на границе конвективной ячейки. Некоторая искусственность такой поста-

новки обусловлена желанием обеспечить преемственность с двумерными расчетами работы [16], где

приведено сравнение с экспериментальными результатами при небольшой надкритичности.

Пусть r = Ra/Racr — надкритичность, где Racr = 657.5 — критическое значение числа Рэлея.
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2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД И ЕГО АПРОБАЦИЯ

Кратко опишем спектрально-разностный вариант псевдо-спектрального метода, который применя-

ется для решения системы (1). Двумерный вариант данного метода применялся для расчетов конвек-

ции при высокой надкритичности со свободными и жесткими граничными условиями [16], описание

метода расчета, результаты линейного и нелинейного (на модельной нелинейной системе уравнений)

анализа, результаты тестовых расчетов приведены в работах [21, 22].

Следуя общей идеологии расщепления на линейные и нелинейные процессы, переход от слоя n

к слою n + 1 по времени производится в три этапа. На первом этапе расщепления решается полная

линейная система уравнений и устанавливается соответствие в линейном приближении спектральных

характеристик численного метода и дифференциальной задачи, на втором — учитываются нелиней-

ные члены и на третьем — восстанавливается выполнение уравнения неразрывности, нарушенное на

втором этапе расщепления.

Конечно-разностный метод, использующий подобное расщепление по физическим процессам полу-

чил большое распространение, но при расчете сложных течений спектральный и псевдо-спектральный

(метод коллокаций) методы более эффективны [23]. В отличие от широко используемого варианта

псевдо-спектрального метода [1, 5, 6] в предлагаемой его спектрально-разностной модификации на

первом этапе расщепления решается полная линейная система уравнений, содержащая члены вязко-

сти, плавучести и давления, что обеспечивает соответствие в линейном приближении спектральных

характеристик численного метода и дифференциальной задачи, а на втором — вместо вычисления

пространственных производных по точным формулам используется разностная схема, что снимает

проблему вычислительной устойчивости [23].

На первом этапе расщепления учитываем линейное развитие возмущений, без учета взаимодей-

ствия гармоник

ut + Px =
1

2
△ u, vt + Py =

1

2
△ v, wt + Pz =

1

2
△ w + RaQ,

Qt =
1

2Pr
△ Q +

w

Pr
, ux + vy + wz = 0. (3)

Для эффективного решения уравнений нелинейного конвективного переноса для u, v, w и Q по-

ловина вязких членов учтена на втором этапе расчета. После подстановки решения (2) в систему (3)

и исключения давления с помощью уравнения неразрывности, вместо (3) получим систему из четы-

рех обыкновенных дифференциальных уравнений для четырех неизвестных амплитуд uknm, vknm,

wknm и Qknm. Полученная система обыкновенных дифференциальных уравнений решается аналити-

чески, без применения каких-либо аппроксимаций по времени по формулам, выведенным программой

аналитических вычислений Maple V R5.

На втором этапе учитывается нелинейный конвективный перенос, т.е. принимается во внимание

взаимодействие гармоник:

ut +
1

Pr
(uux + vuy + wuz) =

1

2
△ u, vt +

1

Pr
(uvx + vvy + wvz) =

1

2
△ v,

wt +
1

Pr
(uwx + vwy + wwz) =

1

2
△ w, Qt +

1

Pr
(uQx + vQy + wQz) =

1

2Pr
△ Q.

Здесь применена явная схема (с аппроксимацией направленными разностями первого порядка про-

изводных в нелинейных членах и поправкой А.А. Самарского) при достаточной разрешимости по

пространству второго порядка точности [24].

На третьем этапе расщепления восстанавливается выполнение уравнения неразрывности, нару-

шенное на втором этапе:

un+1 − un+2/3

τ
= −grad (p),

div (un+2/3)

τ
= △p. (4)

Подстановка в систему (4) решений в форме (2) приводит систему (4) к системе алгебраических

соотношений. Пересчет искомых полей из спектрального пространства в физическое и обратно про-

изводился по стандартным программам быстрого преобразования Фурье по косинусам и синусам.
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При обработке данных расчетов осреднением по времени и горизонтальным координатам вычис-

ляется профиль средней температуры и находится поле температурных пульсаций в каждый момент

времени. Затем одномерным преобразованием Фурье (по косинусам и синусам в горизонтальных на-

правлениях и по синусам в вертикальном) и осреднением по всем однородным координатам квадратов

амплитуд Фурье гармоник пульсаций находятся одномерные пространственные энергетические спек-

тры [17]. По полю температуры и скорости вычислялись одномерные пространственные спектры EQk,

EQn, EQm и EVk, EVn, EVm для направлений x, y, z, соответственно.

По аналогии с двумерными расчетами [16, 21, 22] в данной работе полагалось α = β = 1, расчеты

проводились при 50 ≤ r ≤ 950 и Pr = 10. Ис-

ключение составляют данные расчетов на рис. 1,

полученные для корректного сопоставления с экс-

периментом при r = 410 и Pr = 0.8.

Результаты тестирования двумерной версии

вычислительного алгоритма даны в [21]. Для про-

верки правильности работы трехмерного вычис-

лительного алгоритма, проведено сравнение сред-

них величин на двумерном решении, которое было

рассчитано по двумерному [21] и трехмерному вы-

числительным алгоритмам при r = 5 и Pr = 10.

Использовалось [33 × 17] гармоник в двумерном

расчете и [33 × 9 × 17] — в трехмерном.

2

3

1

Рис. 1. Временной спектр температуры, 1 — расчет,

2 — эксперимент [8], 3 — f = fd

Вычисленное число Нуссельта

Nu(t) =
αβ

2π2

π/β
∫

0

π/α
∫

0

(Qz(t, x, y, 0) + Qz(t, x, y, 1)) dx dy − 1

(в двумерном варианте определяется по аналогии) после осреднения по времени отличалось на 1%,

среднеквадратичная скорость Vme — на 5.9% и среднеквадратичное значение температурных пуль-

саций Qme — на 2.6% от характерной температуры. Такое совпадение можно считать неплохим для

методов, использующих различные искомые переменные: функция тока, вихрь [21] и скорость, дав-

ление — в настоящей работе.

Все расчеты проведены с числом гармоник 653. Для проверки достаточности разрешимости про-

ведены тестовые расчеты при r = 950 с числом гармоник 1293 и 333. По результатам расчетов с

разрешимостями 653 и 1293 при помощи квадратичной экстраполяции вычислялось точное значение

средних величин. Результаты тестовых расчетов приведены в табл. 1.

По приведенным в табл. 1 значени-

ям числа Re видно, что величина схем-

ной вязкости при 653 составляет пример-

но 10% от физической, видна сходимость

средних величин.

Вычислялось и диссипативное волно-

вое число [1]:

kd = 2π

(

(Nu − 1)Ra

Pr2

)0.25

,

Таблица 1

Проверка достаточной разрешимости

Разрешимость Nu Re Qme

33
3 12.30 (14.2) 48.39 (21.2) 0.2503 (3.1)

65
3 13.68 (4.5) 44.05 (10.4) 0.2481 (2.2)

129
3 14.18 (1.2) 40.95 (2.6) 0.2441 (0.5)

Точное значение 14.33 39.92 0.2428

Примечание. В скобках приведены отклонения от точного зна-

чения в процентах, Re = Vme/Pr — число Рейнольдса.

которое было равно 102.04, 105.38, 105.51 и 105.55 в расчетах с разрешимостями 333, 653, 1293 и при

квадратичной экстраполяции, соответственно.

По кинетической энергии определялось среднее горизонтальное волновое число, характеризующее

горизонтальный масштаб вихрей, содержащий основную долю кинетической энергии:

Kme =

∑

k,n

√
k2 + n2E2

kn
∑

k,n E2
kn.

. (5)
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Здесь Ek =
∑

k,n E2
kn — кинетическая энергия, а

E2
kn =

π2

16αβ

m=M
∑

m=0

(u2
knmρkρnρm + v2

knmρm + w2
knmρn). (6)

Суммирования в (5) и (6) производятся во всем диапазоне изменения индексов: 0 ≤ k ≤ K, 0 ≤ n ≤ N

и 0 ≤ m ≤ M , при этом отсутствующие в представлении (2) гармоники доопределяются нулями.

Значение Kme было равно 3.157, 3.309, 3.544 и 3.622 в расчетах с разрешимостями 333, 653, 1293

и при квадратичной экстраполяции, соответственно.

По приведенным значениям kd и Kme также видна сходимость.

Для контроля точности проверялось выполнение интегральных соотношений, например, полу-

ченное умножением уравнения для температуры системы (1) на Q и интегрированием по области

Gt = {0 ≤ x, y ≤ π, 0 ≤ z ≤ 1, tn ≤ t ≤ tn+1} с учетом граничных условий

1

2

∫

G
(Qn)2 + 1

Pr

∫

Gt

WQ
1

2

∫

G
(Qn+1)2 + 1

Pr

∫

Gt

(Qx
2 + Qy

2 + Qz
2)

= 1,

где G = {0 ≤ x, y ≤ π, 0 ≤ z ≤ 1}.
Аналогично умножением уравнений системы (1) для u, v и w на u, v и w, соответственно, и

интегрированием по Gt получаем интегральное соотношение для кинетической энергии.

Табл. 2 показывает хорошую точность выполнения

осредненных по времени локальных интегральных соотно-

шений при r = 950, видна сходимость к 1 при увеличении

разрешимости.

Профили средней температуры и среднеквадратичных

температурных пульсаций при этом практически совпада-

ли, а по профилям пульсаций скорости наблюдалась сходи-

Таблица 2

Проверка интегральных соотношений

Разрешимость Энергия Температура

33
3 0.99625 0.99693

65
3 0.99889 0.99877

129
3 0.99986 0.99975

мость при последовательном увеличении пространственной разрешимости [13]. Одномерные энерге-

тические спектры пульсаций температуры и скорости при разрешимостях 653 и 1293 практически

совпадают.

Как показали методические расчеты, спектры являются очень консервативной характеристикой,

медленно изменяющейся при увеличении надкритичности и пространственной разрешимости, поэтому

для исследования спектров достигнутая точность достаточна.

3. ВРЕМЕННОЙ И ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ СПЕКТРЫ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПУЛЬСАЦИЙ

Приведем результаты сравнения рассчитанного временного энергетического спектра (квадрат мо-

дуля Фурье гармоник) пульсаций температуры в центре конвективной ячейки с экспериментальными

данными по турбулентной конвекции газообразного He при 5 ◦К [8].

Эксперименты проводились в цилиндрической ячейке из нержавеющей стали с аспектным отно-

шением 0.5 (диаметр, отнесенный к высоте) и критическим числом Рэлея 1.7 · 104 [25]. Расчеты

проводились при совпадающих с экспериментом надкритичности r = 410 и числе Прандтля Pr = 0.8.

На рис. 1 частота f отложена в единицах ν/H2, расчетные и экспериментальные спектральные

кривые нормированы так, чтобы интеграл по всем частотам был равен 1. Граничные условия и гео-

метрия области в расчете и эксперименте различны и это несколько понижает ценность сравнения.

Однако спектр в расчете и эксперименте вычислялся по пульсациям температуры в центре ячей-

ки, где влияние граничных условий минимально из-за относительной удаленности от границ. Это

и уже отмеченная выше консервативность спектров позволяют надеяться на правомерность такого

сравнения.

Заметное различие приведенных на рис. 1 расчетных и экспериментальных данных наблюдается

только на диссипативных частотах порядка fd = V · Re3/4/H, где V — среднеквадратичная скорость

и Re = V · H/ν — число Рейнольдса [26].

На рис. 2 приведены временные спектры числа Нуссельта при r = 400 (рис. 2, а) и r = 950 (рис. 2,

б). Временной энергетический спектр числа Нуссельта при r = 950 весьма сложный, с характерным
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для стохастических процессов заполнением длинноволновой части спектра [28, 29], а при r = 400

спектр простой, с четко видными выделенными частотами, кратными основной f0 = 99, при почти

полном отсутствии движений с частотами f < f0. Качественное различие спектров на рис. 1 и 2, а

обусловлено отличием в числе Прандтля (0.8 и 10).

а б

Рис. 2. Временной энергетический спектр числа Нуссельта, а — r = 400, б — r = 950

Для пульсаций температуры и скорости при Pr = 10 характерные спектры формируются при

r ≥ 500 и имеют устойчивый характер вплоть до r = 950. Ниже везде Pr = 10 и r = 950 на

рис. 3–5. Высокочастотные участки спектров на рис. 3–5 не приведены из-за их нефизичности ввиду

искажения численными эффектами на краю спектра разностных операторов [27].

Теперь рассмотрим одномерные пространственные энергетические спектры температурных пуль-

саций. На рис. 3 показаны спектры, соответствующие горизонтальным направлениям x (рис.3, а) и y

(рис.3, б), видны продолжительные участки со степенными законами k−2.4 и k−5/3 соответственно.

В спектре температурных пульсаций, соответствующем вертикальному направлению, виден участок

со степенным законом k−5/3.

а б

Рис. 3. Спектры температурных пульсаций в горизонтальных направлениях: a — x, б — y

Спектры k−5/3 и k−2.4 в спектре пульсаций температуры были получены при двумерном модели-

ровании сложных режимов конвекции [13].

Спектры k−5/3 и k−2.4 наблюдались в экспериментах по турбулентной конвекции в газообразном

гелии при криогенной температуре [8, 11]. Спектр k−2.4 пока не получил теоретического и физического

обоснования, а наблюдавшийся спектр k−5/3 указывает на поведение температуры как пассивной

примеси [17].

4. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ СПЕКТРЫ ПУЛЬСАЦИЙ СКОРОСТИ

Рассмотрим теперь одномерные энергетические спектры пульсаций скорости. На рис. 4 приведены

спектры, отвечающие горизонтальным направлениям x (рис.4, а) и y (рис.4, б), видны продолжитель-

ные участки со степенными законами Болджиано – Обухова k−11/5 и n−3 соответственно. Спектр

n−3 наблюдался при численном исследовании турбулентной конвекции Рэлея – Бенара [1, 2].
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а б

Рис. 4. Спектры пульсаций скорости в горизонтальных направлениях: a — x, б — y

На рис. 5 приведен спектр, отвечающий вертикальному направлению z. Ясно виден спектр m−5,

предсказанный теоретически для турбулентной конвекции с высоким числом Прандтля [17].

5

-5
0.5 1.0 1.5 2.0lg( )pm

lg( )EVm

m
-5

m
-1

0

Рис. 5. Спектр пульсаций скорости в вертикальном

направлении

Спектры k−11/5 и k−5 в спектре пульсаций ско-

рости были получены при двумерном моделирова-

нии конвекции [13].

Подчеркнем, что степенные законы k−11/5 и

k−3 в спектре скорости типичны для стратифици-

рованных течений и известны как законы Болджи-

ано – Обухова и Ламли – Шура, что указывает на

доминирование силы плавучести. Степенные зако-

ны Болджиано – Обухова и Ламли – Шура для

пульсаций скорости наблюдались в стратифициро-

ванной атмосфере [19, 20] и, дополнительно, закон

Болджиано – Обухова — в лабораторных экспери-

ментах по турбулентной конвекции [10, 12].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Временной спектр температурных пульсаций в центре конвективной ячейки, рассчитанный по

трехмерной модели со свободными граничными условиями, при надкритичности 410 имеет хорошее

согласование с экспериментальными данными по турбулентной конвекции в газообразном He при

криогенной температуре [8]. Существенные отклонения наблюдаются только на диссипативных ча-

стотах.

Для пульсаций скорости получены спектры Болджиано – Обухова k−11/5, k−3 и k−5. Спектр

Болджиано – Обухова наблюдался в экспериментах по турбулентной конвекции [10, 12], k−3 — в

трехмерных расчетах турбулентной конвекции [1, 2] и известен как закон Ламли – Шура в стратифи-

цированной атмосфере, а k−5 – предсказан теоретически для турбулентной конвекции при высоком

числе Прандтля [17]. Отметим, что спектр Колмогорова k−5/3 для пульсаций скорости, наблюдавший-

ся в численных исследованиях турбулентной конвекции [1–3], в настоящей работе не был обнаружен,

что объясняется низким числом Рейнольдса (Re ≤ 44) в расчетах данной работы [30]. Также отно-

сительно низкими числами Рейнольдса объясняется и отсутствие изотропии малых масштабов в го-

ризонтальных направлениях (согласно [30] изотропия малых масштабов наблюдается при Re ≥ 100).

В двумерных расчетах [13] получены спектры Болджиано – Обухова k−11/5 и k−5 для пульсаций ско-

рости. Подчеркнем, что степенные законы Болджиано – Обухова и Ламли – Шура в спектре скорости

типичны для стратифицированных течений, что указывает на доминирование силы плавучести.

Для температурных пульсаций, как и в двумерных расчетах [13], получены спектры Колмогорова

k−5/3 и k−2.4. Спектр k−5/3 и k−2.4 для температурных пульсаций наблюдались в экспериментах по

турбулентной конвекции [8, 9, 11, 18]. Спектр k−2.4 пока не получил теоретического и физического

обоснования, а наблюдавшийся спектр k−5/3 указывает на поведение температуры как пассивной при-

меси [17]. Отметим, что спектр Болджиано – Обухова k−7/5, наблюдавшийся в экспериментальных
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исследованиях [8, 9, 11, 18], в расчетах данной работы не наблюдался, как и в численных исследова-

ниях [1, 2]. Спектр Болджиано – Обухова k−7/5 обнаружен во временных спектрах при трехмерном

моделировании турбулентной конвекции воздуха при огромной надкритичности (до r ≈ 3 · 107) [3].

Предположительной причиной отсутствия спектра Болджиано – Обухова для пульсаций температуры

в расчетах данной работы может быть недостаточно большое значение надкретичности.

Частичное подтверждение возможности одновременной реализации двух сценариев турбулентно-

сти (изотермического Колмогорова и Болджиано – Обухова) получено в эксперименте по конвекции

глицерина в вертикальной тороидальной ячейке, где в зависимости от расположения датчиков термо-

пар для температурных пульсаций реализуется спектр Колмогорова либо Болджиано – Обухова [18].

В заключение подчеркнем, что хотя относительно невысокие числа Рейнольдса (Re ≤ 44) в расче-

тах данной работы обусловливают отсутствие изотропии малых масштабов двух горизонтальных на-

правлений, наличие ясно идентифицируемых спектров в исследуемом конвективном течении, которые

имеют устойчивый характер и наблюдаются при 500 ≤ Ra/Racr ≤ 950, позволяет нам характеризовать

данный процесс как турбулентность.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 07-01-96070).
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УДК 539.3

ОБ УСТАНОВИВШИХСЯ
ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ
ИЗ ОРТОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА
О.М. Ромакина

Саратовский государственный университет,
кафедра компьютерной алгебры и теории чисел
E-mail: romakinaom@hotbox.ru

При предположениях классической теории Кирхгофа рассмат-
ривается задача об установившихся колебаниях тонкой прямо-
угольной пластинки из упругого ортотропного материала. Дву-
мерная краевая задача сводится к одномерной модифициро-
ванным методом сплайн-коллокации. Одномерная задача реша-
ется численно устойчивым методом дискретной ортогонализа-
ции. Приведены результаты вычислений первых трех резонанс-
ных частот и графики, изображающие форму деформированной
срединной поверхности, для трех вариантов условий на контуре.

Ключевые слова: метод сплайн-коллокации, ортотропная пла-
стинка.

On the Steady Transverse Vibrations of a Rectangular
Orthotropic Plate

O.M. Romakina

Saratov State University,
Chair of Computer’s Algebra and Theory of Numbers
E-mail: romakinaom@hotbox.ru

The problem of the steady transverse vibrations of a rectangular
orthotropic plate under the classical Kirchhoff theory assumptions is
considered. Two-dimensional problem is reduced to one-dimensional
via the modified spline-collocation method. One-dimensional problem
is numerically solved with the stable discrete orthogonalization
method. Numerical results for three resonance frequencies and
plots for deformed middle-surface are presented for three types of
boundary conditions on the edges.

Key words: modied method of spline collocation, ortotropic plate.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СООТНОШЕНИЯ

Уравнение для определения прогиба w при динамическом изгибе ортотропной пластинки в рамках

классической теории Кирхгофа, как известно [1], имеет вид

D1

∂4 w

∂ x4
+ 2D3

∂4 w

∂ x2∂ y2
+ D2

∂4 w

∂ y4
+ ρh

∂2 w

∂ t2
= q(x, y, t), (1)

где w = w(x, y, t) — прогиб точек срединной плоскости; h — толщина пластинки; t — время; коорди-

натные оси x и y направлены по главным направлениям анизотропии; Di (i = 1, 2, 3) — соответству-

ющие жесткости; ρ — плотность материала.

Будем рассматривать установившиеся колебания пластинки под действием поперечной нагрузки

интенсивности

q(x, y, t) = q0(x, y) sin ωt. (2)

Тогда в безразмерных переменных ξ = x/a, η = y/b (a и b — размеры пластинки в плане) для

безразмерной амплитуды W (ξ, η) прогиба w(x, y, t) = hW (ξ, η) sin ωt из (1) с учетом (2) следует

уравнение
∂4 W

∂ ξ4
+ µ4c

2 ∂4 W

∂ ξ2∂ η2
+ µ1c

4 ∂4 W

∂ η4
− λ4W = q0(ξ, η)/D∗

1 , (3)

где λ4 = ρh2
0a

2ω2/D∗

1 — безразмерный частотный параметр.

Амплитудные значения внутренних моментов и обобщенных поперечных усилий выражаются че-

рез функцию W по формулам

M∗

x = −a2D∗

1

(

∂2W

∂ξ2
+ ν2c

2 ∂2W

∂η2

)

, M∗

y = −a2D∗

1µ1

(

ν1

∂2W

∂ξ2
+ c2 ∂2W

∂η2

)

, Hxy = −a2D∗

1µ2c
∂2W

∂ξ∂η
,

c© О.М. Ромакина, 2010 71


