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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ОРИЕНТАЦИИ КРУГОВОЙ ОРБИТЫ
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

И.А. Панкратов, Ю.Н. Челноков
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кафедра вычислительного эксперимента в механике
E-mail: PankratovIA@info.sgu.ru, ChelnokovYuN@info.sgu.ru

Рассмотрена задача оптимальной переориентации орбиты кос-
мического аппарата (КА) с помощью ограниченного по моду-
лю управления, ортогонального плоскости орбиты КА. Найдено
аналитическое решение дифференциальных уравнений ориен-
тации круговой орбиты КА для постоянного на смежных участках
активного движения КА управления.

Ключевые слова: космический аппарат, орбита, ориентация,
кватернион, оптимальное управление.

Analytical Solution of Differential Equations of Circular
Spacecraft Orbit Orientation

I.A. Pankratov, Yu.N. Chelnokov

Saratov State University,
Chair of Computational Experiment in Mechanics
E-mail: PankratovIA@info.sgu.ru, ChelnokovYuN@info.sgu.ru

The problem of optimal reorientation of spacecraft’s orbit with a
limited control, orthogonal to the plane of spacecraft orbit is being
investigated. We have found an analytical solution of differential
equations of circular spacecraft orbit orientation by control that is
permanent on adjacent parts of the active spacecraft’s motion.

Key words: spacecraft, orbit, orientation, quaternion, optimal control.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОЙ ПЕРЕОРИЕНТАЦИИ ОРБИТЫ КА

В работах Ю.Н. Челнокова, С.В. Ненахова, Д.А. Сергеева [1–3] рассматривается задача оптималь-

ной переориентации орбиты КА, движение центра масс которого описывается уравнениями

2
dΛ

dt
= Λ ◦ Ωξ, Λ = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3, Ωξ =

r

c
u(cos ϕ i1 + sinϕ i2),

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cos ϕ
, c = const.

(1)

Здесь Λ — нормированный кватернион ориентации орбиты КА, ◦ — символ кватернионного умноже-

ния, i1, i2, i3 — векторные мнимые единицы Гамильтона, r = |r| — модуль радиуса-вектора центра

масс КА, c = |r × v| — постоянная площадей (модуль вектора момента скорости v центра масс

КА), ϕ — истинная аномалия, характеризующая положение КА на орбите, u — проекция вектора

реактивного ускорения u на направление вектора момента скорости центра масс КА (алгебраическая

величина реактивного ускорения, перпендикулярного мгновенной плоскости орбиты КА), p и e —

параметр и эксцентриситет орбиты.

При этом необходимо определить ограниченное по модулю управление u :

−umax ≤ u ≤ umax, u = |u|,

ортогональное плоскости орбиты КА, переводящее орбиту КА из заданного начального состояния

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0, Λ(0) = Λ
0

в конечное состояние

t = t1, ϕ(t1) = ϕ∗, vect(Λ(t1)) = 0

c© И.А. Панкратов, Ю.Н. Челноков, 2011
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и минимизирующее функционал

J1 =

∫ t1

0

(α1 + α2u
2), α1, α2 = const ≥ 0

или функционал

J2 =

∫ t1

0

(α1 + α2|u|), α1, α2 = const ≥ 0. (2)

При α1 = 1, α2 = 0 имеем задачу быстродействия.

Помимо уравнений (1) ориентации орбиты КА в параметрах Эйлера Λj для решения задачи пере-

ориентации орбиты КА могут быть использованы уравнения ориентации орбитальной системы коор-

динат η в параметрах Эйлера λj , имеющие вид

2
dλ

dt
= λ ◦ ωη, λ = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3, ωη =

r

c
ui1 +

c

r2
i3,

dϕ

dt
=

c

r2
, r =

p

1 + e cos ϕ
, c = const.

(3)

Здесь λ — нормированный кватернион, характеризующий ориентацию орбитальной системы ко-

ординат в инерциальной системе координат (ось η1 направлена вдоль радиуса-вектора r центра масс

КА, а ось η3 перпендикулярна плоскости орбиты). Кватернион λ связан с кватернионом Λ ориентации

орбиты КА соотношением

λ = Λ ◦
(

cos
ϕ

2
+ sin

ϕ

2
i3

)

.

Аналитическое решение уравнений (1) или (3) в случае произвольного управления u = u(t) неиз-

вестно. Оптимальное управление, находимое из условия максимума функции Гамильтона – Понтряги-

на по переменной u, в случае минимизации функционала (2) или при решении задачи быстродействия

сохраняет постоянное значение на смежных участках активного движения КА (см., например, работу

Ю.Н. Челнокова [4]). В статье Ю.Н. Челнокова [5] найдено аналитическое решение кинематических

уравнений движения твердого тела в параметрах Эйлера в случае, когда вектор угловой скорости

твердого тела является постоянным по направлению в связанном базисе, но переменным по модулю.

Проекции вектора мгновенной угловой скорости орбитальной системы координат на ее оси при усло-

вии, что орбита КА круговая, а управление постоянно, являются неизменными. Отметим, что орбиты

спутников орбитальных группировок ГЛОНАСС и GPS близки к круговым. С учетом результатов,

полученных в [5], аналитическое решение уравнений (3) на отдельном участке активного движения

КА для моментов времени t ∈ [tk, tk+1], когда u = const, имеет вид

λ(t) = λ(tk) ◦
(

cos
ωt

2
+

1

ω
sin

ωt

2
ωη

)

, ωη =
r

c
ui1 +

c

r2
i3, ω = |ωη| =

√

u2
r2

c2
+

c2

r4
= const. (4)

Уравнения (1) в отличие от уравнений (3) являются обыкновенными дифференциальными урав-

нениями (ОДУ) с переменными коэффициентами даже в случае переориентации круговой орбиты

КА с помощью кусочно-постоянного управления. Указанное обстоятельство значительно усложняет

процесс нахождения аналитического решения данной системы дифференциальных уравнений.

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ОРИЕНТАЦИИ
ОРБИТАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

Укажем еще один способ получения аналитического решения дифференциальных уравнений (3)

при условии, что орбита КА является круговой, а управление постоянным. Кватернионное дифферен-

циальное уравнение (3) эквивалентно четырем скалярным:

dλ0

dt
= −u

r

c
λ1 −

c

r2
λ3,

dλ1

dt
= u

r

c
λ0 −

c

r2
λ2,

dλ2

dt
= − c

r2
λ1 − u

r

c
λ3,

dλ3

dt
=

c

r2
λ0 − u

r

c
λ2, u, r, c − const.

(5)
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Продифференцируем левые и правые части уравнений (5) по времени. Имеем:

d2λ0

dt2
= −u

r

c

dλ1

dt
− c

r2

dλ3

dt
,

d2λ1

dt2
= u

r

c

dλ0

dt
− c

r2

dλ2

dt
,

d2λ2

dt2
= − c

r2

dλ1

dt
− u

r

c

dλ3

dt
,

d2λ3

dt2
=

c

r2

dλ0

dt
− u

r

c

dλ2

dt
.

Воспользовавшись теперь формулами (5) для первых производных по времени, получим

4
d2λi

dt2
=

(

−u2 r2

c2
− c2

r4

)

λi = −ω2λi, i = 0, 3.

Или в кватернионном виде

4
d2

λ

dt2
= −ω2

λ, ω2 = u2 r2

c2
+

c2

r4
.

Таким образом, дифференциальные уравнения ориентации круговой орбиты КА приводятся к урав-

нениям движения четырехмерного одночастотного гармонического осциллятора, частота колебаний

которого равна ω/2 и выражается через параметры орбиты r, c и управление u. Общее решение

данной системы однородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффи-

циентами известно. Оно имеет вид

λi = C
(1)
i cos

(

ωt

2

)

+ C
(2)
i sin

(

ωt

2

)

, i = 0, 3, (6)

где ω =

√

u2
r2

c2
+

c2

r4
; C

(1)
i , C

(2)
i , i = 0, 3 — постоянные интегрирования.

В кватернионной форме решение запишется следующим образом:

λ = C
(1) cos

(

ωt

2

)

+ C
(2) sin

(

ωt

2

)

,

где C
(j) = C

(j)
0 + C

(j)
1 i1 + C

(j)
2 i2 + C

(j)
3 i3, j = 1, 2 — кватернионные постоянные интегрирования.

Произвольные постоянные C
(1)
i и C

(2)
i , i = 0, 3 найдем, удовлетворяя начальным условиям

λ(0) = λ
0, 2

dλ

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

= λ(0) ◦ ωη.

Учитывая, что
dλi

dt
=

ω

2

[

−C
(1)
i sin

(

ωt

2

)

+ C
(2)
i cos

(

ωt

2

)]

, i = 0, 3, имеем:

C
(2)
0 =

(

−u
r

c
λ0

1 −
c

r2
λ0

3

)

/ω, C
(2)
1 =

(

u
r

c
λ0

0 +
c

r2
λ0

2

)

/ω,

C
(2)
2 =

(

− c

r2
λ0

1 − u
r

c
λ0

3

)

/ω, C
(2)
3 =

( c

r2
λ0

0 − u
r

c
λ0

2

)

/ω, C
(1)
i = λ0

i , i = 0, 3.
(7)

Таким образом, в скалярной форме решение кватернионного дифференциального уравнения ори-

ентации орбитальной системы координат (3) дается в виде формул (6), а произвольные постоянные

интегрирования находятся по формулам (7). Записав (6) в кватернионной форме, получим реше-

ние (4).

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ОРИЕНТАЦИИ ОРБИТЫ КА

Для решения уравнений (1) удобно перейти к новой независимой переменной — истинной анома-

лии, тогда в скалярной форме кватернионное уравнение ориентации орбиты запишется так:

2
dΛ0

dϕ
= N(−Λ1 cos ϕ − Λ2 sin ϕ),

2
dΛ1

dϕ
= N(Λ0 cos ϕ − Λ3 sin ϕ),

2
dΛ2

dϕ
= N(Λ3 cos ϕ + Λ0 sin ϕ),

2
dΛ3

dϕ
= N(−Λ2 cos ϕ + Λ1 sin ϕ), N =

ur3

c2
> 0.

(8)
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Система (8) — система четырех линейных ОДУ первого порядка с переменными 2π-периоди-

ческими коэффициентами. Сведем ее к одному ОДУ с постоянными коэффициентами относительно

переменной Λ0. Для этого три раза продифференцируем первое уравнение системы (8). Имеем:

2
d2Λ0

dϕ2
= N

(

−N

2
Λ0 + Λ1 sinϕ − Λ2 cos ϕ

)

, 2
d3Λ0

dϕ3
= N

(

−4 + N2

2N

dΛ0

dϕ
− N

2
Λ3

)

,

2
d4Λ0

dϕ4
= N

(

−4 + N2

2N

d2Λ0

dϕ2
− N

2

dΛ3

dϕ

)

.

(9)

Первые уравнения систем (8) и (9), рассмотренные совместно, являются системой линейных ал-

гебраических уравнений второго порядка относительно переменных Λ1 и Λ2. Решив ее, получаем:

Λ1 = − 2

N

dΛ0

dϕ
cos ϕ +

(

2

N

d2Λ0

dϕ2
+

N

2
Λ0

)

sin ϕ,

Λ2 = −
(

2

N

d2Λ0

dϕ2
+

N

2
Λ0

)

cos ϕ − 2

N

dΛ0

dϕ
sinϕ.

(10)

Из второго уравнения системы (9) следует, что

Λ3 = − 4

N2

d3Λ0

dϕ3
− 4 + N2

N2

dΛ0

dϕ
. (11)

Подставляя dΛ3/dϕ из последнего уравнения системы (8) с учетом формул (10) в третье уравнение

системы (9), получим искомое однородное ОДУ четвертого порядка с постоянными коэффициентами

следующего вида:

2
d4Λ0

dϕ4
+ (2 + N2)

d2Λ0

dϕ2
+

N4

8
Λ0 = 0, N = u

r3

c2
. (12)

Начальные условия для этого ОДУ с учетом формул для нахождения производных от Λ0 запи-

шутся следующим образом:

Λ0|ϕ=ϕ0
= Λ0

00,

dΛ0

dϕ

∣

∣

∣

∣

ϕ=ϕ0

=
N

2

(

−Λ0
10 cos ϕ0 − Λ0

20 sin ϕ0

)

= Λ1
00,

d2Λ0

dϕ2

∣

∣

∣

∣

ϕ=ϕ0

=
N

2

(

−N

2
Λ0

00 + Λ0
10 sinϕ0 − Λ0

20 cos ϕ0

)

= Λ2
00,

d3Λ0

dϕ3

∣

∣

∣

∣

ϕ=ϕ0

=
N

2

(

4 + N2

4
[Λ0

10 cos ϕ0 + Λ0
20 sin ϕ0] −

N

2
Λ0

30

)

= Λ3
00.

(13)

Здесь Λ0
j0 = Λj |ϕ=ϕ0

, j = 0, 3.

Решение ОДУ (12) ищем в виде Λ0 = esϕ, s ∈ C [6]. Характеристическое уравнение запишется

так:

2s4 + (2 + N2)s2 +
N4

8
= 0. (14)

Для решения биквадратного алгебраического уравнения (14) сделаем замену z = s2, z ∈ C. Имеем

2z2 + (2 + N2)z +
N4

8
= 0. (15)

Дискриминант уравнения (15) D = 4 + 4N2 > 0. Так как (2 + N2)2 > D, то уравнение (15) име-

ет два различных отрицательных действительных корня. Следовательно, корни характеристического

уравнения (14) являются чисто мнимыми:

s1,2,3,4 =

[

±is+,

±is−.

Механика 87



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. 2011. Т. 11. Сер. Математика. Механика. Информатика, вып. 1

Здесь s+ = 0.5
√

2 + N2 +
√

4 + 4N2, а s− = 0.5
√

2 + N2 −
√

4 + 4N2.

Таким образом, общее решение однородного ОДУ (12) имеет вид

Λ0 = C1 cos[s+(ϕ − ϕ0)] + C2 sin[s+(ϕ − ϕ0)] + C3 cos[s−(ϕ − ϕ0)] + C4 sin[s−(ϕ − ϕ0)]. (16)

Система четырех линейных алгебраических уравнений для нахождения произвольных постоянных

Ci, i = 1, 4, записанная с учетом начальных условий (13), имеет вид

C1 + C3 = Λ0
00, s+C2 + s−C4 = Λ1

00,

−(s+)2C1 − (s−)2C3 = Λ2
00, −(s+)3C2 − (s−)3C4 = Λ3

00,

Решая ее, находим, что

C1 =
Λ2

00 + (s−)2Λ0
00

(s−)2 − (s+)2
, C2 =

(s−)2Λ1
00 + Λ3

00

(s−)2s+ − (s+)3
,

C3 =
(s+)2Λ0

00 + Λ2
00

(s+)2 − (s−)2
, C4 =

Λ3
00 + (s+)2Λ1

00

(s+)2s− − (s−)3
.

(17)

Компоненты векторной части кватерниона Λ ориентации орбиты КА с учетом (10) и (11) принимают

следующий вид:

Λ1 = A(s+)B(s+)

(

C1

C2

)

+ A(s−)B(s−)

(

C3

C4

)

,

Λ2 = A(s+)D(s+)

(

C1

C2

)

+ A(s−)D(s−)

(

C3

C4

)

,

Λ3 = A(s+)F (s+)

(

C1

C2

)

+ A(s−)F (s−)

(

C3

C4

)

.

(18)

где

A(s) = (sin[s(ϕ − ϕ0)] cos[s(ϕ − ϕ0)]), B(s) =









2

N
s cos ϕ

(

N

2
− 2

N
s2

)

sin ϕ
(

N

2
− 2

N
s2

)

sin ϕ
2

N
s cos ϕ









,

D(s) =









2

N
s sin ϕ

(

2

N
s2 − N

2

)

cos ϕ
(

2

N
s2 − N

2

)

cos ϕ − 2

N
s sin ϕ









,

F (s) =







4 + N2

N2
− 4

N2
s2 0

0
4

N2
s2 − 4 + N2

N2






.

(19)

Таким образом, рассмотрены две кватернионные модели задачи оптимальной переориентации кру-

говой орбиты КА посредством постоянного реактивного ускорения, ортогонального плоскости орбиты

КА. Предложен новый метод нахождения аналитического решения (4) дифференциальных уравне-

ний ориентации орбитальной системы координат. Полученные формулы (16)–(19) дают аналитическое

решение дифференциальных уравнений ориентации круговой орбиты КА.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 08-01-00310).
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Для уравнения смешанного типа с частной дробной производ-
ной Римана – Лиувилля исследована нелокальная задача, крае-
вое условие которой содержит линейную комбинацию обобщен-
ных операторов дробного интегродифференцирования. Дока-
зана однозначная разрешимость рассматриваемой задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим уравнение

0 =

{

uxx − Dα
0+, yu, y > 0,

(−y)muxx − uyy, y < 0, m > 0,
(1)

где Dα
0+, y — частная дробная производная Римана – Лиувилля порядка α, 0 < α < 1, от функции

u(x, y) по второй переменной [1, c. 341]

(

Dα
0+, yu

)

(x, y) =
d

dy

1

Γ(1 − α)

y
∫

0

u(x, t)

(y − t)α
dt (0 < α < 1, y > 0).

Настоящая работа является продолжением исследований [2, 3] для уравнения (1). Это уравне-

ние рассматривается в области D, которая представляет собой объединение верхней полуплоскости

D+ = {(x, y) : −∞ < x < ∞, y > 0} и области D−, лежащей в нижней полуплоскости (y < 0) и

ограниченной характеристиками

AC : ξ = x − 2

m + 2
(−y)

m+2

2 = 0, BC : η = x +
2

m + 2
(−y)

m+2

2 = 1

уравнения (1), а также отрезком [0, 1] прямой y = 0. Обозначим через I = (0, 1) единичный интервал

прямой y = 0, а через θ0(x) = x
2 − i

(

m+2
2 x

)
2

m+2 — точку пересечения характеристики уравнения (1),

выходящей из точки (x, 0) ∈ I, с характеристикой AC.
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