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Для уравнения смешанного типа с частной дробной производ-
ной Римана – Лиувилля исследована нелокальная задача, крае-
вое условие которой содержит линейную комбинацию обобщен-
ных операторов дробного интегродифференцирования. Дока-
зана однозначная разрешимость рассматриваемой задачи.

Ключевые слова: краевая задача, оператор, дробная произ-
водная, интегральное уравнение.

A Boundary-Value Problem with Shifted for a Mixed Type
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A non-local problem for a mixed type equation with partial fractional
derivative of Riemann – Liouville is studied, boundary condition
of which contains linear combination of generalized operators of
fractional integro-differentiation. Unique solvability of the problem is
then proved.

Key words: boundary-value problem, operator, fractional derivative,
integral equation.

ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим уравнение

0 =

{

uxx − Dα
0+, yu, y > 0,

(−y)muxx − uyy, y < 0, m > 0,
(1)

где Dα
0+, y — частная дробная производная Римана – Лиувилля порядка α, 0 < α < 1, от функции

u(x, y) по второй переменной [1, c. 341]

(

Dα
0+, yu

)

(x, y) =
d

dy

1

Γ(1 − α)

y
∫

0

u(x, t)

(y − t)α
dt (0 < α < 1, y > 0).

Настоящая работа является продолжением исследований [2, 3] для уравнения (1). Это уравне-

ние рассматривается в области D, которая представляет собой объединение верхней полуплоскости

D+ = {(x, y) : −∞ < x < ∞, y > 0} и области D−, лежащей в нижней полуплоскости (y < 0) и

ограниченной характеристиками

AC : ξ = x −
2

m + 2
(−y)

m+2

2 = 0, BC : η = x +
2

m + 2
(−y)

m+2

2 = 1

уравнения (1), а также отрезком [0, 1] прямой y = 0. Обозначим через I = (0, 1) единичный интервал

прямой y = 0, а через θ0(x) = x
2
− i

(

m+2

2
x
)

2
m+2 — точку пересечения характеристики уравнения (1),

выходящей из точки (x, 0) ∈ I, с характеристикой AC.
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Пусть
(

Iα, β, η
0+ f

)

(x) — оператор обобщенного дробного интегродифференцирования, введенный в

[4] (см. также [1, c. 326–327]) и имеющий при действительных α, β, η и x > 0 вид

(

Iα, β, η
0+ f

)

(x) =























x−α−β

Γ(α)

x
∫

0

(x − t)α−1F

(

α + β; −η; α; 1 −
t

x

)

f(t) dt (α > 0),

(

d

dx

)n
(

Iα+n, β−n, η−n
0+ f

)

(x) (α ≤ 0, n = [−α] + 1),

в частности
(

I0, 0, η
0+ f

)

(x) = f(x). (2)

Заметим, что если α > 0, то справедливы формулы

(

Iα, −α, η
0+ f

)

(x) =
(

Iα
0+f

)

(x),
(

I−α, α, η
0+ f

)

(x) =
(

Dα
0+f

)

(x),

где
(

Iα
0+f

)

(x) и
(

Dα
0+f

)

(x) — операторы дробного интегродифференцирования Римана – Лиувилля

порядка α > 0 [4, c. 42, 44]:

(

Iα
0+f

)

(x) =
1

Γ(α)

x
∫

0

(x − t)α−1f(t) dt (α > 0, x > 0),

(

Dα
0+f

)

(x) =

(

d

dx

)n
1

Γ(n − α)

x
∫

0

(x − t)n−α−1f(t) dt (α > 0, n = [α] + 1). (3)

Для уравнения (1) изучим задачу со смещением (по терминологии А.М. Нахушева [5]): найти

решение u(x, y) уравнения (1) в области D, удовлетворяющее краевым условиям:

y1−αu
∣

∣

y=0
= 0 (−∞ < x ≤ 0, 1 ≤ x < ∞), (4)

A1x
1+b−2β

(

Ia, b,−a−β
0+ t2β−1u [θ0(t)]

)

(x) = A2

(

Ia+β, 0, β−a−b−1

0+ u(t, 0)
)

(x) + g(x) (x ∈ I), (5)

а также условиям сопряжения

lim
y→0−

u(x, y) = c(x) lim
y→0+

y1−αu(x, y) (x ∈ I ), (6)

lim
y→0−

uy(x, y) = d(x) lim
y→0+

y1−α
(

y1−αu(x, y)
)

y
(x ∈ I ). (7)

Здесь β = m
2m+4

, 0 < β < 1

2
, a > −β, b < 2β, g(x), c(x), d(x) — заданные функции такие, что

g(x) ∈ C1(I ) ∩ C2(I), c(x), d(x) ∈ C2(I ) ∩ C3(I), c(x)d(x) > 0,
d2

dx2
[c(x)d(x)] ≤ 0, (8)

A1, A2 — действительные числа.

Будем искать решение u(x, y) поставленной задачи в классе дважды дифференцируемых функций

в области D таких, что

y1−αu(x, y) ∈ C(D
+
), u(x, y) ∈ C(D

−

),

y1−α
(

y1−αu
)

y
∈ C

(

D+ ∪ {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}
)

,

uxx ∈ C
(

D+ ∪ D−
)

, uyy ∈ C
(

D
−

)

.
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1. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Пусть существует решение исследуемой задачи. Введем обозначения

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = τ1(x), lim
y→0−

u(x, y) = τ2(x), (9)

lim
y→0+

y1−α
(

y1−αu(x, y)
)

y
= ν1(x), lim

y→0−
uy(x, y) = ν2(x). (10)

Известно (см., например, [6]), что решение уравнения (1) в полуплоскости y > 0, удовлетворяющее

условию (4) и условию

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = τ1(x) (x ∈ I ), (11)

имеет вид

u(x, y) =

1
∫

0

G(x, y, t)τ1(t) dt, (12)

где

G(x, y, t) =
Γ(α)

2
y

α

2
−1 e

1, α

2

1, α

2

(

−|x − t|y−
α

2

)

,

e
1, α

2

1, α

2

(z) =

∞
∑

k=0

zk

k! Γ

(

(1 − k)α

2

) . (13)

Замечание. Решение u(x, y) может быть выражено в терминах специальных функций Райта

ϕ(γ, δ, z), определяемых для действительных γ, δ и комплексного z посредством степенного ряда

[7, c. 225]

ϕ(γ, δ; z) =

∞
∑

k=0

zk

k! Γ (γk + δ)
.

Согласно (13)

e
1, α

2

1, α

2

(z) = ϕ
(

−
α

2
,

α

2
; z

)

,

и, следовательно,

u(x, y) =
Γ(α)

2
y

α

2
−1

1
∫

0

ϕ
(

−
α

2
,

α

2
; −|x − t| y−

α

2

)

τ1(t) dt.

Также известно [8], что функциональное соотношение между τ1(x) и ν1(x), принесенное из пара-

болической части D+ на линию y = 0 имеет вид

ν1(x) =
1

Γ(1 + α)
τ ′′

1 (x). (14)

Найдем соотношение между τ2(x) и ν2(x), принесенное на линию y = 0 из гиперболической части

D− области D.

Используя формулу (19) из работы [2] (или формулу (22) из [3]), имеем

u [θ0(x)] = γ1

(

Iβ, 0, β−1

0+ τ2(t)
)

(x) + γ2

(

I1−β, 2β−1, β−1

0+ ν2(t)
)

(x), (15)

где

γ1 =
Γ(2β)

Γ(β)
, γ2 = −

1

2
(2 − 4β)2β Γ(1 − 2β)

Γ(1 − β)
.

Подставляя выражение (15) в краевое условие (5) и применяя последовательно соотношения [4]

xα+β+η
(

Iα, β, η
0+ ϕ

)

(x) =
(

Iα,−α−η,−α−β
0+ ϕ

)

(x), α > 0, (16)

(

Iα, β, η
0+ Iγ, δ, α+η

0+ ϕ(t)
)

(x) =
(

Iα+γ, β+δ, η
0+ ϕ

)

(x), α > 0, (17)
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и вновь (16), после несложных вычислений получим

k1

(

Ia+β, 0, β−a−b−1

0+ τ2(t)
)

(x) + k2

(

Ia+1−β, 2β−1, β−a−b−1

0+ ν2(t)
)

(x) = g(x), (18)

где k1 = A1γ1 − A2, k2 = A1γ2.

Применяя к обеим частям равенства (18) оператор
(

Iα+β, 0, β−a−b−1

0+

)

−1

= I−α−β, 0, 2β−b−1

0+ , опира-

ясь на соотношения (17) и (2), будем иметь

k1 τ2(x) + k2

(

I1−2β
0+ ν2

)

(x) = g1(x), (19)

где g1(x) =
(

I−a−β, 0, 2β−b−1

0+ g(t)
)

(x).

Теперь рассмотрим соответствующую однородную задачу (g(x) ≡ 0) и применим методику, ис-

пользованную нами в [3].

Пусть k1 6= 0:

A1Γ(2β) − A2Γ(β) 6= 0. (20)

Тогда соотношение (19) принимает вид

τ2(x) = k3

(

I1−2β
0+ ν2

)

(x) +
1

k1

g1(x),

где k3 = −k2/k1.

Оценим интеграл

I =

1
∫

0

τ2(x)ν2(x) dx.

Согласно (9), (6) и (10), (7)

τ2(x) = c(x)τ1(x), ν2(x) = d(x)ν1(x), (21)

и поэтому в силу соотношения (14) имеем

I =
1

Γ(1 + α)

1
∫

0

c(x)τ1(x) d(x)τ ′′

1 (x) dx.

Интегрируя по частям и учитывая, что согласно (4) и (11) τ1(0) = τ1(1) = 0, получаем

I =
1

Γ(1 + α)





1

2

1
∫

0

τ2
1 (x)

d2

dx2
(c(x) d(x)) dx −

1
∫

0

(τ ′

1(x))
2
c(x) d(x) dx



 . (22)

Отсюда в силу условий (8) вытекает оценка сверху для интеграла (22):

I ≤ 0. (23)

Покажем, что для I справедлива аналогичная оценка снизу:

I ≥ 0. (24)

Используя идею Ф.Трикоми [9, с. 385–386], приходим к соотношению

I =
k3 sin(πβ)

π

∞
∫

0

s2β−1











1
∫

0

ν2(x) cos(sx) dx





2

+





1
∫

0

ν2(x) sin(sx) dx





2





ds. (25)

Пусть A1 ≤ 0, A2 > 0, тогда из (25) следует, что I ≥ 0.
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Из (23) и (24) вытекает, что I = 0, и, следовательно, согласно (22)

1

2

1
∫

0

τ2
1 (x)

d2

dx2
(c(x) d(x)) dx −

1
∫

0

(τ ′

1(x))
2
c(x) d(x) dx = 0.

Отсюда в силу условия (8) и равенств τ1(0) = τ1(1) = 0 получаем, что

τ1(x) = 0 ∀ x ∈ I. (26)

Если же k1 = 0 и k2 6= 0:

A1Γ(2β) − A2Γ(β) = 0, A1 6= 0, (27)

то (19) есть однородное уравнение Абеля:

k2

(

I1−2β
0+ ν2

)

(x) = 0,

имеющее только тривиальное решение ν2(x) = 0 [1, с. 46]. Тогда в силу второй формулы в (21)

ν1(x) = 0, соотношение (14) вместе c условиями τ1(0) = τ1(1) = 0 приводит к равенству (26). Это

согласно (12) означает, что u(x, y) ≡ 0 в области D, что и доказывает единственность решения

исходной задачи при выполнении условий (20) и (27).

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Согласно (12), для доказательства существования решения исследуемой задачи достаточно найти

явное выражение для ν1(x). Покажем существование решения исходной задачи в следующих случаях:

а) k1 6= 0, k2 = 0; б) k1 = 0, k2 6= 0; в) c(x) = c = const; г) c(x) = c = const, d(x) = d = const.

Заметим, что в силу (21) уравнение (19) принимает вид

k1 c(x) τ1(x) + k2

(

I1−2β
0+ d(t)ν1(t)

)

(x) = g1(x), (28)

где g1(x) =
(

I−a−β, 0, 2β−b−1

0+ g(t)
)

(x).

Если k1 6= 0, k2 = 0, то (28) дает явное выражение для τ1(x): τ1(x) = g1(x)/k1c(x), и ν1(x)

находится по формуле (14).

Если k1 = 0, k2 6= 0, то (28) есть интегральное уравнение Абеля первого рода

k2

(

I1−2β
0+ d(t) ν1(t)

)

(x) = g1(x), (29)

с 0 < β < 1

2
. Согласно условию (8) g(x) ∈ C1(I ) ∩ C2(I). Функция g1(x) также непрерывна [10] и

известное решение уравнения (29) (см., например [1, с. 39]) дает явное выражение для ν1(x) в виде

ν1(x) =
1

k2 d(x)

d

dx

1

Γ(2β)

x
∫

0

(x − t)2β−1g1(t) dt.

Если c(x) = c 6= 0 есть действительная постоянная, то уравнение (28) принимает вид

k1c τ1(x) + k2

(

I1−2β
0+ d(t)ν1(t)

)

(x) = g1(x). (30)

Продифференцировав обе части (30) дважды по x и учитывая (3), (14), получим

c k1Γ(1 + α) ν1(x) + k2

(

D1+2β
0+ d(t) ν1(t)

)

(x) = g′′1 (x). (31)

Как известно [1, с. 52], если

ν2(x) = d(x) ν1(x) = lim
y→0−

uy(x, y) ∈ C ((0, 1]) , (32)
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то верна формула
(

I1+2β
0+ D1+2β

0+ ν2(t)
)

(x) = ν2(x) − c1x
2β − c2x

2β−1, (33)

где

c1 =
1

Γ(2β + 1)

(

I1−2β
0+ ν2

)

′

(0+), c2 =
1

Γ(2β)

(

I1−2β
0+ ν2

)

(0+). (34)

Если условие (32) выполняется, то, применяя оператор I1+2β
0+ к обеим частям (31) и учитывая (33),

приходим к интегральному уравнению:

k2 d(x) ν1(x) + c k1 Γ(1 + α)
(

I1+2β
0+ ν1(t)

)

(x) = g2(x), (35)

где

g2(x) =
(

I1+2β
0+ g′′1 (t)

)

(x) + k2[c1x
2β + c2x

2β−1]. (36)

Если k2 d(x) 6= 0, то (35) есть интегральное уравнение Вольтерра второго рода

ν1(x) +

x
∫

0

K(x, t) ν1(t) dt = F (x) (37)

с непрерывным ядром K(x, t) =
c k1Γ(1 + α)

k2 Γ(1 + 2β) d(x)
(x− t)2β и свободным членом F (x) =

1

k2 d(x)
g2(x),

где функция g2(x) дается формулой (36), а постоянные c1, c2 — формулой (34).

Известно (см., например, [11]), что уравнение (37) имеет единственное решение ν1(x).

Если c(x) = c 6= 0, d(x) = d 6= 0, то уравнение (28) сводится к дифференциальному уравнению

дробного порядка (1 + 2β):
(

D1+2β
0+ ν1(t)

)

(x) + k3 ν1(x) = Φ(x), (38)

где k3 =
c k1 Γ(1 + α)

k2 d
, Φ(x) =

1

k2 d
g′′1 (x).

В работе [2] нами выписано в явном виде решение ν1(x) уравнения (38), что согласно (12) завер-

шает доказательство существования решения исходной задачи.
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