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(

∀ y ∈ XN\i

)

F (x0
i , y)

ρi

> a∗
i . (9)

Таким образом, в ситуации x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) все соотношения (9) будут выполнены одновременно,

т.е. для каждого i ∈ N выполняется F (x0)
ρi

> a∗
i . Так как при любом i ∈ N элемент a∗

i является

максимальным в подмножестве U∗
i (G), то из последнего соотношения следует, что F (x0) /∈ U∗

i (G),

т.е. исход F (x0) является допустимым для всех игроков i ∈ N . Таким образом, Cα(G) 6= ∅.

2 случай. Предположим, что для некоторого i ∈ N имеет место U∗
i (G) = ∅. Положим

K = {i ∈ N : U∗
i (G) = ∅}. В каждом непустом подмножестве U∗

j (G) (j ∈ N \ K) множества A

существует максимальный элемент a∗
j . Так как a∗

j ∈ U∗
j (G), то по определению множества U∗

j (G)

существует такая стратегия x0
j ∈ Xj , что для любой стратегии y ∈ XN\j имеет место F (x0

j , y)
ρj

> a∗
j ,

j ∈ N \ K.

Для каждого j ∈ K зафиксируем произвольно стратегию x0
j ∈ Xj . Тогда в ситуации x0 = (x0

i )i∈N

будет выполнено

F (x0)
ρj

> a∗
j , j ∈ N \ K. (10)

Так как a∗
j — максимальный элемент непустого подмножества U∗

j (G), то согласно (10) получаем

F (x0) /∈ U∗
i (G) для j ∈ N \ K, т.е. F (x0) допустим для всех игроков j ∈ N \ K. Так как для любого

j ∈ K имеет место U∗
j (G) = ∅, то любой исход игры G будет допустимым для игрока j ∈ K. Таким

образом, исход F (x0) будет допустимым для всех игроков i ∈ N в игре G, т.е. Cα(G) 6= ∅. Лемма

доказана.

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим игру G0, которая является ограничением игры G на

множестве pr2 F ее реализуемых исходов. В силу предположений теоремы pr2 F является конечным

множеством и ограничения отношений ρi на этом множестве являются ацикличными. В силу леммы

существует исход a∗, допустимый для всех игроков в G0. Очевидно, что a∗ также будет допустимым

в игре G. Теорема 3 доказана.
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В характеристическом прямоугольнике на плоскости рассмат-
ривается задача об отыскании решения уравнения со старшей
частной производной шестого порядка с данными на всей гра-
нице. Выводятся достаточные условия единственности решения
этой задачи. Эти условия записываются в терминах коэффи-
циентов уравнения, а проводимые рассуждения основаны на
методе априорных оценок.
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В области D = {0 < x < x1, 0 < y < y1} изучается уравнение

L(u) = D3
xD3

yu(x, y) +
3

∑

i=0

3
∑

j=0
i+j<6

aij(x, y)Di
xDj

yu(x, y) = f(x, y), (1)

являющееся обобщением уравнения изгиба тонкой сферической оболочки [1, с. 258]. При этом

Dk
t ϕ ≡ ∂kϕ/∂tk при k = 1, 2, . . ., Dk

t ϕ ≡

t
∫

t0

(t − τ)−k−1ϕ (τ)

(−k − 1)!
dτ , если k = −1,−2, . . ., D0

t — опе-

ратор тождественного преобразования, aij ∈ Ci,j(D), f ∈ C0,0(D).

Задача: Найти функцию u(x, y) ∈ C3,3 (D) ∩ C2,0(D ∪ p) ∩ C0,2(D ∪ q) ∩ C0,0(D), являющуюся в

D решением уравнения (1) и удовлетворяющую условиям

u(0, y) = ϕ0(y), u(x, 0) = ψ0(x), ux(0, y) = ϕ1(y), uy(x, 0) = ψ1(x), (2)

u(x1, y) = ϕ01(y), u(x, y1) = ψ01(x). (3)

Из принадлежности u(x, y) классу C(D) следуют соотношения:

ϕ0(y1) = ψ01(0), ϕ0(0) = ψ0(0), ψ0(x1) = ϕ01(0), ϕ01(y1) = ψ01(x1).

Очевидно, соотношения (2), (3) близки к граничным условиям задач Дирихле из работ [2–6].

Задачи с другими условиями для уравнений типа (1), в том числе и более высокого порядка, изучались

в работах [7–9].

Здесь предлагается способ получения условий, обеспечивающих однозначную разрешимость сфор-

мулированной выше задачи. При этом используется ее редукция к уравнениям Фредгольма, одно-

значная разрешимость которых выводится из доказываемой на основе априорных оценок теоремы

единственности.

1. Сначала запишем решение задачи с условиями (2) и

uxx(0, y) = ϕ2(y), uyy(x, 0) = ψ2(x). (4)

Соотношения (2), (4) представляют собой граничные значения задачи Гурса, решение которой

дается формулой (9) из [8]:

u(x, y) = I(x, y) + D−3
x D−3

y (Rf) + (A1ϕ2)(x, y) + (A2ψ2)(x, y) − D2
xD2

yu(0, 0)D−2
x D−2

y R(0, 0, x, y), (5)

где

(A1ϕ2)(x, y) = −D−3
y ϕ2D

−2
x Q30(0, y, x, y) + D−2

y ϕ2D
−2
x Q31(0, y, x, y)−

−D−1
y ϕ2D

−2
x Q32(0, y, x, y) + D−2

y ϕ2D
−2
x Q32y(0, y, x, y)+

+ϕ2(y)D−2
x R(0, y, x, y) − 2D−1

y ϕ2D
−2
x Ry(0, y, x, y) + D−2

y ϕ2D
−2
x Ryy(0, y, x, y),

(A2ψ2)(x, y) = −D−3
x ψ2D

−2
y Q03(x, 0, x, y) + D−2

x ψ2D
−2
y Q13(x, 0, x, y)−

−D−1
x ψ2D

−2
y Q23(x, 0, x, y) + D−2

x ψ2D
−2
y Q23x(x, 0, x, y) + ψ2(x)D−2

y R(x, 0, x, y)−

−2D−1
x ψ2D

−2
y Rx(x, 0, x, y) + D−2

x ψ2D
−2
y Rxx(x, 0, x, y).

При этом Qij =
m
∑

α=i

n
∑

β=j

(−1)(α+β)Dα−i
x Dβ−j

y (aαβR), R — функция Римана уравнения (1), которая

определяется как решение интегрального уравнения:

3
∑

i=0

3
∑

j=0

(−1)6−i−jDi−3
x Dj−3

y (aijR) = 1, a33 ≡ 1,

I(x, y) зависит только от известных функций.

Формула (5) является общим представлением искомого решения через ϕk, ψk, k = 0, 2. Неизвест-

ными являются ϕ2, ψ2 и D2
xD2

yu(0, 0). Чтобы их определить подставим в (5) аргументы точек(x, y1),

(x1, y), (x1, y1) и учтем известные значения (2), (3). В результате придем к системе интегральных
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уравнений, в которой искомыми функциями являются уже ϕ2, ψ2:

ϕ01(y) = I(x1, y) +

x1
∫

0

D−2
x D−3

y (Rf) dx + (A1ϕ2)(x1, y)+

+(A2ψ2)(x1, y) −

x1
∫

0

D−1
x D−2

y R(0, 0, ξ, y) dx

x1
∫

0

y1
∫

0

D−1
x D−1

y R(0, 0, ξ, η) dx dy

(

u(x1, y1) + I(x1, y1)+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

D−2
x D−2

y (Rf) dx dy + (A1ϕ2)(x1, y1) + (A2ψ2)(x1, y1)

)

, (6)

ψ01(x) = I(x, y1) +

y1
∫

0

D−3
x D−2

y (Rf) dy + (A1ϕ2)(x, y1)+

+(A2ψ2)(x, y1) −

y1
∫

0

D−2
x D−1

y R(0, 0, x, η) dy

x1
∫

0

y1
∫

0

D−1
x D−1

y R(0, 0, ξ, η) dx dy

(

u(x1, y1) + I(x1, y1)+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

D−2
x D−2

y (Rf) dx dy + (A1ϕ2)(x1, y1) + (A2ψ2)(x1, y1)

)

. (7)

Таким образом, для нахождения каждой из функций ϕ2, ψ2 получим уравнения фредгольмовского

типа.

2. Теперь займемся доказательством единственности решения задачи (1)–(3). Для этого проверим,

что при однородных условиях (2), (3) однородное уравнение (1) имеет только нулевое решение. До-

казательство осуществляем методом априорной оценки с помощью энергетического неравенства [10].

Воспользовавшись определениями скалярного произведения (u, v) =
x1
∫

0

y1
∫

0

u(x, y)v(x, y) dy dx в про-

странстве L2[0, x1] × [0, y1] и нормы ‖u‖2 =
x1
∫

0

y1
∫

0

u2(x, y) dy dx, вычислим:

(L(u), uxy) = (D3
xD3

yu +

3
∑

i=0

3
∑

j=0
i+j<6

aij(x, y)Di
xDj

yu, uxy) =

=

x1
∫

0

y1
∫

0

(D3
xD3

yu · uxy +

3
∑

i=0

3
∑

j=0
i+j<6

aijD
i
xDj

yu · uxy)(x, y) dy dx.

Преобразуем слагаемые правой части с помощью интегрирования по частям:

x1
∫

0

y1
∫

0

uxxxyyy(x, y)uxy(x, y) dy dx = ‖uxxyy‖
2,

x1
∫

0

y1
∫

0

a32(x, y)uxxxyy(x, y)uxy(x, y) dy dx =

= −
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a32xxyu2
xy dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

a32xuxyyuxxy dy dx +
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a32yu2
xxy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a23(x, y)uxxyyy(x, y)uxy(x, y) dy dx =
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= −
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a23xyyu2
xy dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

a23yuxxyuxyy dy dx +
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a23xu2
xyy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a22(x, y)uxxyy(x, y)uxy(x, y) dy dx =

=
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a22xyu2
xy dy dx −

x1
∫

0

y1
∫

0

a22uxxyuxyy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a13(x, y)uxyyy(x, y)uxy(x, y) dy dx =

=
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a13yyu2
xy dy dx −

x1
∫

0

y1
∫

0

a13u
2
xyy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a31(x, y)uxxxy(x, y)uxy(x, y) dy dx =
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a31xxu2
xy dy dx −

1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a31u
2
xxy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a30(x, y)uxxx(x, y)uxy(x, y) dy dx =

= −

x1
∫

0

y1
∫

0

a30xuxxuxy dy dx +
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a31yu2
xx dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a03(x, y)uyyy(x, y)uxy(x, y) dy dx =

= −

x1
∫

0

y1
∫

0

a03yuyyuxy dy dx +
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a03xu2
yy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a00(x, y)u(x, y)uxy(x, y) dy dx =
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a00xyu2 dy dx −

x1
∫

0

y1
∫

0

a00uxuy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a10(x, y)ux(x, y)uxy(x, y) dy dx = −
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a10yu2
x dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a01(x, y)uy(x, y)uxy(x, y) dy dx = −
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a01xu2
y dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a21(x, y)uxxy(x, y)uxy(x, y) dy dx = −
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a21xu2
xy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a12(x, y)uxyy(x, y)uxy(x, y) dy dx = −
1

2

x1
∫

0

y1
∫

0

a12yu2
xy dy dx,

x1
∫

0

y1
∫

0

a11(x, y)uxy(x, y)uxy(x, y) dy dx =

x1
∫

0

y1
∫

0

a11u
2
xy dy dx.

Интегралы
x1
∫

0

y1
∫

0

a20(x, y)uxx(x, y)uxy(x, y) dy dx,
x1
∫

0

y1
∫

0

a02(x, y)uyy(x, y)uxy(x, y) dy dx остаются без

изменений. Тогда

(L(u), uxy) = ‖uxxyy‖
2 +

x1
∫

0

y1
∫

0

(−
a32xxy(x, y)

2
−

a23xyy(x, y)

2
+

a22xy(x, y)

2
+

a13yy(x, y)

2
+

+
a31xx(x, y)

2
−

a21x(x, y)

2
−

a12y(x, y)

2
+ a11(x, y))u2

xy(x, y) dy dx+
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+

x1
∫

0

y1
∫

0

(
a32y(x, y)

2
− a31(x, y))u2

xxy(x, y) dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

(
a23x(x, y)

2
− a13(x, y))u2

xyy(x, y) dy dx+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

1

2
a03x(x, y)u2

yy(x, y) dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

1

2
a30y(x, y)u2

xx dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

(−
1

2
a10y(x, y))u2

x dy dx+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

(−
1

2
a01x(x, y))u2

y dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

1

2
a00xy(x, y)u2 dy dx+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

(a32x + a23y − a22)(x, y)uxyy(x, y)uxxy(x, y) dy dx+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

(a02 − a03y)(x, y)uyy(x, y)uxy(x, y) dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

(a20 − a30x)(x, y)uxx(x, y)uxy(x, y) dy dx.

Так как функции aij(x, y) являются непрерывными на компакте, то они достигают своих точ-

ных верхних и точных нижних граней. Обозначим sup
(x,y)∈D

aij(x, y) = saij , inf
(x,y)∈D

aij(x, y) = iaij .

Аналогичные обозначения вводятся и для частных производных этих функций, например,

sup
(x,y)∈D

aijx(x, y) = saijx и получим оценку

(L(u), uxy) ≥ ‖uxxyy‖
2 +

(

−
sa32xxy

2
−

sa23xyy

2
+

ia22xy

2
+

ia13yy

2
+

ia31xx

2
−

sa21x

2
−

−
sa12y

2
+ ia11

)

‖uxy‖
2 +

(

ia32y

2
− sa31

)

‖uxxy‖
2 +

(

ia23x

2
− sa13

)

‖uxyy‖
2 +

1

2
ia03x‖uyy‖

2+

+
1

2
ia30y‖uxx‖

2 +

(

−
1

2
sa10y

)

‖ux‖
2 +

(

−
1

2
sa01x

)

‖uy‖
2 +

1

2
ia00xy‖u‖

2+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

(a32x + a23y − a22)(x, y)uxyy(x, y)uxxy(x, y) dy dx+

+

x1
∫

0

y1
∫

0

(a02 − a03y)(x, y)uyy(x, y)uxy(x, y) dy dx +

x1
∫

0

y1
∫

0

(a20 − a30x)(x, y)uxx(x, y)uxy(x, y) dy dx.

Используя неравенства Коши – Буняковского: |(u, v)| ≤ ‖u‖·‖v‖, Коши: |a·b| ≤
|a|2

2
+
|b|2

2
, получим

(L(u), uxy) ≥ ‖uxxyy‖
2 +

(

−
sa32xxy

2
−

sa23xyy

2
+

ia22xy

2
+

ia13yy

2
+

ia31xx

2
−

sa21x

2
−

sa12y

2
+

+ia11 −
1

2
s|a02 − a03y| −

1

2
s|a20 − a30x|

)

‖uxy‖
2 +

(

ia32y

2
− sa31 − s|a32x + a23y − a22|

)

‖uxxy‖
2+

+

(

ia23x

2
− sa13 − s|a32x + a23y − a22|

)

‖uxyy‖
2 +

(

1

2
ia03x −

1

2
s|a02 − a03y|

)

‖uyy‖
2+

+

(

1

2
ia30y −

1

2
s|a20 − a30x|

)

‖uxx‖
2 +

(

−
1

2
sa10y

)

‖ux‖
2 +

(

−
1

2
sa01x

)

‖uy‖
2 +

1

2
ia00xy‖u‖

2.

При этом

(L(u), uxy) = (f, uxy) ≤
‖f‖2

2
+

‖uxy‖
2

2
.

Обозначив

α1 = −
sa32xxy

2
−

sa23xyy

2
+

ia22xy

2
+

ia13yy

2
+

ia31xx

2
−

sa21x

2
−

sa12y

2
+ ia11−

−
1

2
s|a02 − a03y| −

1

2
s|a20 − a30x| −

1

2
,
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α2 =
ia32y

2
− sa31(x, y) − s|a32x + a23y − a22|, α3 =

ia23x

2
− sa13 − s|a32x + a23y − a22|,

α4 =
1

2
ia03x −

1

2
s|a02 − a03y|, α5 =

1

2
ia30y −

1

2
s|a20 − a30x|,

α6 = −
1

2
sa10y, α7 = −

1

2
sa01x, α8 =

1

2
ia00xy,

приходим к неравенству

‖f‖2

2
≥ ‖uxxyy‖

2 + (α1)‖uxy‖
2 + α2‖uxxy‖

2 + α3‖uxyy‖
2 + α4‖uyy‖

2+

+α5‖uxx‖
2 + α6‖ux‖

2 + α7‖uy‖
2 + α8‖u‖

2.

Требуя неотрицательности коэффициентов при нормах и полагая f = 0, получим, что функция u

может быть равной только нулю.

При f ≡ 0, ϕk ≡ ψk ≡ 0, ϕ01 ≡ ψ01 ≡ 0 (k = 0, 1) система уравнений для нахождения ϕ2, ψ2

является тоже однородной. В силу доказанной единственности решения задачи эта система допускает

в данном случае только нулевое решение. По теореме Фредгольма [11] это означает однозначную

разрешимость неоднородной системы уравнений (6), (7).

Таким образом, имеет место

Теорема. Если коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют неравенствам αk ≥ 0 (k = 1, 8),

то задача (1)–(3) имеет единственное решение.

Отметим, что условия теоремы являются существенными. Рассмотрим, например, поставленную

задачу для уравнения uxxxyyy + uxxxy = 0 в области D = [0, π] × [0, π] с нулевыми условиями (2), (3)

на границе. В нем коэффициент a31 > 0, а все остальные равны нулю, условие теоремы не выполнено.

Решением, в чем можно убедиться непосредственно, является функция u(x, y) = sin x sin y, отличная

от тождественного нуля в области D. При этом уравнение uxxxyyy − uxxxy = 0 имеет только нулевое

решение.
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