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Адамар показал, что одна из фундаментальных задач математиче-

ской физики — изучение поведения колеблющейся струны — некор-

ректна, когда краевые условия заданы на всей границе области. Как

заметили А. В. Бицадзе, А. М. Нахушев, задача Дирихле некоррект-

на (в смысле однозначной разрешимости) не только для волново-

го уравнения, но и для общих гиперболических уравнений. Автором

ранее изучена задача Дирихле для многомерных гиперболических

уравнений, где показана однозначная разрешимость этой задачи, су-

щественно зависящая от высоты рассматриваемой цилиндрической

области. В данной статье используется метод, предложенный в ран-

них работах автора, показана однозначная разрешимость и получен

явный вид классического решения задачи Дирихле в цилиндрической

области для одного класса вырождающихся многомерных гиперболо-

параболических уравнений. Получен также критерий единственности

решения. Предложенный метод позволяет свести изучаемую задачу к

задаче Дирихле для вырождающихся многомерных гиперболических

уравнений, исследованных автором.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И РЕЗУЛЬТАТ

Теория краевых задач для вырождающихся гиперболо-
параболических уравнений на плоскости хорошо изуче-
на [1]. Их многомерные аналоги в пространстве обоб-
щенных функций исследованы в [2,3].

Классические решения задачи Дирихле для много-
мерных гиперболо-параболических уравнений изучены
в [4,5].
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В данной работе, в отличие от [4, 5], задача Дирихле изучается в цилиндриче-
ской области для вырождающихся многомерных гиперболо-параболических уравне-
ний. Показано, что эта задача имеет единственное классическое решение и получен
ее явный вид, а также критерий единственности решения.

В работе используется метод, предложенный в работах [6,7].

Пусть Ωαβ — цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 точек
(x1, . . . , xm, t), ограниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = α > 0
и t = β < 0, где |x| — длина вектора x = (x1, . . . , xm).

Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ, а через Γα, Γβ — части поверхно-
сти Γ, лежащие в полупространствах t > 0и t < 0; σα — верхнее, а σβ — нижнее
основание области Ωαβ.

Пусть далее S — общая часть границ областей Ωα, Ωβ, представляющая множе-
ство {t = 0, 0 < |x| < 1} в Em.

В области Ωαβ рассмотрим вырождающиеся многомерные гиперболо-
параболические уравнения:

0 =





tq∆xu − ut +
m∑

i=1

di(x, t)uxi
+ e(x, t)u, t > 0,

|t|p∆xu − utt +
m∑

i=1

ai(x, t)uxi
+ b(x, t)ut + c(x, t)u, t < 0,

(1)

где p, q = const, p > 0, q > 0, ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm,
m > 2.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, . . . , xm, t к
сферическим r, θ1, . . . , θm−1, t, r > 0, 0 6 θi 6 π, i = 1, 2, . . . ,m − 2, 0 6 θm−1 < 2π,
θ = (θ1, . . . , θm−1).

Задача 1 (Дирихле). Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ при t 6= 0 из
класса C(Ωαβ) ∩ C1(Ωβ) ∩ C2(Ωα ∪ Ωβ), удовлетворяющее краевым условиям:

u
∣∣∣
σα

= ϕ1(r, θ), u
∣∣∣
Γα

= ψ1(t, θ), (2)

u
∣∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ), u
∣∣∣
σβ

= ϕ2(r, θ), (3)

при этом ϕ1(1, θ) = ψ1(α, θ), ϕ2(1, θ) = ψ2(β, θ), ψ1(0, θ) = ψ2(0, θ).

Пусть
{
Y k

n,m(θ)
}
— система линейно независимых сферических функций поряд-

ка n, 1 6 k 6 kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), W l
2(S), l = 0, 1, . . . —

пространства Соболева.

Имеет место [8]

Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈ W l
2(S). Если l > m − 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y k

n,m(θ),

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l − m + 1,
сходятся абсолютно и равномерно.
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Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S), необходимо и достаточно, чтобы

коэффициенты ряда (1) удовлетворяли неравенствам

|f 1
0 (r)| 6 c1,

∞∑

n=1

kn∑

k=1

n2l|fk
n(r)|2 6 c2, c1, c2 = const.

Через d̃k
in(r, t), dk

in(r, t), ẽk
n(r, t), d̃k

n(r, t), ρk
n, ϕk

1n(r), ϕk
2n(r), ψk

1n(t), ψk
2n(t) обозна-

чим коэффициенты разложения ряда (1), соответственно функций di(r, θ, t)ρ, di
xi

r
ρ,

e(r, θ, t)ρ, d(r, θ, t)ρ, ρ(θ), i = 1, . . . ,m, ϕ1(r, θ), ϕ2(r, θ), ψ1(t, θ), ψ2(t, θ), причем
ρ(θ) ∈ C∞(H), H− единичная сфера в Em.

Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ W l
2(Ωβ) ⊂ C(Ω̄β), di(r, θ, t), e(r, θ, t) ∈ W l

2(Ωα),
i = 1, . . . ,m, l > m + 1, e(r, θ, t) 6 0 для всех (r, θ, t) ∈ Ωα.

Тогда справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Если ϕ1(r, θ), ϕ2(r, θ) ∈ W p
2 (S), ψ1(t, θ) ∈ W p

2 (Γα), ψ2(t, θ) ∈ W p
2 (Γβ),

p > 3m/2 и
cos µs,nβ′ 6= 0, s = 1, 2, . . . , (4)

то задача 1 однозначно разрешима, где µs,n — положительные нули функций
Бесселя первого рода J

n+
(m−2)

2

(z), β′ = 2
2+p

|β|(2+p)/2.

Теорема 2. Решение задачи 1 единственно тогда и только тогда, когда вы-
полняется условие (4).

2. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ 1

Сначала покажем разрешимость задачи (1), (2). В сферических координатах урав-
нение (1) в области Ωα имеет вид

L1u ≡ tq(urr +
m − 1

r
ur −

1

r2
δu) − ut +

m∑

i=1

di(r, θ, t)uxi
+ e(r, θ, t)u = 0, (5)

δ ≡ −
m−1∑

j=1

1

gj sinm−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
,

g1 = 1, gj = (sin θ1 . . . sin θj−1)
2, j > 1.

Известно [8], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+m−
− 2), n = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует kn ортонормированных
собственных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решение задачи 1 в области Ωα будем искать в виде

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

ūk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (6)

где ūk
n(r, t) — функции, подлежащие определению.

Подставляя (6) в (5), умножив полученное выражение на ρ(θ) 6= 0 и проинтегри-
ровав по единичной сфере H, для uk

n получим [4,5]

tqρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0t +

(
m − 1

r
tqρ1

0 +
m∑

i=1

d1
i0

)
ū1

0r + ẽ1
0ū

1
0+
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+
∞∑

n=1

kn∑

k=1

{
tqρk

nū
k
nrr − ρk

nū
k
nt +

(
m − 1

r
tqρk

n +
m∑

i=1

dk
in

)
ūk

nr+

+

[
ẽk

n − λn
ρk

n

r2
tq +

m∑

i=1

(d̃k
in−1 − ndk

in)

]
ūk

n

}
= 0. (7)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений:

tqρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0t +

(m − 1)

r
tqρ1

0ū
1
0r = 0, (8)

tqρk
1ū

k
1rr − ρk

1ū
k
1t +

(m − 1)

r
tqρk

1ū
k
1r −

λ1

r2
tqρk

1ū
k
1 = − 1

k1

(
m∑

i=1

d1
i0ū

1
0r + ẽ1

0ū
1
0

)
, (9)

n = 1, k = 1, k1,

tqρk
nū

k
nrr − ρk

nū
k
nt +

(m − 1)

r
tqρk

nū
k
nr −

λn

r2
tqρk

nūk
n = − 1

kn

kn−1∑

k=1

{
m∑

i=1

dk
in−1ū

k
n−1r+

+

[
ẽk

n−1 +
m∑

i=1

(d̃k
in−2 − (n − 1)dk

in−1)

]
ūk

n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3 . . . . (10)

Суммируя уравнение (9) от 1 до k1, а уравнение (10) — от 1 до kn, затем сложив
полученные выражения вместе с (8), приходим к уравнению (7).

Отсюда следует, что если
{
ūk

n

}
, k = 1, kn, n = 0, 1, . . ., — решение системы (8)–

(10), то оно является решением уравнения (7).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (8)–(10) можно представить

в виде

tq
(

ūk
nrr +

(m − 1)

r
ūk

nr −
λn

r2
ūk

n

)
− ūk

nt = f̄k
n(r, t), (11)

где f̄k
n(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, причем

f̄ 1
0 (r, t) ≡ 0.
Далее, из краевого условия (2) в силу (6) будем иметь

ūk
n(r, α) = ϕ̄k

1n(r), ūk
n(1, t) = ψk

1n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . . (12)

В (11), (12), произведя замену ῡk
n(r, t) = ūk

n(r, t) − ψk
1n(t), получим

tq
(

ῡk
nrr +

(m − 1)

r
ῡk

nr −
λn

r2
ῡk

n

)
− ῡk

nt = fk
n(r, t), (13)

ῡk
n(r, α) = ϕk

1n(r), ῡk
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , (14)

fk
n(r, t) = f̄k

n(r, t) + ψk
1nt +

λnt
q

r2
ψk

1n, ϕk
1n(r) = ϕ̄k

1n(r) − ψk
1n(α).

Произведя замену ῡk
n(r, t) = r

(1−m)
2 υk

n(r, t), задачу (13), (14) приведем к следующей
задаче:

Lυk
n ≡ tq

(
υk

nrr +
λ̄n

r2
υk

n

)
− υk

nt = f̃k
n(r, t), (15)

υk
n(r, α) = ϕ̃k

1n(r), υk
n(1, t) = 0, (16)
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λ̄n =
(m − 1)(3 − m) − 4λn

4
, f̃k

n(r, t) = r
(m−1)

2 fk
n(r, t), ϕ̃k

1n(r) = r
(m−1)

2 ϕk
1n(r).

Решение задачи (15), (16) ищем в виде

υk
n(r, t) = υk

1n(r, t) + υk
2n(r, t), (17)

где υk
1n(r, t) — решение задачи

Lυk
1n = f̃k

n(r, t), (18)

υk
1n(r, α) = 0, υk

1n(1, t) = 0, (19)

а υk
2n(r, t) — решение задачи

Lυk
2n = 0, (20)

υk
2n(r, α) = ϕ̃k

1n(r), υk
2n(1, t) = 0. (21)

Решение вышеуказанных задач рассмотрим в виде

υk
n(r, t) =

∞∑

s=1

Rs(r)Ts(t), (22)

при этом пусть

f̃k
n(r, t) =

∞∑

s=1

as,n(t)Rs(r), ϕ̃k
1n(r) =

∞∑

s=1

bs,nRs(r). (23)

Подставляя (22) в (18), (19), с учетом (23) получим

Rsrr +
λn

r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (24)

Rs(1) = 0, |Rs(0)| < ∞, (25)

Tst + µtqTs = −as,n(t), 0 < t < α, (26)

Ts(α) = 0. (27)

Ограниченным решением задачи (24), (25) является [9]

Rs(r) =
√

rJν(µs,nr), (28)

где ν = n + (m−2)
2

, µ = µ2
s,n.

Решением задачи (26), (27) является

Ts,n(t) =

(
exp(−

µ2
s,n

q + 1
tq+1)

) α∫

t

as,n(ξ)

(
exp

µ2
s,n

q + 1
ξq+1

)
dξ. (29)

Подставляя (28) в (23) получим

r−
1
2 f̃k

n(r, t) =
∞∑

s=1

as,n(t)Jν(µs,nr), r−1/2ϕ̃k
1n(r) =

∞∑

s=1

bk
s,nJν(µs,nr), 0 < r < 1. (30)
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Ряды (30) — разложения в ряды Фурье –Бесселя [10], если

ak
s,n(t) = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξf̃k

n(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ, (31)

bk
s,n = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξϕ̃k

1n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ, (32)

µs,n, s = 1, 2, . . ., — положительные нули функций Бесселя Jν(z), расположенные в
порядке возрастания их величины.

Из (22), (28), (29) получим решение задачи (18), (19)

υk
1n(r, t) =

∞∑

s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (33)

где ak
s,n(t) определяются из (31).

Далее, подставляя (22) в (20), (21), с учетом (23) будем иметь задачу

Tst + µ2
s,ntqTs = 0, 0 < t < α, Ts,n(α) = bk

s,n,

решением которой является

Ts,n(t) = bs,n exp
µ2

s,n

q + 1
(αq+1 − tq+1). (34)

Из (28), (34) будем иметь

υk
2n(r, t) =

∞∑

s=1

bs,n

√
r(exp

µ2
s,n

q + 1
(αq+1 − tq+1)Jν(µs,nr), (35)

где bs,n находятся из (32).
Следовательно, сначала, решив задачу (8), (12) (n = 0), а затем (9), (12) (n = 1) и

т. д., найдем последовательно все υk
n(r, t) из (17), где υk

1n(r, t), υk
2n(r, t) определяются

из (33) и (35).
Итак, в области Ωβ имеет место

∫

H

ρ(θ)L1u dH = 0. (36)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0 — плотна в L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞(H) — плотна в L2(H), а T (t) ∈ V1, V1 — плотна в L2((0, α)). Тогда
f(r, θ, t) ∈ V , V = V0 ⊗ H ⊗ V1 — плотна в L2(Ωα) [11].

Отсюда и из (36) следует, что
∫

Ωα

f(r, θ, t)L1u dΩα = 0 и L1u = 0 для всех

(r, θ, t) ∈ Ωα.
Таким образом, решением задачи (1), (2) в области Ωα является функция

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

{
ψk

1n(t) + r
(1−m)

2

[
υk

1n(r, t) + υk
2n(r, t)

]}
Y k

n,m(θ), (37)

где υk
1n(r, t), υk

2n(r, t) находятся из (33), (35).
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Учитывая формулу [10] 2J ′

ν(z) = Jν−1(z) − Jν+1(z), оценки [8, 12]

Jν(z) =

√
2

πz
cos

(
z − π

2
ν − π

4

)
+ 0

(
1

z3/2

)
, ν > 0,

kn 6 c1n
m−2,

∣∣∣∣
∂q

∂θq
j

Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣ 6 c2n
m
2
−1+q, j = 1,m − 1, q = 0, 1, . . . ,

а также леммы, ограничения на коэффициенты уравнения (1) и на заданные функ-
ции ψ1(t, θ), ϕ1(t, θ), так же как в [4,5], можно доказать, что полученное решение (37)
принадлежит классу C(Ω̄α) ∩ C2(Ωα).

Далее, из (33), (35), (37) при t → +0 имеем

u(r, θ, 0) = τ(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

τ k
n(r)Y k

n,m(θ), (38)

τ k
n(r) = ψk

1n(0) +
∞∑

s=1

r
(2−m)

2




α∫

0

as,n(ξ)

(
exp

µ2
s,n

q + 1
ξq+1

)
dξ+

+ bs,n

(
exp

µ2
s,n

q + 1
αq+1

)
 J

n+
(m−2)

2

(µsr).

Из (31)–(35), а также из лемм вытекает, что τ(r, θ) ∈ W l
2(S), l > 3m/2.

Таким образом, учитывая краевые условия (3) и (38), в области Ωβ приходим к
задаче Дирихле для гиперболических уравнений:

L2u ≡ |t|p∆xu − utt +
m∑

i=1

ai(r, θ, t)uxi
+ b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0 (39)

с данными

u
∣∣∣
S

= τ(r, θ), u
∣∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ), u
∣∣∣
σβ

= ϕ2(r, θ). (40)

В [7] доказаны следующие теоремы.

Теорема 3. Если τ(r, θ), ϕ2(r, θ) ∈ W l
2(S), ψ2(t, θ) ∈ W l

2(Γβ), l > 3m/2, и выпол-
няется соотношение (4), то задача (39),(40) в классе C1(Ω̄β)∩C2(Ωβ) однозначно
разрешима.

Теорема 4. Решение задачи (39), (40) единственно, тогда и только тогда,
когда имеет место условие (4).

Используя теорему 3, получим разрешимость задачи 1.
В [7] приводится явный вид решения задачи (39),(40), поэтому можно записать

представления решения и для задачи 1.

3. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1

Сначала рассмотрим задачу (1), (2) в области Ωα и докажем единственность ее
решения. Для этого сначала построим решение первой краевой задачи для уравнения

L∗

1υ ≡ tq∆xυ + υt −
m∑

i=1

diυxi
+ dυ = 0 (41)
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с данными

υ
∣∣
S

= τ(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

τ̄ k
n(r)Y k

n,m(θ), υ
∣∣
Γα

= 0, (42)

где d(x, t) = e −
m∑

i=1

dixi
, τ̄ k

n(r) ∈ G, G — множество функций τ(r) из класса

C([0, 1]) ∩ C1((0, 1)). Множество G плотно всюду в L2((0, 1)) [11]. Решение зада-
чи (41), (42) будем искать в виде (6), где функции ῡk

n(r, t) будут определены ни-
же. Тогда аналогично параграфу 2 функции ῡk

n(r, t) удовлетворяют систему уравне-
ний вида (8)–(10), где d̃k

in, dk
in заменены соответственно на −d̃k

in, −dk
in, а ẽk

n на d̃k
n,

i = 1, . . . ,m, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . .
Далее, из краевого условия (42) в силу (6) получим

ῡk
n(r, 0) = τ k

n(r), ῡk
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . . (43)

Как замечено ранее, каждое уравнение системы (8)–(10) представимо в виде (11).
Задачу (11),(43) приведем к следующей задаче:

Lυk
n ≡ tq

(
υk

nrr +
λn

r2
υk

n

)
+ υk

nt = f̃k
n(r, t), (44)

υk
n(r, 0) = τ k

n(r), υk
n(1, t) = 0, (45)

υk
n(r, t) = r

(m−1)
2 ῡk

n(r, t), f̃k
n(r, t) = r

(m−1)
2 f̄k

n(r, t), τ k
n(r) = r

(m−1)
2 τ̄ k

n(r).

Решение задачи (44), (45) будем искать в виде (17), где υk
1n(r, t) — решение задачи

для уравнения (18) с данными

υk
1n(r, 0) = 0, υk

1n(1, t) = 0, (46)

а υk
2n(r, t) — решение задачи для уравнения (20) с условием

υk
2n(r, 0) = τ k

n(r), υk
2n(1, t) = 0. (47)

Решения задач (18), (46) и (20), (47) соответственно имеют вид

υk
1n(r, t) =

∞∑

s=1

√
r




(
exp

(
+

µ2
s,n

q + 1
tq+1

)) t∫

0

as,n(ξ)

(
exp

(
−

µ2
s,n

q + 1
ξq+1

))
dξ


 Jν(µs,nr),

υk
2n(r, t) =

∞∑

s=1

τs,n

√
r

(
exp

(
µ2

s,n

q + 1
tq+1

))
Jν(µs,nr),

где

τs,n = 2[Jν+1(µs)]
−2

1∫

0

√
ξτ k

n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ, ν = n +
(m − 2)

2
.

Таким образом, решение задачи (41), (42) в виде ряда

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

r
(1−m)

2

[
υk

1n(r, t) + υk
2n(r, t)

]
Y k

n,m(θ)

построено, в силу оценок оно принадлежит классу C(Ω̄α) ∩ C2(Ωα).
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В результате интегрирования по области Ωβ тождества [13]

υL1u − uL∗

1υ = −υP (u) + uP (υ) − uυQ,

где

P (u) = tq
m∑

i=1

uxi
cos

(
N⊥, xi

)
, Q = cos

(
N⊥, t

)
−

m∑

i=1

di cos
(
N⊥, xi

)
,

а N⊥ — внутренняя нормаль к границе ∂Ωα, по формуле Грина получим

∫

S

τ(r, θ)u(r, θ, 0)ds = 0. (48)

Поскольку линейная оболочка системы функций {τ̄ k
n(r)Y k

n,m(θ)} плотна в
L2(S) [11], то из (48) заключаем, что u(r, θ, 0) = 0 для всех (r, θ) ∈ S. Стало быть, по
принципу экстремума для параболического уравнения (5) [14] u ≡ 0 в Ω̄α.

Далее, используя теорему 4, получим единственность решения задачи 1, а также
справедливость теоремы 2.

Отметим, что доказанные теоремы для модельного многомерного вырождающе-
гося гиперболо-параболического уравнения получены в [15].
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Well-posedness of the Dirichlet Problem for One Class of Degenerate
Multi-dimensional Hyperbolic-parabolic Equations

S. A. Aldashev

Serik A. Aldashev, ORCID: 0000-0002-8223-6900, Abai Kazakh National Pedagogical University, 86, Tole

Be Str., Almaty, Kazakhstan, 480012, aldash51@mail.ru

It has been shown by Hadamard that one of the fundamental problems of mathematical physics, the analysis

of the behavior of oscillating string is an ill-posed problem when the boundary-value conditions are imposed

on the entire boudary of the domain. As noted by A. V. Bitsadze and A. M. Nakhushev, the Dirichlet problem

is ill-posed not only for the wave equation but for hyperbolic PDEs in general. This author has earlier studied

the Dirichlet problem for multi-dimensional hyperbolic PDEs, where he has shown that the well-posedness of

this problem crucially depends on the height of the analyzed cylindric domain. This paper, using the method

developed in the authors previous papers, shows the unique solvability (and obtains an explicit form of the

classical solution) of the Dirichlet problem in the cylindric domain for one class of degenerate multi-dimensional

hyperbolic-parabolic equations. We also obtain a criterion for the uniqueness of the solution.

Key words: well-posedness, Dirichlet problems, degenerate equations, criterion, Bessel function.
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