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1. Исследуются обратные задачи спектрального анализа для следующего инте-
гродифференциального оператора:

ℓy := −y′′(x) + q(x)y(x) +

x
∫

0

M(x, t)y(t) dt, x ∈ [0, T ]

на конечном интервале с краевыми условиями:

y′(0) − hy(0) = y′(T ) + Hy(T ) = 0.

Вводится и изучается функция Вейля для этого класса интегродифференциальных
операторов. Получен алгоритм построения потенциала q по заданной функции Вейля
при условии, что ядро M известно априори. Обратные спектральные задачи состо-
ят в восстановлении операторов по их спектральным характеристикам. Такие за-
дачи часто возникают в математике, механике, физике, электронике, геофизике и
других областях естествознания и техники. Обратная задача для дифференциаль-
ных операторов достаточно полно изучена (см. монографии [1–6] и библиографию
в них). Для интегродифференциальных и других классов нелокальных операторов
обратные задачи являются более трудными для исследования; для таких операторов
классические методы (метод оператора преобразования и метод спектральных отоб-
ражений [1–6]) либо совсем не работают, либо требуют существенной модифика-
ции. Поэтому для интегродифференциальных операторов теория решения обратных
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задач еще не построена. В то же время нелокальные, в частности интегродифферен-
циальные операторы, вызывают интерес исследователей, так как они имеют много
приложений (см., например, [7]). Отметим, что некоторые аспекты теории решения
обратных задач для интегродифференциальных операторов исследовались в [8–11] и
др. работах.

2. Объектом исследования является краевая задача L = L(q,M, h,H) для инте-
гродифференциального уравнения:

ℓy := −y′′(x) + q(x)y(x) +

x
∫

0

M(x, t)y(t) dt = λy(x), x ∈ [0, T ], (1)

с краевыми условиями:

U(y) := y′(0) − hy(0) = 0, V (y) := y′(T ) + Hy(T ) = 0,

где q(x) и M(x, t) — интегрируемые комплекснозначные функции, а h и H —
комплексные числа. Пусть функции C(x, λ), S(x, λ) и ϕ(x, λ) являются решени-
ями уравнения (1) при начальных условиях ϕ(0, λ) = C(0, λ) = S ′(0, λ) = 1,
C ′(0, λ) = S(0, λ) = 0, ϕ′(0, λ) = h. При каждом фиксированном x ∈ [0, T ] функ-
ции C(ν)(x, λ), S(ν)(x, λ) и ϕ(ν)(x, λ), ν = 0, 1, являются целыми по λ порядка 1/2.
Ясно, что

ϕ(x, λ) = C(x, λ) + hS(x, λ).

Обозначим ∆(λ) := V (ϕ) = ϕ′(T, λ)+Hϕ(T, λ). Нули {λn}n>0 целой функции ∆(λ)
совпадают с собственными значениями краевой задачи L. Функция ∆(λ) называется
характеристической функцией для L.

Пусть функция Φ(x, λ) является решением уравнения (1) при условиях U(Φ) = 1,
V (Φ) = 0. Обозначим N(λ) := Φ(0, λ). Тогда

Φ(x, λ) = S(x, λ) + N(λ)ϕ(x, λ), N(λ) = −∆1(λ)/∆(λ), (2)

где ∆1(λ) := V (S) = S ′(T, λ) + HS(T, λ). Нули {µn}n>0 целой функции ∆1(λ) совпа-
дают с собственными значениями краевой задачи L1 для уравнения (1) с краевыми
условиями y(0) = V (y) = 0. Функция N(λ) называется функцией Вейля. Из (2)
следует, что функция N(λ) является мероморфной по λ с полюсами {λn}n>0 и ну-
лями {µn}n>0. Пусть M(x, t), h и H известны априори. Обратная задача ставится
следующим образом.

Обратная задача 1. Дана N(λ), построить q(x).

Эта обратная задача является аналогом классической обратной задачи восстанов-
ления оператора Штурма–Лиувилля по заданной функции Вейля [3].

3. Пусть λ = ρ2, τ = Im ρ. Известным методом (см., например, [3]) получаем, что
при |ρ| → ∞ имеют место асимптотические формулы:

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
− cos ρx

2ρ2

x
∫

0

q(t) dt + o

(

exp(|τ |x)

ρ2

)

,
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C(x, λ) = cos ρx +
sin ρx

2ρ

x
∫

0

q(t) dt + o

(

exp(|τ |x)

ρ

)

,

S ′(x, λ) = cos ρx +
sin ρx

2ρ

x
∫

0

q(t) dt + o

(

exp(|τ |x)

ρ

)

,

C ′(x, λ) = −ρ sin ρx +
cos ρx

2

x
∫

0

q(t) dt + o(exp(|τ |x))

и, следовательно,

∆(λ) = − sin ρT + ω cos ρT + o(exp(|τ |T )),

∆1(λ) = cos ρT +
ω1 sin ρT

ρ
+ o

(

exp(|τ |T )

ρ

)

,
(3)

где

ω := h + H +
1

2

T
∫

0

q(t) dt, ω1 := H +
1

2

T
∫

0

q(t) dt.

Используя (3), вычисляем

ρn :=
√

λn =
nπ

T
+

ω

nπ
+ o

(

1

n

)

, ρn1 :=
√

µn =
π

T

(

n +
1

2

)

+
ω1

nπ
+ o

( 1

n

)

.

Кроме того, задание чисел {λn}n>0 и {µn}n>0 однозначно определяет характеристи-
ческие функции ∆(λ) и ∆1(λ) по формулам [3]:

∆(λ) = T (λ0 − λ)
∞
∏

n=1

λn − λ

(nπ/T )2
, ∆1(λ) =

∞
∏

n=0

µn − λ

((n + 1/2)π/T )2
. (4)

Учитывая (2) и (4), заключаем, что обратная задача 1 эквивалентна следующей об-
ратной задаче.

Обратная задача 2. Даны два спектра {λn}n>0 и {µn}n>0, построить q(x).

Обозначим

ℓ∗z := −z′′(x) + q(x)z(x) +

π
∫

x

M(t, x)z(t) dt.

Очевидно, что
π

∫

0

ℓy(x) · z(x) =
∣

∣

∣

π

0
(yz′ − y′z) +

π
∫

0

y(x) · ℓ∗z(x). (5)

Если y(x, λ) и z(x, µ) — решения уравнений ℓy = λy и ℓ∗z = µz соответственно,
то (5) дает

(λ − µ)

π
∫

0

y(x, λ)z(x, µ) dx =
∣

∣

∣

π

0
(yz′ − y′z). (6)
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Пусть C∗(x, λ), S∗(x, λ) и ψ∗(x, λ) — решения уравнения

ℓ∗z = λz (7)

при начальных условиях:

C∗(T, λ) = −S ′

∗
(T, λ) = ψ∗(T, λ) = 1, C ′

∗
(π, λ) = S∗(π, λ) = 0, ψ′

∗
(T, λ) = −H.

Тогда
V (ψ∗) = 0, ψ∗(x, λ) = C∗(x, λ) + HS∗(x, λ).

Из (6) при µ = λ вытекает, что

S(π, λ) ≡ S∗(0, λ), S ′(π, λ) ≡ C∗(0, λ),

C(π, λ) ≡ −S ′

∗
(0, λ), C ′(π, λ) ≡ −C∗(0, λ).

(8)

Обозначим

∆∗(λ) := −U(ψ∗) = −ψ′

∗
(0, λ) + hψ∗(0, λ), ∆∗

1(λ) := ψ∗(0, λ).

Используя (8), вычисляем

∆∗

1(λ) = C∗(0, λ) + HS∗(0, λ) = S ′(T, λ) + HS(T, λ) = ∆1(λ),

∆∗(λ) = −C ′

∗
(0, λ) − HS ′

∗
(0, λ) + hC∗(0, λ) + hHS∗(0, λ) =

= C ′(T, λ) + HC(T, λ) + hS ′(T, λ) + hHS(T, λ) = ϕ′(T, λ) + Hϕ(T, λ) = ∆1(λ)

и, следовательно,
∆∗

1(λ) ≡ ∆1(λ), ∆∗(λ) ≡ ∆(λ). (9)

Пусть Φ∗(x, λ) — решение уравнения (7) при условиях U(Φ∗) = 1, V (Φ∗) = 0.
Обозначим N∗(λ) := Φ∗(0, λ). Тогда

Φ∗(x, λ) =
ψ∗(x, λ)

U(ψ)
, N∗(λ) =

ψ∗(0, λ)

U(ψ)
= −∆∗

1(λ)

∆∗(λ)
.

Вместе с (9) это дает N∗(λ) ≡ N(λ).
Известно, что существует фундаментальная система решений {y1(x, ρ), y2(x, ρ)},

Im ρ > 0, x ∈ [0, π], уравнения (1) такая, что при |ρ| → ∞, ν = 0, 1, имеем:

y
(ν)
1 (x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx) + O(ρ−1), y

(ν)
2 (x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)(1 + O(ρ−1)).

Аналогично существует фундаментальная система решений {z1(x, ρ), z2(x, ρ)},
Im ρ > 0, x ∈ [0, π], уравнения (7) такая, что при |ρ| → ∞, ν = 0, 1, имеем:

z
(ν)
1 (x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)(1 + O(ρ−1)),

z
(ν)
2 (x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx) + O(ρ−1 exp(−iρπ)).

Зафиксируем δ, ε ∈ (0, π/2). Обозначим Q := {ρ : arg ρ ∈ [δ, π − δ]}. Используя
эти фундаментальные системы решений, получаем

Φ(x, λ) = A1(ρ)y1(x, ρ) + A2(ρ)y2(x, ρ), Φ∗(x, λ) = A∗

1(ρ)z1(x, ρ) + A∗

2(ρ)z2(x, ρ),

Математика 279



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2017. Т. 17, вып. 3

где Ak(ρ) и A∗

k(ρ) не зависят от x. Коэффициенты Ak(ρ) и A∗

k(ρ) вычисляются с
помощью краевых условий U(Φ) = 1, V (Φ) = 0, U(Φ∗) = 1, V (Φ∗) = 0. Это дает
следующую асимптотику при ρ ∈ Q, |ρ| → ∞, равномерно по x ∈ [0, π − ε]:

Φ(x, λ) = (iρ)−1 exp(iρx)(1 + O(ρ−1)) + O(ρ−1),

Φ∗(x, λ) = (iρ)−1 exp(iρx)(1 + O(ρ−1)).
(10)

4. Получим теперь алгоритм решения обратной задачи 1. Для этого наряду с L
рассмотрим краевую задачу L̃ := L(M, q̃, h̃, H̃) того же вида, но с другими коэффи-
циентами. Условимся, что если некоторый символ α обозначает объект, относящийся
к L, то α̃ будет обозначать аналогичный объект, относящийся к L̃, и α̂ := α − α̃.

Лемма 1. Пусть M(x, t) ≡ M̃(x, t), h = h̃, H = H̃. Тогда

T
∫

0

q̂(x)Φ(x, λ)Φ̃∗(x, λ) dx ≡ N̂(λ), (11)

где q̂(x) = q(x) − q̃(x), N̂(λ) = N(λ) − Ñ(λ).

Доказательство. Имеем

−Φ′′(x, λ) + q(x)Φ(x, λ) +

x
∫

0

M(x, t)Φ(t, λ) dt = λΦ(x, λ),

−Φ̃′′

∗
(x, λ) + q̃(x)Φ̃∗(x, λ) +

T
∫

x

M(t, x)Φ̃∗(t, λ) dt = λΦ̃∗(x, λ).

Умножим первое соотношение на Φ̃∗(x, λ), затем вычтем второе соотношение, умно-
женное на Φ(x, λ), и проинтегрируем по x :

T
∫

0

q̂(x)Φ(x, λ)Φ̃∗(x, λ) dx +

T
∫

0

Φ̃∗(x, λ) dx

x
∫

0

M(x, t)Φ(t, λ) dt−

−
T

∫

0

Φ(x, λ) dx

T
∫

x

M(t, x)Φ̃∗(t, λ) dt =
∣

∣

∣

T

0

(

Φ′(x, λ)Φ̃∗(x, λ) − Φ(x, λ)Φ̃′

∗
(x, λ)

)

.

Учитывая соотношение N∗(λ) ≡ N(λ), приходим к (11). ¤

Лемма 2. Пусть

r(x) =
xk

k!

(

γ +p(x)
)

, H(x, ρ) = exp(2iρx)
(

1+
ξ(x, ρ)

ρ

)

+exp(iρx)
η(x, ρ)

ρ
, x ∈ [0, T ],

где p(x) ∈ C[0, T ], p(0) = 0, а функции ξ(x, ρ), η(x, ρ) являются непрерывными и
ограниченными при x ∈ [0, T ], ρ ∈ Q, |ρ| > ρ∗. Тогда при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q, имеем:

T
∫

0

r(x)H(x, ρ) dx =
1

(−2iρ)k+1
(γ + o(1)).
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Доказательство. Вычисляем

(−2iρ)k+1

T
∫

0

r(x)H(x, ρ) dx = I1(ρ) + I2(ρ) + I3(ρ) + I4(ρ),

где

I1(ρ) = γ(−2iρ)k+1

T
∫

0

xk

k!
exp(2iρx) dx,

I2(ρ) = (−2iρ)k+1

T
∫

0

xk

k!
p(x) exp(2iρx) dx,

I3(ρ) = (−2i)k+1ρk

T
∫

0

r(x) exp(2iρx)ξ(x, ρ) dx,

I4(ρ) = (−2i)k+1ρk

T
∫

0

r(x) exp(iρx)η(x, ρ) dx,

Так как

(−2iρ)k+1

∞
∫

0

xk

k!
exp(2iρx) dx = 1, ρ ∈ Q,

(−2iρ)k+1

∞
∫

T

xk

k!
exp(2iρx) dx = o(1), ρ ∈ Q, |ρ| → ∞,

то I1(ρ) − γ → 0 при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q. Если ρ ∈ Q, то существует ε0 > 0 такое, что

| Im ρ| > ε0|ρ| при ρ ∈ Q. (12)

Возьмем ε > 0 и выберем δ = δ(ε) так, чтобы |p(x)| <
ε

2
εk+1
0 при x ∈ [0, δ], где ε0

определено в (12). Тогда, используя (12), вычисляем

|I2(ρ)| <
ε

2
(2|ρ|ε0)

k+1

δ
∫

0

xk

k!
exp(−2ε0|ρ|x) dx + (2|ρ|)k+1

T
∫

δ

xk

k!
|p(x)| exp(−2ε0|ρ|x) dx <

<
ε

2
+ (2|ρ|)k+1 exp(−2ε0|ρ|δ)

T−δ
∫

0

(x + δ)k

k!
|p(x + δ)| exp(−2ε0|ρ|x) dx.

В силу произвольности ε получаем I2(ρ) → 0 при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q.
Так как |(γ + p(x))ξ(x, ρ)| < C, то при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q имеем

|I3(ρ)| < C|ρ|k
T

∫

0

xk

k!
exp(−2ε0|ρ|x) dx 6

C

|ρ|εk+1
0

,
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следовательно, I3(ρ) → 0 при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q. Аналогично получаем I4(ρ) → 0 при
|ρ| → ∞, ρ ∈ Q. ¤

Для простоты предположим, что функция q(x) является аналитической на [0, T ].
Пусть при некотором фиксированном k > 0 коэффициенты Тейлора qj := q(j)(0),
j = 0, k − 1 уже найдены. Выберем модельный потенциал q̃(x) так, чтобы первые k
коэффициентов Тейлора функций q и q̃ совпадали, т. e. q̃j = qj, j = 0, k − 1. Тогда,
используя (10), (11) и лемму 2, можно вычислить следующий коэффициент Тейлора
qk = q(k)(0). Точнее, справедливо следующее утверждение.

Лемма 3. Зафиксируем k. Пусть функции q(x) и q̃(x) являются аналитически-
ми при x ∈ [0, T ] с q̂j := qj − q̃j = 0 для j = 0, k − 1. Тогда

q̂k = (−2)k+1 lim
|ρ|→∞

ρ∈Q

(iρ)k+3N̂(λ). (13)

Таким образом, мы приходим к следующему алгоритму решения обратной зада-
чи 1.

Алгоритм. Пусть задана функция Вейля N(λ).
1. Вычисляем qk = q(k)(0), k > 0. Для этого последовательно выполняем следу-

ющие операции при k = 0, 1, 2, . . . : выбираем модельный потенциал q̃(x) так, чтобы
q̃j = qj, j = 0, k − 1, и вычисляем qk = q(k)(0) by (13).

2. Строим функцию q(x) по формуле

q(x) =
∞

∑

k=0

qk
xk

k!
, 0 < x < R,

где

R =
(

lim
k→∞

( |qk|
k!

)1/k)−1

.

Если R < π, то при R < x < π функция q(x) строится по аналитическому продолже-
нию.
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We study inverse problems of spectral analysis for second order integro-differential operators, which are a
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