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В классических учебниках по дифференциальным и разностным уравнениям описан прием сведения

дифференциальных и разностных уравнений n-го порядка стандартной заменой к системе диффе-

ренциальных и соответственно разностных уравнений первого порядка. Каждое из этих уравнений

можно записать в операторном виде. Естественным образом возникает вопрос о совпадении ряда

свойств дифференциальных и разностных уравнений (операторов) второго порядка и соответству-

ющих операторных уравнений (операторов) первого порядка. В статье рассматривается линейное

разностное уравнение второго порядка в комплексном банаховом пространстве с ограниченными

операторными коэффициентами. В первой теореме установлена одновременная обратимость раз-

ностного оператора второго порядка и соответствующего разностного оператора первого порядка,

приведена формула для обратного оператора. Все дальнейшие исследования проводятся в усло-

виях наличия разделённых корней соответствующего «алгебраического» операторного уравнения.

В этих условиях в теореме 2 установлено подобие операторной матрицы второго порядка блочно-

диагональной операторной матрице. При условии разделённости пары операторных корней в теоре-

ме 3 получено необходимое и достаточное условие обратимости разностных операторов второго и

первого порядка. В теореме 4 получено представление (формулы) обратных операторов к рассмат-

риваемым. В теоремах 5 и 6 для ограниченных решений на множестве целых неотрицательных чисел

получено асимптотическое представление этих решений с помощью операторнозначных функций,

которое можно назвать разложением на бесконечности.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть X — комплексное банахово пространство и EndX — банахова алгебра
линейных ограниченных операторов, действующих в X . Через X 2 = X × X обо-
значается банахово пространство, элементами которого являются упорядоченные па-
ры x = (x1, x2), x1, x2 ∈ X , а норма задаётся формулой ‖(x1, x2)‖ = max{‖x1‖, ‖x2‖}.
Символом lp = lp(Z,X ), 1 6 p 6 ∞, обозначается банахово пространство двухсто-
ронних последовательностей векторов из X с нормой

‖x‖ = ‖x‖p =

(
∑

n∈Z

‖x(n)‖p

)1/p

, x ∈ lp, p ∈ [1,∞),

‖x‖ = ‖x‖∞ = sup
n∈Z

‖x(n)‖, x ∈ l∞.
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Каждому оператору X ∈ EndX 2 поставим в соответствие операторную матрицу(
X11 X12

X21 X22

)
, где Xij ∈ EndX (1 6 i, j 6 2). Действие оператора X на элемент

(x1, x2) ∈ X 2 определяется формулой X(x1, x2) = (X11x1 + X12x2, X21x1 + X22x2).
В пространстве lp = lp(Z,X ) рассматривается разностное уравнение второго по-

рядка
x(n + 2) + B1x(n + 1) + B2x(n) = g(n), n ∈ Z, (1)

где B1, B2 ∈ EndX , g ∈ lp. Это уравнение запишем в виде Lx = g, где разностный
оператор второго порядка L : lp(Z,X ) → lp(Z,X ) действует по правилу

(Lx)(n) = x(n + 2) + B1x(n + 1) + B2x(n), x ∈ lp, n ∈ Z.

Наряду с уравнением (1) выпишем разностное уравнение первого порядка вида

y(n + 1) + By(n) = f(n), n ∈ Z, f = (f1, f2) ∈ lp(Z,X 2), (2)

рассматриваемое в банаховом пространстве lp(Z,X 2) (изоморфном пространству
lp(Z,X ) × lp(Z,X )). Оператор B ∈ EndX 2 определяется матрицей

B ∼
(

0 −I

B2 B1

)
,

т. е. B(y1, y2) = (−y2, B2y1 + B1y2) для (y1, y2) ∈ X 2.

Отметим, что разностное уравнение (1) переходит в уравнение (2) (ему эквива-
лентно), если f(n) = (0, g(n)).

Уравнение (2) допускает запись в операторном виде

(Ly)(n) = f(n), n ∈ Z,

где оператор L : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2) действует по правилу

L :

(
x

Sx

)
7−→

(
S −I

B2 S + B1

)(
x

Sx

)
, x ∈ lp.

Здесь через S обозначен оператор сдвига последовательностей из lp: S ∈ Endlp,
(Sx)(n) = x(n + 1), n ∈ Z, x ∈ lp.

В классических учебниках по дифференциальным уравнениям описан прием све-
дения дифференциального уравнения n-го порядка стандартной заменой к системе
дифференциальных уравнений первого порядка. Каждое из соответствующих урав-
нений можно записать в операторном виде. Естественным образом возникает вопрос
о совпадении ряда свойств соответствующих дифференциальных операторов. Такая
же проблема возникает при рассмотрении разностных уравнений. В статье [1] были
получены результаты о совпадении ряда свойств введенных в рассмотрение опера-
торов L : lp(Z,X ) → lp(Z,X ) и оператора L : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2). В частности,
было установлено, что эти операторы одновременно обратимы, одновременно фред-
гольмовы и т. д.

Основные результаты статьи содержатся в шести теоремах.
В теореме 1 установлена одновременная обратимость операторов L и L и получена

формула для обратного оператора L
−1.
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Дальнейшее исследование разностных уравнений (1), (2) проводится с использо-
ванием корней «алгебраического» операторного уравнения:

X2 + B1X + B2 = 0, (3)

рассматриваемого в банаховой алгебре EndX . Подобный метод изучения дифферен-
циальных уравнений второго порядка был предложен в [2] и показал свою эффек-
тивность.

Уравнение (3) может иметь, вообще говоря, бесчисленное множество корней. Два
корня Λ1 и Λ2 назовём разделёнными, если оператор Λ1 − Λ2 обратим в алгебре
EndX . Условия существования таких корней приведены, например, в [3, гл. II, § 4,
с. 134–135]. В монографии [4, гл. I, § 5] определены дробные степени операторов. В
частности, уравнение (3), где B1 = 0 имеет два разделённых корня ±

√
−B2, если опе-

ратор B2 обратим и число нуль лежит в одной компоненте связности резольвентного
множества ̺(−B2) оператора −B2 и точки ∞ (из расширенной плоскости).

В теореме 2 в условии разделенных корней Λ1 и Λ2 уравнения (3) доказано подо-
бие оператора B блочно-диагональному оператору и выписана формула для оператора
преобразования.

В теореме 3 получено необходимое и достаточное условие обратимости операто-
ров L и L в терминах спектра операторных корней.

В теореме 4 получены формулы для обратных операторов к L и L с использова-
нием корней Λ1 и Λ2.

В теоремах 5 и 6 получено асимптотическое представление для ограниченного
решения рассматриваемого однородного разностного уравнения.

1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Естественным образом возникает вопрос об одновременной обратимости опера-
тора L : lp(Z,X ) → lp(Z,X ) и оператора L : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2). Ответ на этот
вопрос даёт

Теорема 1. Оператор L : lp(Z,X ) → lp(Z,X ) обратим тогда и только тогда,
когда обратим оператор L : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2).

Если оператор L : lp(Z,X ) → lp(Z,X ) обратим, то обратный к
L : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2) оператор L

−1 ∈ EndX 2 определяется матрицей

(
S−1 − L−1B2S

−1 L−1

−S L−1B2S
−1 S L−1

)
. (4)

Теорема 1 позволяет использовать результаты работ [3–9].
Через A1 ⊕A2, A1, A2 ∈ EndX обозначим прямую сумму операторов, определяе-

мых блочно-диагональной матрицей A1 ⊕ A2 ∼
(

A1 0

0 A2

)
.

Одним из основных результатов статьи является

Теорема 2. Если уравнение (3) имеет два разделённых корня Λ1, Λ2 ∈ EndX ,
то оператор B ∈ EndX 2 подобен блочно-диагональному оператору Λ ∈ EndX 2,
задаваемому матрицей

Λ ∼
(

−Λ1 0

0 −Λ2

)
.
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При этом имеют место соотношения

B = U−1ΛU, B
n = U−1(Λn

1 ⊕ Λn
2 )U. (5)

Здесь операторы U, U−1 ∈ EndX 2 определяются соответственно матрицами

U ∼ U =

(
I I

Λ1 Λ2

)
, U−1 ∼ U

−1 =

(
−(Λ1 − Λ2)

−1Λ2 (Λ1 − Λ2)
−1

(Λ1 − Λ2)
−1Λ1 −(Λ1 − Λ2)

−1

)
. (6)

Из подобия операторов B и Λ, а также из соотношения (5) следует

Теорема 3. Пусть Λ1, Λ2 — разделённая пара корней уравнения (3). Тогда для
обратимости операторов L : lp(Z,X ) → lp(Z,X ) и L : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2)
необходимо и достаточно выполнения условия

(σ(Λ1) ∪ σ(Λ2)) ∩ T = ∅, (7)

где σ(Λk) — спектры операторов Λk, k = 1, 2, T = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

В условиях следующей теоремы рассматривается разделённая пара корней Λ1,
Λ2 уравнения (3), для которых выполнено условие (7). Так как спектр каждого из
операторов Λ1, Λ2 не пересекается с единичной окружностью T, то имеет место
представление σ(Λk) = σ−

k

⋃
σ+

k , k = 1, 2, где спектральные множества определяют-
ся следующим образом σ−

k = {λ ∈ σ(Λk) : |λ| < 1}, σ+

k = {λ ∈ σ(Λk) : |λ| > 1},
k = 1, 2. Множества σ−

k , σ+

k являются непересекающимися и замкнутыми [10, след-
ствие леммы 1]. Через P∓

k обозначим спектральные проекторы Рисса, отвечающие
спектральным множествам σ∓

k , k = 1, 2.
Рассмотрим два оператора свёртки

(Gk ∗ g)(n) =
∑

m∈Z

Gk(n − m)g(m), n ∈ Z, g ∈ lp, k = 1, 2,

где

Gk(n) =

{
−Λn

kP
+

k , n 6 0,

Λn
kP

−

k , n > 0, k = 1, 2,
(8)

есть функция Грина, построенная по соответствующему разностному уравнению:

x(n + 1) = Λkx(n), k = 1, 2, n ∈ Z.

Теорема 4. Пусть выполнено условие (7). Обратные к L и L операторы имеют
вид

L−1g = (Λ1 − Λ2)
−1Λ2(G2 − G1) ∗ g, g ∈ lp(Z,X ), (9)

L
−1f = ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ lp(Z,X 2), f = (f1, f2) ∈ lp(Z,X 2),

где

ϕ1 = (Λ1 − Λ2)
−1(−Λ2G1 ∗ (f1 + f2) + G2 ∗ (Λ1f1 + Λ2f2)),

ϕ2 = (Λ1 − Λ2)
−1(Λ1G1 ∗ (f1 + f2) − G2 ∗ (Λ1f1 + Λ2f2)).
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Полученное в теореме 2 представление (5) операторной степени позволяет (с ис-
пользованием результатов статьи [11]) получить асимптотическое представление
ограниченных при n ∈ Z+ решений однородного разностного уравнения:

x(n + 2) + B1x(n + 1) + B2x(n) = 0, n ∈ Z+. (10)

Имеет место

Теорема 5. Пусть Λ1, Λ2 — разделённые корни уравнения (3), все решения
разностного уравнения (10) ограничены на Z+, и множество

(σ(−Λ1) ∪ σ(−Λ2)) ∩ T = {γ1, . . . , γm} (11)

является конечным. Тогда существуют проекторнозначные функции:

Pk : Z+ → EndX
2, Pk ∈ l∞(Z+, EndX

2), 1 6 k 6 m,

такие, что для любого ограниченного решения x : Z+ → X однородного разност-
ного уравнения (10) имеет место представление

(x(n), x(n + 1)) =
m∑

k=1

γn
k Pk(n)(x(0), x(1)), n ∈ Z+.

Функции Pk, 1 6 k 6 m, обладают следующими свойствами:

1) операторы Pk(n) ∈ EndX 2, n ∈ Z+, 1 6 k 6 m, принадлежат наименьшей
замкнутой подалгебре, порождённой оператором B и тождественным операто-
ром I ∈ EndX 2;

2) lim
n→∞

‖Pk(n + 1) − Pk(n)‖ = 0, 1 6 k 6 m;

3) lim
n→∞

‖BPk(n) − γkPk(n)‖ = 0, 1 6 k 6 m;

4) lim
n→∞

‖Pk(n)Pj(n)‖ = 0 для k 6= j, 1 6 k, j 6 m;

6) lim
n→∞

‖
∑m

k=1
Pk(n) − I‖ = 0.

Теорема 5 следует из [11, теорема 1].

Теорема 6. При выполнении условия (11) каждое ограниченное решение
x0 : Z+ → X однородного разностного уравнения (10) представимо в виде

x0(n) =
m∑

k=1

ak(n)γn
k , n ∈ Z+, (12)

где функции ak : Z+ → X , 1 6 k 6 m, принадлежат l∞(Z+,X ) и обладают
свойством

lim
n→∞

(ak(n + 1) − ak(n)) = 0, 1 6 k 6 m.

Заметим, что в условиях теорем 5 и 6 числа γ1, . . . , γm могут находиться в одной
компоненте связности множества (σ(−Λ1) ∪ σ(−Λ2)) ∩ T.
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2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1–6

Доказательство теоремы 1. Пусть оператор L обратим. Вначале докажем инъ-
ективность оператора L, т. е. установим равенство KerL = {0}, где Ker L =
= {y(n) = (y1(n), y2(n)) ∈ lp × lp = D(L) | (Ly)(n) = 0}. Пусть y(n) = (y1(n), y2(n)) ∈
∈ Ker L. Тогда y1(n + 1) = y2(n), y2(n + 1) = −B2y1(n) − B1y2(n) и, следовательно,
y1(n) ∈ lp = D(L) и (Ly1)(n) = 0, т. е. y1(n) ∈ Ker L = {0}. Поэтому y2(n) = 0 и
y(n) = (y1(n), y2(n)) = 0, таким образом, Ker L = {0}.

Проверим теперь, что оператор L сюръективен. Рассмотрим уравнение (Ly)(n) =
= f(n), где n ∈ Z, f(n) = (f1(n), f2(n)) — произвольная последовательность из
lp(R,X 2) ≃ lp × lp. Оператор S обратим в lp (см. [7]), а оператор L допускает
представление в виде

L = S2 + B1S + B2.

Непосредственно проверяется, что уравнение (Ly)(n) = f(n) разрешимо, и его реше-
ние y(n) = (y1(n), y2(n)) ∈ lp × lp имеет вид

y1(n) = (S−1 − L−1B2S
−1)f1(n) + L−1f2(n),

y2(n) = (−SL−1B2S
−1)f1(n) + SL−1f2(n).

Из указанного представления решения следует, что обратный к оператору L за-
даётся матрицей (4).

Пусть теперь обратим оператор L. Проверим, что оператор L инъективен. Пусть
x(n) ∈ Ker L. Покажем, что x(n) = 0. Заметим, что (x(n), x(n + 1)) ∈ D(L) = lp × lp и
L(x(n), x(n + 1)) = (Sx(n) − Sx(n), B2x(n) + (S + B1)Sx(n)) = (0, Lx(n)) = (0, 0). Из
инъективности оператора L следует, что x(n) = 0.

Докажем сюръективность оператора L. Рассмотрим уравнение (Lx)(n) = g(n), где
g(n) — произвольная последовательность из lp. Из обратимости оператора L следует,
что существует решение y(n) = (x1(n), x2(n)) ∈ lp × lp уравнения (Ly)(n) = (0, g(n)).
Таким образом, имеют место равенства

x1(n + 1) − x2(n) = 0, x2(n + 1) + B2x1(n) + B1x2(n) = g(n).

Следовательно, x1(n) ∈ lp = D(L) и (Lx1)(n) = g(n), что и доказывает сюръектив-
ность оператора L. Теорема доказана. ¤

Доказательство теоремы 2. Условие разделённости корней Λ1 и Λ2 влечёт об-
ратимость оператора Λ1 −Λ2. Непосредственная проверка показывает, что обратным
к оператору U является оператор с матрицей U −1 из (6) и имеет место первое из
равенств (5). Второе равенство для операторных степеней вытекает из подобия опе-
раторов B и Λ. Теорема доказана. ¤

Доказательство теоремы 3 следует из равенств σ(B) = σ(Λ) (подобные операто-
ры имеют одинаковые спектры), σ(Λ) = −σ(Λ1) ∪ (−σ(Λ2)), выполнения условия (7)
и соответствующего результата из [10, терема 7]. ¤

Доказательство теоремы 4. Введём в рассмотрение операторы Lk : lp(Z,X ) →
→ lp(Z,X ), определяемые равенствами (Lkx)(n) = x(n + 1) − Λkx(n), x ∈ lp(Z,X ),
k = 1, 2, n ∈ Z. Согласно [10, терема 7] при выполнении условия (7) каждый из
разностных операторов Lk, k = 1, 2, обратим, и обратные к ним операторы являются
операторами свёртки

(L−1

k y)(n) = (Gk ∗ y)(n), y ∈ lp, k = 1, 2, n ∈ Z,
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где Gk, k = 1, 2, задаётся равенством (8). Из теоремы 2 вытекает подобие разностного
оператора L прямой сумме L1 ⊕ L2 : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2), а оператором преобразо-

вания оператора L в оператор L1 ⊕ L2 является оператор Ũ : lp(Z,X 2) → lp(Z,X 2)
умножения на оператор U из (6). Таким образом, имеют место равенства

L = U−1(L1 ⊕ L2)U, L
−1 = U−1(L−1

1 ⊕ L−1

2 )U.

Отсюда с учётом представлений для L−1

k , k = 1, 2, вытекает указанное в теореме
представление для оператора L

−1. Из него следует формула (9) для оператора L−1,
если положить f1 = 0, f2 = g и учесть перестановочность оператора Λ2 c функцией
Грина G2. Теорема доказана. ¤

Доказательство теоремы 5. Ограниченность на Z+ всех решений однородного
разностного уравнения (10) влечёт ограниченность всех решений однородного раз-
ностного уравнения:

y(n + 1) + By(n) = 0, n ∈ Z+. (13)

Поскольку спектр σ(B) оператора B согласно теореме 2 совпадает с множеством
σ(−Λ1) ∪ σ(−Λ1), то условие (11) означает, что

σ(B) ∩ T = {γ1, . . . , γm}. (14)

Каждое ограниченное на Z+ решение x ∈ lp(Z+,X ) уравнения (10) можно предста-
вить в виде

(x(n), x(n + 1)) = B
n(x(0), x(1)), n ∈ Z+. (15)

Из ограниченности всех решений уравнения (13) и представления (15), а также прин-
ципа равномерной ограниченности (теорема Банаха –Штейнгауза [12, гл. II]) следует,
что

sup
n>0

‖Bn‖ = M(B) < ∞, (16)

где B — оператор из EndX 2. Из (16) следует, что спектральный радиус оператора B

не превосходит единицы, т. е.

σ(B) ⊂ {λ ∈ C | |λ| 6 1}.

Выполнение условия (14) позволяет воспользоваться результатом из [11, тео-
рема 1], согласно которому существует семейство операторнозначных функций
Pk : Z+ → EndX 2 с указанными в теореме 5 свойствами. Теорема доказана. ¤

Теорема 6 является непосредственным следствием теоремы 5. Свойства функ-
ций ak, 1 6 k 6 m, из представления (12) вытекают из свойства 2) функций Pk,
1 6 k 6 m. ¤
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Linear Difference Equation of Second Order
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In differential and difference equations classical textbooks, the n-th order differential and difference equations

reducing by standard substitution to first-order differential and difference equations system is described. Each

of the cohering equations can be written in the operator form. Naturally there is a question of coincidence

of a number of properties of differential and difference equations (operators) of the second order and the

corresponding functional equations (operators) of first order. In this paper we study the second order linear

difference equation in the complex Banach space with bounded operator coefficients. The first theorem

establishes the simultaneous invertibility of the second-order difference operator and the corresponding

first-order difference operator, and the inverse operator formula is given. The research is conducted under

conditions of the corresponding „algebraic“ operator equation with separated roots. Theorem2 establishes the

second-order operator matrix and block-diagonal operator matrix similarity. In pair of operator roots separation

condition in Theorem 3, the necessary and sufficient condition for the second and the first order difference

operators invertibility is obtained. In Theorem 4 we obtain the operators under consideration inverse operators
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formalism (formula). In Theorems 5 and 6 for bounded solutions on the set of non-negative integers an

asymptotic formalism of these solutions is obtained using operator-valued functions, this formalism can be

called splitting at infinity.

Key words: Banach space, difference equation of second order, operators splitting.
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