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ВВЕДЕНИЕ

Проблемам оптимального управления сингулярно возмущенными системами в
последние годы посвящено много работ, в которых предлагаются различные при-
ближенные аналитические методы построения субоптимальных режимов управле-
ния (см., например, [1–7]). В основном рассматривались задачи с функционалами
качества либо зависящими лишь от медленных переменных, либо квадратичными по
своей структуре. Применение этих методов построения управления позволили полу-
чить некоторые приближения оптимальных решений, выделить ряд специфических
свойств сингулярно возмущенных задач управления (асимптотика траекторий, явле-
ние скачка в функционале качества, если последний зависит как от медленных, так
и от быстрых переменных).

В данной работе рассматриваются динамические объекты, математическими мо-
делями которых являются сингулярно возмущенные системы с постоянным запаз-
дыванием по фазовым переменным. Рассматривается задача управления по мини-
максному критерию в постановке [8, 9] для сингулярно возмущенных систем с за-
паздыванием по фазовым переменным при неопределенных начальных условиях и
интегральных квадратичных ограничениях на управляющие воздействия. Формули-
руется и решается предельная задача управления сингулярно возмущенной системой
с запаздыванием, минимаксная по форме, для которой специальным образом выби-
рается функционал качества. В основе предлагаемого метода лежат идеи выделения
асимптотики ансамбля траекторий сингулярно возмущенной системы с запаздыва-
нием и представления фундаментальной матрицы решений, разбитой на блоки в со-
ответствии с размерностями быстрых и медленных переменных, в виде равномерно
сходящейся последовательности [10]. При реализации метода используются резуль-
таты исследований из [8–12], а также аппарат выпуклого анализа [13]. Приводится
начальное приближение оптимального решения (относительного малого параметра),
при этом не требуется чрезмерных условий гладкости (дифференцируемость не выше
первого порядка), ограничений на класс допустимых управлений.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается управляемая сингулярно возмущенная система (с малым пара-
метром µ > 0) с запаздыванием h > 0 (по состоянию):

dx(t)

dt
= A11(t)x(t) + A12(t)y(t) + G11(t)x(t − h) + µG12(t)y(t − h) + B1(t, µ)u(t),

µ
dy(t)

dt
= A21(t)x(t) + A22(t)y(t) + G21(t)x(t − h) + µG22(t)y(t − h) + B2(t, µ)u(t),

(1)

где t ∈ T = [t0, t1], x ∈ Rn, y ∈ Rm, Aij, Bi, Gij, i, j = 1, 2, — матрицы соответст-
вующих размеров с непрерывными элементами. Начальное состояние системы x(t) =
= ψx(t), t0 − h 6 t < t0, x(t0) = x0, y(t) = ψy(t), t0 − h 6 t < t0, y(t0) = y0 точно
неизвестно и заданы лишь ограничения x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0, где X0, Y0 — выпуклые ком-
пакты в соответствующих пространствах, ψx(t) ∈ Ψx(t), ψy(t) ∈ Ψy(t), t0−h 6 t < t0,
Ψx(t), Ψy(t) — заданные многозначные отображения со значениями в виде выпуклых
компактов (в Rn, Rm), непрерывные по t в метрике Хаусдорфа. Реализации управ-
ления u(t), t ∈ T , — измеримые по Лебегу функции, удовлетворяющие условию
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u(·) ∈ P , P — слабо компактное выпуклое множество в Lr
2(T ). В данном случае

P =

{

u(·)
∣

∣

∣

t1
∫

t0

u′(t)R(t)u(t) dt 6 λ2

}

, λ = const > 0,

R(t) — симметричная, положительно определенная матрица с непрерывными эле-
ментами; штрих — знак транспонирования.

Будем предполагать выполненным следующее предположение.

Предположение 1. Корни λs(t) характеристического уравнения

∣

∣A22(t) − µλEm + µG22(t)e
−λh

∣

∣ = 0,

где Em — единичная m × m матрица, удовлетворяют неравенству: Re λs(t) <
< −2c < 0, при t ∈ T , c = const > 0.

Тогда по критерию асимптотической устойчивости для линейных систем с за-
паздыванием [14, с. 162] при достаточно малых µ (0 < µ 6 µ0) фундаментальная
матрица решений Y [t, τ ] системы µdy/dt = A22(t)y(t) + µG22(t)y(t − h), Y [t, τ ] = 0,
при τ > t, Y [τ, τ ] = Em, при t0 6 τ 6 t 6 t1 имеет оценку

‖Y [t, τ ]‖ 6 c0 exp{−c(t − τ)/µ}, (2)

c0 > 0 — некоторая постоянная, ‖· ‖ — евклидова норма.
Введем следующие обозначения: z′ = (x′, y′), Z0 = X0 × Y0, ψ′ = (ψ′

x, ψ
′

y),
Ψ = Ψx × Ψy, Z(t, u(·), Z0, ψ(·)), t0 6 t 6 t1 — множество (ансамбль) траекторий
z(t, u(·), z0, ψ(·)) системы (1), исходящих из Z0, при некотором ψ(·) ∈ Ψ(·) и фикси-
рованном u(·) ∈ P .

Определим функционал J(·):

J(u(·)) = max
z0∈Z0

max
ψ(·)∈Ψ(·)

ϕ(z(t1; u(·), z0, ψ(·))),

где ϕ(·) : Rn+m → R — заданная выпуклая функция (с конечными значениями).

Задача 1. Среди управлений u(·) ∈ P найти оптимальное u0 = u0(·), достав-
ляющее минимум функционалу J(u(·)) на множестве P :

ε0(t1) = J(u0) = min
u(·)∈P

J(u(·)).

Запишем систему (1) в виде

dz(t)/dt = A(t, µ)z(t) + G(t, µ)z(t − h) + B(t, µ)u(t), (3)

где матрицы A(t, µ), B(t, µ), G(t, µ) имеют следующий блочный вид:

A(t, µ) =

(

A11(t) A12(t)

A21(t)/µ A22(t)/µ

)

, G(t, µ) =

(

G11(t) µG12(t)

G21(t)/µ G22(t)

)

,

B(t, µ) =

(

B1(t, µ)

B2(t, µ)/µ

)

.

370 Научный отдел



И. В. Гребенникова, А. Г. Кремлёв. Аппроксимация управления системой

Пусть Z[t, τ ] — фундаментальная матрица решений системы (1) (при u ≡ 0),
причем Z[τ, τ ] = En+m, Z[t, τ ] = 0 при τ > t. Матрицу Z[t, τ ] представим в следующем
блочном виде:

Z[t, τ ] =

(

Z11[t, τ ] Z12[t, τ ]

Z21[t, τ ] Z22[t, τ ]

)

,

здесь Z11[t, τ ], Z12[t, τ ], Z21[t, τ ], Z22[t, τ ] — матрицы с размерами соответственно n×n,
n × m, m × n, m × m.

Решение задачи 1 при каждом фиксированном значении параметра µ > 0 описы-
вается следующими соотношениями (используя [9, с. 73], но для системы с запаз-
дыванием):

ε0(t1) = min
u(·)∈P

max
l∈Rn+m

max
z0∈Z0

max
ψ(·)∈Ψ(·)

{l′z(t1; u(·), z0, ψ(·)) − ϕ∗(l)} =

= max{χ0(l, µ) | l ∈ Rn+m} = χ0(l0, µ), (4)

χ0(l, µ) = −h∗∗(l) − ρ(−r(·; t1, l, µ)| P),

h(l) = ϕ∗(l) − ρ(l′Z[t1, t0] | Z0) −
t0+h
∫

t0

ρ(l′Z[t, τ ]G(τ) | Ψ(τ − h))dτ ,

r(τ ; t, l, µ) = (p′Z11[t, τ ] + q′Z21[t, τ ])B1(τ, µ) + (1/µ)(p′Z12[t, τ ] + q′Z22[t, τ ])B2(τ, µ),

где l′ = (p′, q′), p ∈ Rn, q ∈ Rm, ϕ∗(l) — функция, сопряженная [13, с. 120] к
ϕ(z), h∗∗(l) = (co h)(l) — замыкание выпуклой оболочки [13, с. 120] функции h(l);
ρ(s|X) — опорная функция множества X на элементе s.

Оптимальное управление u0(·, µ) удовлетворяет условию минимума:

min
u(·)∈P

t1
∫

t0

r(τ ; t1, l
0, µ)u(τ)dτ =

t1
∫

t0

r(τ ; t1, l
0, µ)u0(τ, µ)dτ .

Полученные u0(·, µ), l0, ε0(t1) зависят от параметра µ. Однако эти величины при
µ → +0 могут не сходиться к соответствующим решениям задачи 1 для вырожденной
системы (полученной из исходной при µ = 0).

Наряду с задачей 1 рассмотрим вырожденную задачу.

Задача 2. Среди управлений u(·) ∈ P найти оптимальное u0 = u0(·), достав-
ляющее минимум функционалу J0(u(·)):

ε0(t1) = J0(u0) = min
u(·)∈P

J0(u(·)),

J0(u(·)) = max
x0∈X0

max
ψx(·)∈Ψx(·)

ϕ(z0(t1; u(·), x0, ψx(·))),

где z0(t; u(·), x0, ψx(·)) — решение вырожденной системы, полученной из (1) при
µ = 0:

dx(t)/dt = A0(t)x(t) + G0(t)x(t − h) + B̂0(t)u(t), (5)

y(t) = −A−1
22 (t)A21(t)x(t) − A−1

22 (t)G21(t)x(t − h) − A−1
22 (t)B2(t, 0)u(t), (6)

где t ∈ T , A0(t) = A11(t) − A12(t)A
−1
22 (t)A21(t), G0(t) = G11(t) − A12(t)A

−1
22 (t)G21(t),

B̂0(t) = B1(t, 0) − A12(t)A
−1
22 (t)B2(t, 0), предполагается существование A−1

22 (t).
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Прежде всего проведем исследование для системы (3) при B1(t, µ) = B1(t),
B2(t, µ) =

√
µB2(t). Другие варианты обсудим уже на основе полученных ре-

зультатов. При указанных условиях вырожденная система имеет вид: при t ∈ T ,
x(t) = ψx(t) ∈ Ψx(t), t0 − h 6 t < t0, x(t0) ∈ X0

dx(t)/dt = A0(t)x(t) + G0(t)x(t − h) + B1(t)u(t), (7)

y(t) = −A−1
22 (t)A21(t)x(t) − A−1

22 (t)G21(t)x(t − h).

Пусть X[t, τ ] — фундаментальная матрица решений системы (7) (при u ≡ 0), причем
X[τ, τ ] = En, X[t, τ ] = 0 при τ > t.

Пользуясь методами из работы [9, с. 73], для системы с запаздыванием получим
следующие соотношения при каждом фиксированном значении параметра µ > 0:

ε0(t1) = max{χ0(p, q)| p ∈ Rn, q ∈ Rm} = χ0(p0, q0), (8)

χ0(p, q) = −h∗∗

0 (p, q) − λ





t1
∫

t0

w′(τ, p, q)B1(τ)R−1(τ)B′

1(τ)w(τ, p, q)dτ





1/2

,

где h0(p, q) = ϕ∗(p, q) − ρ(w′(t0, p, q)| X0) −
t0+h
∫

t0

ρ(w′(τ, p, q)G0(τ)| Ψx(τ − h))dτ ,

w′(τ, p, q) = s′(t1, p, q)X[t1, τ ] − q′A−1
22 (t1)G21(t1)X[t1 − h, τ ], при t0 6 τ 6 t0 + h;

s′(t1, p, q) = p′ − q′A−1
22 (t1)A21(t1).

Оптимальное управление u0(·) при τ ∈ T имеет вид

u0(τ) = −λR−1(τ)B′

1(τ)w(τ, p0, q0)





t1
∫

t0

w′(τ, p0, q0)B1(τ)R−1(τ)B′

1(τ)w(τ, p0, q0)dτ





−1/2

.

(9)

Предположение 2. 1. Система (7) относительно управляема [15] на T .
2. Максимум в (8) достигается на векторе l′0 = (p′0, q

′

0) таком, что
s′(t1; p0, q0) 6= 0.

Тогда условие (9) определяет управление u0(·) ∈ P как некоторую измери-
мую на T функцию, при этом найдется такой вектор x0 ∈ X0, ψx(·) ∈ Ψx(·), что
u0(·) приводит траекторию z0(·; u0(·), x0, ψx(·)) на границу множества достижимости
F0(t1, P, x0, ψx(·)) вырожденной системы:

F0(t1, P, x0, ψx(·)) = {z ∈ Rn+m| z = z0(t1, u(·), x0, ψx(·)), u(·) ∈ P}

и

ε0(t1) = J0(u0(·)) = max
x0∈X0

max
ψx(·)∈Ψx(·)

ϕ(z0(t1; u0(·), x0, ψx(·))).

Как уже отмечалось, решение (u0(·), l0, ε0(t1)) задачи 2 не дает даже начального
приближения решения задачи 1, но конструкция вырожденной системы (с некото-
рыми расширениями) будет использоваться в дальнейшем, поскольку с ней связаны
асимптотические свойства траекторий исходной сингулярно возмущенной системы
с запаздыванием. На основании же асимптотических свойств можно существенно

372 Научный отдел



И. В. Гребенникова, А. Г. Кремлёв. Аппроксимация управления системой

упростить получение решения исходной задачи 1. Поэтому важное значение приоб-
ретают методы, позволяющие построить аппроксимацию оптимального управления
u0(·, µ), доставляющую оптимальное значение ε0(t1) = J(u0(·, µ)) с заданной точно-
стью (относительно µ). В данной работе в основе предложенного способа опреде-
ления требуемого приближения лежит возможность представления блоков Zij[t, τ ; µ]
(i, j = 1, 2) в виде пределов равномерно сходящихся на [t0, t1] последовательностей

Z
(k)
ij [t, τ ; µ], k = 0, 1, 2, ..., при 0 < µ 6 µ0, µ0 достаточно мало.

2. АППРОКСИМАЦИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1

Теорема 1. [10, теорема 1] Существуют такие достаточно малое число µ0 > 0
и постоянная N > 0, что в области µ (0 < µ 6 µ0), t0 6 τ 6 t 6 t1 выполняются
оценки:

‖Z11[t, τ ]‖ 6 N/(1 − µN); ‖Z12[t, τ ]‖ 6 µN(1 − e−c(t−τ)/µ)/(1 − µN),

‖Z21[t, τ ]‖ 6 N(1 − e−c(t−τ)/µ)/(1 − µN),

‖Z22[t, τ ]‖ 6 c0e
−c(t−τ)/µ + µN2(1 − e−c(t−τ)/µ)/(1 − µN).

В [10, с. 146] приведены оценки для блоков Zij[t, τ ] (i, j = 1, 2), причем последние
могут быть представлены в виде пределов равномерно сходящихся на T последова-

тельностей Z
(k)
ij [t, τ ; µ], k = 0, 1, 2, ..., при 0 < µ 6 µ0, µ0 достаточно мало:

Z
(k+1)
11 [t, τ ] = X[t, τ ] −

t
∫

τ

(dZ
(0)
12 [t, s]/ds)A−1

22 (s)(A21(s)Z
(k)
11 [s, τ ] + G21(s)Z

(k)
11 [s − h, τ ])ds,

Z
(k+1)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ] +

t
∫

τ

Z
(k)
21 [t, s](A12(s)Y [s, τ ] + µG12(s)Y [s − h, τ ])ds,

Z
(k)
12 [t, τ ] =

t
∫

τ

Z
(k)
11 [t, s](A12(s)Y [s, τ ] + µG12(s)Y [s − h, τ ])ds,

Z
(k)
21 [t, τ ] = (1/µ)

t
∫

τ

Y [t, s](A21(s)Z
(k)
11 [s, τ ] + G21(s)Z

(k)
11 [s − h, τ ])ds,

∥

∥

∥Z
(k+1)
12 [t, τ ] − Z

(k)
12 [t, τ ]

∥

∥

∥ 6 µk+2N0N
k+1
1 (c0/c)(1 − e−c(t−τ)/µ),

∥

∥

∥Z
(k+1)
21 [t, τ ] − Z

(k)
21 [t, τ ]

∥

∥

∥ 6 µk+1N0N
k+1
1 (c0/c)(1 − e−c(t−τ)/µ), (10)

∥

∥

∥
Z

(k+1)
22 [t, τ ] − Z

(k)
22 [t, τ ]

∥

∥

∥
6 µkN0N

k
1 (c0/c)

2(µ(1 − e−c(t−τ)/µ) − c(t − τ)e−c(t−τ)/µ),

причем Z
(0)
11 [t, τ ] = X[t, τ ], Z

(0)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ], где N0 > 0, N1 > 0 — некоторые посто-

янные.
Для задачи 1 соотношение (4) можно представить, используя [10, с. 147], в сле-

дующем виде:

ε0(t1) = min
u(·)∈P

max
p,q

{

− ϕ∗(p, q) + ρ(p′Z11[t1, t0] + q′Z21[t1, t0]|X0)+
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+ρ(p′Z12[t1, t0] + q′Z22[t1, t0]|Y0) +

t1
∫

t0

[(p′Z11[t1, τ ] + q′Z21[t1, τ ])B0(τ, µ)+

+(1/µ)q′Y [t1, τ ]B2(τ, µ) − ξ(τ, t1, p, q)A
−1
22 (τ)B2(τ, µ)]u(τ)dτ+

+

t0+h
∫

t0

ρ((p′Z11[t1, τ ] + q′Z21[t1, τ ])G0(τ) − ξ̃(τ, t1, p, q)A
−1
22 (τ)G21(τ)|Ψx(τ − h))dτ+

+

t0+h
∫

t0

ρ((p′Z11[t1, τ ] + q′Z21[t1, τ ])µG12(τ) + (p′Z12[t1, τ ] + q′Z22[t1, τ ])×

×G22(τ)|Ψy(τ − h))dτ

}

, (11)

где

B0(t, µ) = B1(t, µ) − A12(t)A
−1
22 (t)B2(t, µ),

ξ(τ, t1, p, q) =
d

dτ
[p′Z12[t1, τ ] + (1/µ)

t1
∫

τ

q′Y [t1, s]A21(s)Z12[s, τ ] ds],

ξ̃(τ, t1, p, q) =
d

dτ
[p′Z12[t1, τ ] + (1/µ)

t0+h
∫

τ

q′Y [t1, s]A21(s)Z12[s, τ ] ds].

Лемма 1. [11, лемма 1] При 0 < µ 6 µ0, µ0 достаточно мало, для любых
u(·) ∈ P (·), p ∈ Rn, q ∈ Rm справедливы оценки

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t1
∫

t0

ξ(τ, t1, p, q)A
−1
22 (τ)B2(τ, µ)u(τ)dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6 ω(µ)[‖p‖ + N1 ‖q‖],

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t0+h
∫

t0

ρ(ξ̃(τ, t1, p, q)A
−1
22 (τ)G21(τ)|Ψx(τ − h))dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6 ω(µ)[‖p‖ + N2 ‖q‖],

(12)

где ω(µ) = o(1), N1, N2 > 0 — некоторые постоянные.

Построим начальное приближение u
(0)
µ (·), доставляющее оптимальное значение

ε0(t1) = J(u0(·)) с точностью o(1) при µ → +0.

Из (11) следует

ε0(t1) = min
u(·)∈P

max
p,q

{−h∗∗(p, q) −
t1

∫

t0

[p′X[t1, τ ] + q′Z
(0)
21 [t1, τ ]]B0(τ, µ)u(τ)dτ+

+

t1
∫

t0

(1/µ)q′Y [t1, τ ]B2(τ, µ)u(τ)dτ+
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+

t1
∫

t0

[ξ1(τ, t1, p, q)B0(τ, µ) − ξ(τ, t1, p, q)A
−1
22 (τ)B2(τ, µ)]u(τ)dτ}, (13)

где обозначено ξ1(τ, t, p, q) = p′(Z11[t, τ ] − Z
(0)
11 [t, τ ]) + q′(Z21[t, τ ] − Z

(0)
21 [t, τ ]), причем

для 0 < µ 6 µ0, функция h(l) ≡ h(p, q) из (4) представима в виде

h(p, q) = h0(p, q) + o(1).

Используя оценки (10), (12), получим следующий результат.

Лемма 2. Существуют такие достаточно малое число µ0 > 0 и постоянная
N > 0, что для любых t0 6 τ 6 t 6 t1, p ∈ Rn, q ∈ Rm, 0 < µ 6 µ0 имеет место
оценка

‖ξ1(τ, t, p, q)‖ 6 µN2(‖p‖ + ‖q‖ (c0/c)(1 − e−c(t−τ)/µ)). (14)

Следующую задачу будем называть предельной.

Задача 3. Среди управлений u(τ) ∈ P , τ ∈ T , v(s), s > 0, удовлетворяющих
условию {u(·), v(·)} ∈ P (0), где

P (0) =

{

u(·), v(·)|
t1

∫

t0

u′(τ)R(τ)u(τ)dτ +

∞
∫

0

v′(s)R(t1)v(s) ds 6 λ2

}

,

найти u(0) = u(0)(·), v(0) = v(0)(·), доставляющие минимум функционалу
J (0)(u(·), v(·)):

J (0)(u(0), v(0)) = min{J (0)(u(·), v(·))|{u(·), v(·)} ∈ P (0)},
J (0)(u(·), v(·)) = max{ϕ(z̃(t1; u(·), v(·), x0, ψx(·)))|x0 ∈ X0, ψx(·) ∈ Ψx(·)},

где

z̃(t1; u(·), v(·), x0, ψx(·)) =









x0(t1)

−A−1
22 (t1)(A21(t1)x0(t1) + G21(t1)x0(t1 − h))+

+
∞
∫

0

Φ0[t1, s]B2(t1, µ)v(s) ds









,

причем x0(·) = x0(·; u(·), x0, ψx(·)) — решение (7), Φ0[t1, s] = Y [t1, t1 − µs].

Предположение 3. 1. Для любого t ∈ T

rank{B2(t1, µ), A22(t1)B2(t1, µ), ..., Am−1
22 (t1)B2(t1, µ)} = m.

2. Вектор (l(0))′ = (p(0)′ , q(0)′), доставляющий максимум в

ε(0)(t1) = max{χ(0)(p, q)| p ∈ Rn, q ∈ Rm} = χ(0)(p(0), q(0)), (15)

таков, что s′(t1; p
(0), q(0)) 6= 0, q(0) 6= 0.

Здесь обозначено: χ(0)(p, q) = −h∗∗

0 (p, q) − λ(σ0(p, q))
1/2,

σ0(p, q) =

t1
∫

t0

w′(τ, p, q) × B1(τ)R−1(τ)B′

1(τ)w(τ, p, q)dτ+
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+

∞
∫

0

q′Φ0[t1, s]B2(t1, µ)R−1(t1)B
′

2(t1, µ)Φ′

0[t1, s]q ds.

При выполнении условия 1 предположения 2 и условий предположения 3 зада-
ча 3 разрешима [8, с. 110; 9, с. 76], причем оптимальная пара этой задачи имеет
следующий вид:

u(0)(τ) = −λR−1(τ)B′

1(τ)w(τ, p(0), q(0))(σ0(p
(0), q(0)))−1/2, τ ∈ T, (16)

v(0)(s) = −λR−1(t1)B
′

2(t1, µ)Φ′

0[t1, s]q
(0)(σ0(p

(0), q(0)))−1/2, s > 0, (17)

и доставляет функционалу J (0) значение J (0)(u(0), v(0)) = ε(0)(t1), где ε(0)(t1) опреде-
лено в (15).

Сравнивая предельную и вырожденную задачи, имеем следующее неравенство:

ε(0)(t1) 6 ε0(t1).

Рассмотрим управляющее воздействие u
(0)
µ (·) :

u(0)
µ (τ) =

{

u(0)(τ), t0 6 τ 6 t1 − α(µ),

(1/
√

µ)v(0)((t1 − τ)/µ), t1 − α(µ) < τ 6 t1,
(18)

где α = α(µ) ∈ R, α > 0, α → 0, α/µ → +∞ при µ → +0.
Пусть µk, k = 1, 2, . . ., где 0 < µk < µ0 есть некоторая сходящаяся к нулю

последовательность чисел, u
(0)
k (·) = u

(0)
µk (·), k = 1, 2, . . ., — соответствующая последо-

вательность оптимальных (для задачи 1) управлений. В силу слабой компактности

множества P в пространстве Lr
2(T ) можно выделить подпоследовательность u

(0)
kj

(·),
слабо сходящуюся к некоторой функции u(0)(·) ∈ P . Обозначим v0

kj
(·) ≡ v0(·, µkj

),

v0(s, µ) =
√

µu0(t1 − µs, µ), 0 6 s 6 1/ε < α(µ)/µ при 0 < µ 6 µ0, где ε > 0 —
произвольно выбранное число, µ0 — достаточно мало.

Теорема 2. Пусть выполнены условие 1 предположения 2 и условия предпо-
ложения 3 и пусть максимум в (15) достигается на единственном векторе l(0).
Тогда верно следующее:

1) u0
kj

(·) слабо сходится к u(0)(·) (16), v0
kj

(·) слабо сходится к v(0)(·), где v(0)(·)
определено в (17) (s ∈ [0, 1/ε] для любого ε > 0);

2) при 0 < µ 6 µ0, µ0 — достаточно мало, справедливы соотношения

ε0(t1, µ) = J(u0(·)) = J(u(0)
µ (·)) + o(1), ε0(t1, µ) = ε(0)(t1) + o(1);

3) для u
(0)
µ (·) (18), при ψ(·) ∈ Ψ(·)
∣

∣ρ(l|Z(t1; u
0(·), Z0, ψ(·))) − ρ(l|Z(t1; u

(0)
µ (·), Z0, ψ(·)))

∣

∣ 6 ω0(µ),

ω0(µ) = o(1), 0 < µ 6 µ0, равномерно по всем l ∈ Rn+m, l′l = 1;
4) при µ → +0 множество Z(t1; u

0(·), Z0, ψ(·)) сходится в хаусдорфовой мет-
рике к выпуклому, замкнутому, ограниченному множеству:

Z̃(t1; u
(0)(·), v(0)(·), X0, ψx(·)) = {z̃ ∈ Rn+m|z̃ = z̃(t1; u

(0)(·), v(0)(·), x0), x0 ∈ X0, ψx(·)}.
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Доказательство. В (4) имеем

χ0(l) = −h∗∗(l) − λ(σ0(l; µ))1/2, (19)

σ0(l, µ) =

t1
∫

t0

l′Z[t1, τ ; µ]B(τ, µ)R−1(τ)B′(τ, µ)Z ′[t1, τ ; µ]ldτ .

Используя (13), получим

σ0(l, µ) =

t1
∫

t0

σ̃′(t1, τ ; µ)R−1(τ)σ̃(t1, τ ; µ)dτ ,

σ̃′(t1, τ ; µ) = (p′X[t1, τ ] + q′Z
(0)
21 [t1, τ ; µ])B0(τ, µ)+

+(1/µ)q′Y [t1, τ ]B2(τ, µ) + ξ1(τ, t1, p, q; µ)B0(τ, µ) − ξ(τ, t1, p, q; µ)A−1
22 (τ)B2(τ, µ),

где B2(t, µ) =
√

µB2(t), B0(τ, µ) = B1(τ) −√
µA12(τ)A−1

22 (τ)B2(τ).

Тогда, учитывая [12, лемма 1.2], оценки (12), (14), имеем σ0(l; µ) = σ0(p, q)+ξ̂(l; µ),

причем
∣

∣

∣ξ̂(l, µ)
∣

∣

∣ 6 ‖l‖ ω̂(µ), ω̂(µ) = o(1) при 0 < µ 6 µ0, откуда следует утвержде-

ние 2) теоремы.
В силу оценок (2), (12), учитывая [12, лемма 1.2], теорему 1 для любых u(·) ∈ P ,

v(s) =
√

µu(t1 − µs), s ∈ [0, α(µ)/µ), l′ = (p′, q′) ∈ Rn+m справедливо представление

t1
∫

t0

r(τ ; t1, l, µ)u(τ)dτ =

t1−α(µ)
∫

t0

w′(τ, p, q)B1(τ)u(τ)dτ+

+

α(µ)/µ
∫

0

q′Y [t1, t1 − µs; µ]B2(t1 − µs; µ)v(s) ds + ξ′(l, µ), (20)

причем |ξ′(l, µ)| 6 ‖l‖ω′(µ), где ω′(µ) = o(1) при 0 < µ 6 µ0. Из предположения 3,
единственности l(0) имеем l0 = l(0) + o(1). Тогда из слабой компактности P получим
утверждение 1). Неравенство 3) (а также 4 при оценке разности опорных функций
указанных множеств) определяется на основании (20), свойств управления u0(·) и
управления u0

µ(·), определенного в (18). ¤

Обсудим теперь другие возможные варианты разложений (по параметру µ) коэф-
фициентов B(t, µ) системы (3).

1. B1(t, µ) = B1(t), B2(t, µ) = σ(µ)B2(t), σ(µ) = o(
√

µ), 0 < µ 6 µ0. В этом случае
(19) представимо в виде

σ0(l, µ) =

t1
∫

t0

w′(τ, p, q)B1(τ)R−1(τ)B′

1(τ)w(τ, p, q)dτ + ξ̂1(l; µ),

∣

∣

∣ξ̂1(l, µ)
∣

∣

∣ 6 ‖l‖ ω̂1(µ),

ω̂1(µ) = o(1) при 0 < µ 6 µ0, и, следовательно, в предельной задаче 3 необходи-
мо положить B2(·) ≡ 0, v(·) ≡ 0, т. е. решения предельной и вырожденной задач
совпадают.
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2. B1(t, µ) = B1(t), B2(t, µ) = σ(µ)B2(t), σ(µ) = o(1), σ(µ)/
√

µ → +∞ при µ → +0.
Здесь уже могут нарушаться условия регулярности [9, с. 53], поскольку имеется
«излишек» ресурсов управления по быстрой переменной. Тогда для (19) получим при
0 < µ 6 µ0

σ0(l; µ) =

t1
∫

t0

w′(τ, p, q)B1(τ)R−1(τ)B′

1(τ)w(τ, p, q)dτ + (σ(µ)/
√

µ)2 ×

×
( ∞

∫

0

q′Φ0[t1, s]B2(t1)R
−1(t1)B

′

2(t1)Φ
′

0[t1, s]q ds + µξ̂2(l, µ)

)

+ ξ̂3(l, µ), (21)

где ξ̂2(l, µ), ξ̂3(l, µ) имеют порядок малости o(1). Соотношение (15) представимо в
виде

ε(0)(t1) = max
p′p61

{

−h∗∗

0 (p, 0)−λ

( t1
∫

t0

p′X[t1, τ ]B1(τ)R−1(τ)B′

1(τ)X ′[t1, τ ]pdτ

)1/2}

. (22)

При выполнении условий регулярности (максимум достигается на границе) в пре-
дельной задаче 3 следует положить z̃′(t1; u(·), v(·), x0, ψx(·)) = (x′

0(t1), 0
′), v(·) ≡ 0,

l′ = (p, 0). Управление u
(0)
µ (·) определяется соотношением (18), причем для v(0)(s),

определенного в (17), недостаточно знать лишь начальное приближение q(0) = 0,
здесь следует найти более точно асимптотику, поскольку ‖q0‖ = o(

√
µ/σ(µ)). q ищем

в виде q = (
√

µ/σ(µ))q1 + o(
√

µ/σ(µ)).
3. B1(t, µ) = B1(t), B2(t, µ) = B2(t). Данный случай аналогичен случаю 2, в (21)

нужно положить σ(µ) = 1, отмеченные особенности остаются в силе, причем в (22)
B1(τ) заменяется на B0(τ, µ) = B1(τ) − A12(τ)A−1

22 (τ)B2(τ). Однако множество до-
стижимости вырожденной системы (5), (6) становится неограниченным (по быстрым
переменным). Здесь q следует искать в виде q =

√
µq1 + o(

√
µ).
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The purpose of the work is the development and theoretical substantiation of analytical approximate or

asymptotic methods for solving optimal control problems for singularly perturbed systems with constant delay

in phase variables under conditions of uncertainty with respect to the initial data. For achievement of a goal

the control problem for the singularly perturbed system with delay with indeterminate initial conditions and

integral quadratic constraints on the control resources according to the minimax criterion is considered. A

limit problem is formulated for which the quality functional is chosen in a special way. The proposed method

is based on the idea of separating the asymptotics of the ensemble of trajectories of a singularly perturbed

system with delay and representing the fundamental matrix of solutions divided into blocks in accordance

with the dimensions of fast and slow variables in the form of a uniformly convergent sequence. We propose

a procedure to construct an initial approximation of control response for the minimax problem of control. The

work uses problem statements, concepts, methods and results of control theory under uncertainty, as well as

methods of the theory of extremal problems, asymptotic analysis methods, classical methods of convex and

real analysis.

Key words: singularly perturbed system with delay, optimal control, fundamental matrix.
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