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Известно, что интерполяционный процесс Лагранжа непрерывной функции с узлами в нулях много-

членов Чебышева может расходиться всюду (с произвольными узлами –- почти всюду) подобно ряду

Фурье суммируемой функции. В то же время известно, что любую измеримую (конечную п.в.) функцию

можно исправить на множестве сколь угодно малой меры так, что ее ряд Фурье станет равномер-

но сходящимся (так называемое усиленное C-свойство). Возникает вопрос, не обладает ли класс

непрерывных функций подобным свойством по отношению к интерполяционному процессу по той или

иной матрице узлов? В настоящей работе показано, что существует матрица узлов интерполирования

Mγ , как угодно близкая к матрице узлов Лежандра такая, что после исправления (с сохранением

непрерывности) функции f ∈ C[−1, 1] на множестве как угодно малой меры, интерполяционный

процесс с узлами Mγ будет сходится к исправленной функции равномерно на [a, b] ∈ (−1, 1).
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть α, β > −1, {P
(α,β)
n (x)}∞n=0 — последовательность многочленов Якоби, орто-

гональных на отрезке [−1, 1], с весом w(x) = (1 − x)α(1 + x)β, и пусть

−1 < x(α,β)
n,n < x

(α,β)
n−1,n < . . . < x

(α,β)
1,n < 1, n > 1,

— нули многочлена P
(α,β)
n (x), пронумерованные в порядке убывания. Для функции f ,

заданной на [−1, 1], обозначим через Ln(M(α,β), f, x) многочлен Лагранжа, интерпо-

лирующий ее в узлах n-й строки матрицы M
(α,β) = {x

(α,β)
i,n : i = 1, . . . , n, n ∈ N}. Для

частного случая α = β = 0 (многочлены Лежандра) узлы интерполирования будем

обозначать как xi,n := x
(0,0)
i,n .

Хорошо известно [1, 2], что интерполяционный процесс {Ln(M(α,β), f, x)}∞n=1 для
f ∈ C[−1, 1] при α = β = −1/2 может расходиться всюду (для произвольных узлов —
почти всюду [3]) подобно ряду Фурье суммируемой функции. В то же время известно
([4], см. также [5]), что любую измеримую (конечную почти всюду) функцию мож-
но исправить на множестве сколь угодно малой меры так, что ее ряд Фурье станет
равномерно сходящимся (усиленное C-свойство по терминологии Н. К. Бари). Воз-
никает вопрос, не обладает ли класс непрерывных функций подобным свойством по
отношению к интерполяционному процессу по той или иной матрице узлов? Здесь
для случая α = β = 0 показано, что существует матрица узлов Mγ, как угодно
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близкая к M
(0,0) такая, что после исправления (с сохранением непрерывности) функ-

ции f ∈ C[−1, 1] на множестве как угодно малой меры интерполяционный процесс
с узлами Mγ будет сходится к исправленной функции равномерно внутри [−1, 1].
Доказательство проводится по схеме, предложенной в [6]. Отметим, что для самой
матрицы M

(0,0) (и тем более для M
(α,β) с произвольными α, β) вопрос открыт.

Теорема. Пусть последовательность γ = {γn}
∞
n=1 ⊂ R+ такова, что γn → 0 при

n → ∞. Тогда существует матрица узлов интерполирования Mγ = {yk,n}
n,∞
k=1,n=1

со следующими свойствами:

1) |xk,n − yk,n| < γn, 1 6 k 6 n, n ∈ N;

2) для любых f ∈ C[−1, 1], −1 < a < b < 1 и 0 < δ < b − a найдутся функция
g ∈ C[−1, 1] и множество E ⊂ [a, b], mesE > b − a − δ такие, что f = g на E и
lim

n→∞
‖Ln(Mγ, g, ·) − g‖C[a,b] = 0.

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ЛЕММЫ

Пусть отрезок [a, b] ⊂ (−1, 1) и числа 0 < ε < ε′ таковы, что
−1 < a−ε′ < a−ε < a < b < b+ε < b+ε′ < 1. Обозначим I = [a−ε′, b+ε′]. Пусть далее
f ∈ C[−1; 1], n > 3, и M : −1 < yn,n < yn−1,n < . . . < y1,n < 1 — произвольная матри-
ца узлов интерполирования. Положим ∆i,n = (y2i+1,n, y2i−1,n), ∆i,n = [y2i+1,n, y2i−1,n],
|∆i,n| = y2i−1,n−y2i+1,n, ∆2fi = f(y2i+1,n)−2f(y2i,n)+f(y2i−1,n), d1(M, n) = min

i: ∆i,n⊂I
|∆i,n|,

d2(M, n) = max
i: ∆i,n⊂I

|∆i,n|,

Rn,p(M, f) =













∑

i: 0<|yp,n−y2i,n|<ε

∆2fi

p − 2i













, Rn(M, f) = max
p : yp,n∈[a,b]

Rn,p(M, f),

и обозначим ϕ(x) = (1 − x2)1/4, F (x) = ϕ(x)f(x). Для произвольного конечного
множества A = {a1; a2; . . . ; am} ⊂ R через d(A) := min

i,j
{|ai − aj| : ai 6= aj} будем обо-

значать наименьшее положительное расстояние между его точками. Кроме того, как
обычно, через C обозначаются абсолютные, вообще говоря различные, постоянные.

Лемма 1. Пусть числа a, b, ε удовлетворяют указанным выше условиям. То-
гда существует последовательность γ = {γn} ⊂ R+ такая, что для любой
f ∈ C[−1; 1] и любой матрицы узлов Mγ = {yi,n}, для которой

|yi,n − xi,n| < γn, i = 1, . . . , n, n > 3, (1)

равенство

lim
n→∞

Rn(Mγ, F ) = 0

будет необходимым и достаточным условием для равномерной сходимости к f
на [a, b] интерполяционного процесса {Ln(Mγ, f, x)}.

Доказательство. Утверждение леммы нетрудно получить, используя представ-
ление для разности f(x) − Ln(M(α,β), f, x) из [7], а также факт непрерывной зави-
симости фундаментальных многочленов интерполяции от узлов и x ∈ [a, b]. Данное
предложение является аналогом критерия сходимости из [8] (см. также [9]). ¤
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Замечание. Известно [10], что для матрицы узлов Лежандра M
(0,0) справедливо

неравенство d2(M
(0,0), n)/d1(M

(0,0), n) 6 C = C(a, b, ε′) и, кроме того, d2(M
(0,0), n) → 0

при n → ∞. В дальнейшем мы будем считать последовательность {γn} стремящейся
к 0 настолько быстро, что указанными свойствами обладают и величины d1(Mγ, n),
d2(Mγ, n).

Лемма 2. Пусть γ = {γn} — последовательность из леммы 1 и Mγ = {yi,n} —
любая фиксированная матрица узлов, удовлетворяющая условию (1). Пусть, да-
лее, σ > 0 — произвольное достаточно малое число и конечный набор точек
Λ = {λi}

m+1
i=0 таков, что λm+1 := a − ε′ < λm < · · · < λ1 < λ0 := b + ε′, d(Λ) > σ.

Тогда найдется номер n0 = n0(σ), зависящий только от σ, такой, что при n > n0

равномерно по p ∈ Jn(a, b) := {p : yp,n ∈ [a, b]} будут верны неравенства

Qp,n(Λ) :=
∑

i

|p − 2i|−1
6 3, (2)

где суммирование идет по тем i, для которых 2i 6= p, ∆i,n ⊂ I и ∆i,n ∩ Λ 6= ∅.

Доказательство. Фиксируем σ > 0 и пусть Λ = {λi}
m+1
i=0 удовлетворяет условиям

леммы. Предположим, что d2(Mγ, n) < 4−1d(Λ). Тогда Qp,n(Λ) можно представить
в виде не более чем двух сумм Qp,n(Λ) = Σ1 + Σ2, каждая из которых имеет вид

Σν =
r(ν)
∑

s=1

1/i
(ν)
s , ν = 1, 2, где r(ν) 6 m и положительные целые i

(ν)
s , s = 1, . . . , r(ν),

таковы, что
i
(ν)
s+1 − i(ν)

s > Cnσ, s = 1, . . . , r(ν) − 1. (3)

Очевидно, что i
(ν)
1 > 1, а из (3) получаем

r(ν)
∑

s=2

1/i
(ν)
s 6 1/2, если только n больше

некоторого n
(ν)
0 (σ). Таким образом, (2) верно для всех n > n0(σ) = max{n

(1)
0 ; n

(2)
0 }.

Лемма доказана. ¤

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Пусть f ∈ C[−1, 1] — произвольная непрерывная функция и числа a, b, ε, ε′ вы-
браны и зафиксированы как указано выше, F (x) = ϕ(x)f(x) и 0 < δ < b− a — сколь
угодно малое фиксированное число. Пусть далее γ = {γn} — последовательность,
для которой выполнены все сделанные выше предположения и Mγ = {yi,n} — лю-
бая матрица такая, что верно (1). Потребуем, чтобы все точки {yi,n} были попарно
различными и не совпадали с узлами сетки tk,j := −1 + k21−j, k = 1, ..., 2j, j ∈ N.

Положим Ik,j := [−1 + (k − 1)21−j,−1 + k21−j], F̃j(x) := min
t∈Ik,j

F (t), x ∈ Ik,j,

k = 1, ..., 2j, j ∈ N, x ∈ [−1, 1].
Последовательность {F̃j(x)}∞j=1 не убывает по j и равномерно сходится к F на

[−1, 1], поскольку
∥

∥

∥
F − F̃j

∥

∥

∥

C[−1,1]
6 ω(F, 21−j), где ω(F, ·) — модуль непрерывности

функции F . Положим Fj(x) = F̃j(x) − F̃j−1(x) > 0, F̃0(x) ≡ A := min
−16x61

F (x). Тогда

ряд
∞
∑

j=1

Fj(x) равномерно и абсолютно сходится к F −A на [−1, 1]. Докажем, что для

всех j = 1, 2... и для любого Nj ∈ N существует функция Gj ∈ C(I) такая, что

Gj(x) = Fj(x), x ∈ [−1, 1]\I, (4)
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0 6 Gj(x) 6 Fj(x), x ∈ I, (5)

mes{t ∈ [−1, 1] : Fj (t) 6= Gj (t)} < 2−jδ, (6)

max
n

Rn(Mγ, Gj) 6 C ‖Fj‖C(I) → 0 при j → ∞, (7)

Rn(Mγ, Gj) = 0, n = 1, ..., Nj, j = 1, 2, ..., (8)

lim
n→∞

Rn(Mγ , Gj) = 0. (9)

После того как функции Gj(x) будут построены, мы покажем что G(x) = A +

+
∞
∑

j=1

Gj(x) — искомая.

Обозначим через L множество точек разрыва функции Fj, лежащих в I. Выберем
номер Mj > Nj так, чтобы при n > Mj для всех индексов i суммы Rn,p(Mγ, f),
p ∈ Jn(a, b), выполнялось условие ∆i,n ∈ I, и пусть D0 := L ∪ {yi,s ∈ I : 1 6 s 6 Mj}.
В силу леммы 2 найдется номер µ(0), для которого

Qn,p(D0) 6 3 ∀ n > µ(0), p ∈ Jn(a, b).

Пусть {σl}
∞
l=0 ⊂ R+ — последовательность такая, что σ ↓ 0 при l → ∞, причем

σl/σl−1 < 2−l, l = 1, 2, . . . ; окончательно мы подберем ее позже.

Для каждого t ∈ D0 построим замкнутую окрестность [t− σ0, t + σ0], при этом σ0

выберем настолько малым, что:

1) σ0 < 4−1d(D̃0), где D̃0 := D0 ∪ {yi,s ∈ I : Mj + 1 6 s 6 µ(0)};
2) общая длина окрестностей всех точек t из D0 меньше, чем 2−j−1δ;
3) max{n : d1(Mγ , n) > σ0} > µ(0).
Для x ∈ [−1, 1] положим

G0,j(x) =











0, если x ∈ D0,

Fj(x), если x ∈ [−1, 1]\ ∪t∈D0
(t − σ0, t + σ0),

линейная на [t − σk, t] и [t, t + σk], t ∈ D0.

Предположим, что уже определены множества D0, . . . , Dl−1, выбраны числа
σ0, . . . , σl−1 и построены функции G0,j, . . . , Gl−1,j, l > 1. Определим Dl, σl и построим
Gl,j. Пусть Eu,v := ∪v

s=u ∪t∈Ds
[t − σs, t + σs] и Dl := {yi,s : s = Mj + l, yi,s ∈ I\E0,l−1}.

Для конечного множества Dl ∪Pl−1, где Pl−1 := ∪l−1
s=0 ∪t∈Ds

{t− σs; t; t + σs}, найдем,
применяя лемму 2, число µ(l) такое, что:

1) Qn,p (Dl ∪ Pl−1) < 3, ∀ n > µ(l), p ∈ Jn(a, b);
2) µ(l) > min{n : d2(Mγ, n) 6 σl−1}.
Теперь строим окрестности [t − σl, t + σl], t ∈ Dl, выбирая σl так, что:

1) σl < 4−1d(D̃l), где D̃l := Dl ∪ {yi,s ∈ I\E0,l−1 : Mj + l 6 s 6 µ(l)};
2) общая длина окрестностей всех точек t из Dl меньше, чем 2−j−lδ;
3) max{n : d1(Mγ , n) > σl} > µ(l).
Обозначим hk,j : = Fj(x), x ∈ Ik,j, и для x ∈ [−1, 1] положим

Gl,j(x) =



















hk,j

l
∑

s=1

2−l, если x ∈ Dl ∩ Ik,j,

Gl−1,j(x), если x ∈ [−1, 1]\ ∪t∈Dl
(t − σl, t + σl),

линейная на [t − σl, t] и [t, t + σl], t ∈ Dl.
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Определим функцию Gj(x) : = lim
l→∞

Gl,j(x), x ∈ [−1, 1], j ∈ N, и проверим для

нее выполнение условий (7) и (9) (справедливость (4)–(6) и (8), а также условия
Gj ∈ C(I) очевидны). Пусть n > Mj. Определим номер l из условий (формально
полагаем σ−1 := 2)

d2(M, n) 6 σl−1, (10)

∃ i0 : |∆i0,n| > σl, ∆i0,n ⊂ I. (11)

Из определения Fj следует, что все узлы, участвующие в построении числителей
суммы Rn,p(Mγ, Gj), содержатся в множестве E0,n. При этом ∆2Gj,i = 0, если ∆i,n

целиком лежит на промежутке линейности функции Gj, т. е. если при некоторых s
и t ∈ Ds имеет место включение ∆i,n ⊂ (t − σs, t) ∪ (t, t + σs). Далее, по построению
окрестности [yi,s −σs, yi,s +σs] узлов строк с номерами s = Mj + l, . . . , µ(l) попарно не
пересекаются. Тогда, предположив в дополнение к (10), что n 6 µ(l), получим, что
из условия ∆i,n ⊂ I\E0,l−1 следует равенство Gj(y2i−1,n) = Gj(y2i,n) = Gj(y2i+1,n), так
что для указанных i снова имеем ∆2Gj,i = 0. С учетом высказанных соображений
можно записать

Rn,p(Mγ, Gj) =

∣

∣

∣

∣

∣

(

∑

i∈J1

+
∑

i∈J2

)

∆2fi

p − 2i

∣

∣

∣

∣

∣

≡ S1 + S2,

где

J1 = {i : ∆i,n ∩ Pl−2 6= ∅}, (12)

J2 = {i : ∆i,n ∩
(

∪t∈Dl−1
{t − σl−1; t; t + σl−1}

)

6= ∅}. (13)

Разумеется, если n недостаточно велико, то множества J1, J2 могут оказаться пусты-
ми. В этом случае соответствующие части суммы считаем равными нулю. Положим
cj : = ‖Gj‖C(I) = ‖Fj‖C(I). Тогда из определения Gj, учитывая, что σl/σl−1 < 2−l,
l = 1, 2, . . . получаем

∣

∣∆2Gj,i

∣

∣ 6 2cj max

{

σl−1

σl−2

; 21−l

}

6
Ccj

2l
, i ∈ J1, (14)

∣

∣∆2Gj,i

∣

∣ 6 2cj2
1−l =

Ccj

2l
, i ∈ J2. (15)

Так как n > µ(l − 1), с учетом определения µ(l − 1) и (14) имеем

S1 6
Ccj

2l
Qn,p(Pl−2) 6

Ccj

2l
. (16)

Аналогично

S2 6
Ccj

2l

(

Qn,p(Dl−1) + Qn,p(D
−
l−1) + Qn,p(D

+
l−1)

)

6
Ccj

2l
, (17)

где D−
s := ∪t∈Ds

{t − σs}, D+
s := ∪t∈Ds

{t + σs}, s = 0, 1, . . . Таким образом, для n
таких, что верно (10) и n 6 µ(l) мы получим

Rn,p(Mγ, Gj) 6
Ccj

2l
, p ∈ Jn(a, b). (18)
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Пусть теперь n > µ(l). Ясно, что Mj + l+1 < n, кроме того, из (11) и определения
µ(l + 1) следует неравенство n 6 µ(l + 1). Аналогично предыдущему получаем, что
окрестности узлов строк с номерами от Mj +l+1 до µ(l+1) попарно не пересекаются.
Значит, можно записать

Rn,p(Mγ, Gj) =

∣

∣

∣

∣

∣

(

∑

i∈J1

+
∑

i∈J2

+
∑

i∈J3

)

∆2fi

p − 2i

∣

∣

∣

∣

∣

≡ S1 + S2 + S3,

где J1 и J2 определены посредством (12) и (13), а J3 := {i : ∆i,n ∩ (Dl ∪ D−
l ∪ D+

l ) 6=
6= ∅}. Для сумм S1, S2 и числителей суммы S3 сохраняются прежние оценки, кроме
того,

S3 6
Ccj

2l

(

Qn,p(Dl) + Qn,p(D
−
l ) + Qn,p(D

+
l )

)

6
Ccj

2l
.

Таким образом, для n, удовлетворяющих (11) и условию n > µ(l), мы снова получаем
оценку (18). Итак, (18) верно при всех n. Поскольку cj → 0 при j → ∞, из (18)
следует (7). Кроме того, поскольку l = l(n) → ∞ при n → ∞, из (18) следует также
и (9).

Положим G(x) = A+
∞
∑

j=1

Gj(x), g(x) = G(x)/ϕ(x), x ∈ (−1, 1), g (±1) := g (±1 ∓ 0).

Так как Gj ∈ C(I) и в силу (5) ряд сходится равномерно на I, имеем G ∈ C(I). Кроме
того, G(x) = F (x), x ∈ [−1, 1]\I и G(a − ε′ + 0) = F (a − ε′), G(b + ε′ − 0) = F (b + ε′),
так что G, g ∈ C[−1, 1]. Далее, из (6) следует, что

mes{x ∈ [−1, 1] : F (x) 6= G (x)} = mes{x ∈ [−1, 1] : f (x) 6= g (x)} < δ. (19)

Подберем теперь последовательность {Mj}
∞
j=1 так, чтобы для функции G выполня-

лось условие
lim

n→∞
Rn(Mγ, G) = 0. (20)

Возьмем в качестве M1 произвольное натуральное число и предположим, что
M1, . . . ,Mj−1, j > 2, уже выбраны. За счет (9) можно подобрать Mj так, чтобы
выполнялось условие

j−1
∑

s=1

Rn,p(Mγ, Gs) <
1

j
, ∀ n > Mj, p ∈ Jn(a, b). (21)

Завершив индукцию по j и выбрав {Mj}, мы окончательно построим функцию G.
Пусть n — достаточно большой номер. Определим j из условия Mj < n 6 Mj+1.
Имеем

Rn,p(Mγ, G) 6

j−1
∑

s=1

Rn,p(Mγ, Gs) + Rn,p(Mγ , Gj) + Rn,p

(

Mγ ,

∞
∑

s=j+1

Gs

)

≡

≡ Σ1 + Σ2 + Σ3. (22)

Из (21), (7) и (8) соответственно находим Σ1 < 1/j, Σ2 < Ccj и Σ3 = 0. C учетом
этих соотношений и того, что j → ∞ при n → ∞, из (22) получаем (20).

В силу леммы 1 из (20) следует равенство

lim
n→∞

‖Ln(Mγ, g, ·) − g‖C[a,b] = 0,

которое совместно с (19) показывает, что функция g является искомой. Теорема
доказана.
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Adjustment of Functions and Lagrange Interpolation Based
on the Nodes Close to the Legendre Nodes

V. V. Novikov

Vladimir V. Novikov, orcid.org/0000-0002-6147-1311, Saratov State University, 83, Astrakhanskaya Str.,

Saratov, Russia, 410012, vvnovikov@yandex.ru

It is well known that the Lagrange interpolation of a continuous function based on the Chebyshev nodes

may be divergent everywhere (for arbitrary nodes, almost everywhere) like the Fourier series of a summable

function. On the other hand any measurable almost everywhere finite function can be “adjusted” in a set of

arbitrarily small measure such that its Fourier series will be uniformly convergent. The question arises: does

the class of continuous functions have a similar property with respect to any interpolation process? In the

present paper we prove that there exists a matrix of nodes Mγ arbitrarily close to the Legendre matrix with

the following property: any function f ∈ C[−1, 1] can be adjusted in a set of arbitrarily small measure such

that the interpolation process of adjusted continuous function g based on the nodes Mγ will be uniformly

convergent to g on [a, b] ⊂ (−1, 1).

Key words: Lagrange interpolation, Legendre orthogonal polynomials, adjustment of functions.
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