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В статье представлены жадные алгоритмы, которые используют под-

ход типа Франка – Вульфа для нахождения разреженной монотонной

регрессии. Проблема нахождения монотонной регрессии возникает

при сглаживании эмпирических данных, в задачах динамического

программирования, математической статистике и во многих других

прикладных задачах. Для решения данной задачи требуется най-

ти неубывающую последовательность точек, имеющую наименьшую

ошибку приближения к заданному множеству точек на плоскости. За-

дача построения монотонной регрессии может быть сформулирована

в виде задачи выпуклого программирования с линейными ограничени-

ями и имеет неполиномиальную сложность. В статье также находятся

оценки скорости сходимости представленных жадных алгоритмов.
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ВВЕДЕНИЕ

Начиная с 1980-х гг. наблюдается повышенный интерес
к оценкам с ограничениями в математической статисти-
ке [1]. Одной из таких задач является задача построения
монотонной регрессии, которая состоит в том, чтобы най-
ти неубывающую последовательность точек, имеющую
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наименьшую ошибку приближения к заданному множеству точек на плоскости. Об-
зор результатов по задаче построения монотонной регрессии можно найти в книге
Т. Робертсона (Robertson), Ф. Райта (Wright), и Р. Декстры (Dykstra) [2]. В ста-
тьях [3–6] рассматривается проблема нахождения монотонной регрессии в рамках
квадратичного и выпуклого программирования.

Используя подход на основе математического программирования, авторы статей
[7–9] недавно предложили новые результаты по этой проблеме. В статьях [10, 11]
рассматривалась задача такого типа для случая частичных порядков, определенных
переменными множественной регрессии.

Монотонная регрессия используется в различных областях:

• в математической статистике, например, при непараметрическом восстановле-
нии функций распределения или функций плотности [1, 12];

• при сглаживании эмпирических данных, например в статье [13], используется
монотонная регрессия как метод анализа данных при подсчете оценки риска
заболевания по отношению к точечному источнику загрязнения окружающей
среды;

• в задачах динамического программирования; так, в статье [14] представлены
алгоритмы решения задач динамического программирования на основе мето-
дов формосохраняющей аппроксимации и показана применимость алгоритмов,
сохраняющих конус, для решения задач оптимального роста.

При построении монотонной регрессии мы предполагаем, что существует (неубы-
вающая) зависимость между сигналом x и ответом y(x).

Пусть B[0, 1] есть пространство ограниченных функций с нормой
‖f‖ = maxx∈[0,1] |f(x)|. Функция z ∈ B[0, 1] называется монотонной, если для
каждой пары точек x2 > x1 имеет место неравенство

z(x2) − z(x1) > 0.

Обозначим через ∆1 множество всех монотонных функций из B[0, 1].
Задача построения монотонной регрессии может быть сформулирована в виде

задачи выпуклой оптимизации следующим образом: необходимо найти функцию
z ∈ B[0, 1] с наименьшей ошибкой приближения функции y ∈ B[0, 1] в норме Lq[0, 1],
q ∈ (1, 2], при условии монотонности z:

E(z) =

∫ 1

0

(z(x) − y(x))qdx → min
z∈∆1

. (1)

В этой статье рассматриваются жадные алгоритмы, использующие подход типа
Франка –Вульфа для нахождения разреженной монотонной регрессии, и находятся
оценки скорости сходимости этих алгоритмов.

1. СЛАБЫЙ ЖАДНЫЙ АЛГОРИТМ В L1[0, 1]

Множество элементов D пространства B[0, 1] называется словарем, если каждый
элемент g ∈ D ограничен по норме единицей, ‖g‖ 6 1, и замыкание оболочки D есть
B[0, 1], т. е. span D = B[0, 1].

Обозначим:

θa(x) =

{
0, x < a,

1, x > a.
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Тогда множество {θa : a ∈ (0, 1)} является словарем в B[0, 1], будем в дальнейшем
обозначать его D .

Таким образом, решение задачи ищется в виде z =
n∑

i=1

biθai
, где a1 < a2 < . . . < an

и bi > 0, i = 1, . . . , n, n ∈ N, и

z(1) − z(0) =
n∑

i=1

bi = sup
x∈[0,1]

y(x) − inf
x∈[0,1]

y(x).

Обозначим через S(D) замыкание в B[0, 1] всех таких z.

Одним из вариантов конструктивных методов поиска наилучших m-членных при-
ближений являются жадные алгоритмы. Жадные алгоритмы позволяют получить
разреженные решения по отношению к словарю D . Возможно, метод Франка –
Вульфа [15], который также известен как метод условного градиента [16], является
одним из наиболее известных алгоритмов для нахождения оптимальных решений
задач условной выпуклой оптимизации. Важный вклад в разработку алгоритмов ти-
па алгоритма Франка –Вульфа можно найти в [17–19]. В статье [19] приведены
результаты двойственной сходимости для алгоритмов типа Франка –Вульфа на ос-
нове развития концепции двойственности, представленной в работе [17]. Недавние
результаты по сходимости жадных алгоритмов можно найти в работах [20–29].

В настоящей работе рассматривается жадный алгоритм для поиска решений зада-
чи выпуклой оптимизации (1), которые являются разреженными относительно неко-
торого словаря, в пространстве B[0, 1]. Полученные в этом параграфе результаты по
оценке скорости сходимости основаны на использовании результатов статей [28,30].

Заметим, что функция E, определенная в (1), является дифференцируемой по
Фреше. Обозначим через 〈E ′(x), y〉 значение функционала E ′(x) (производной по
Фреше функции E в точке x) в точке y. Для решения задачи (1) мы будем исполь-
зовать алгоритм 1. Алгоритм для каждого m > 1 находит следующий элемент Gm

по индукции с использованием текущего элемента Gm−1 и элемента словаря θam
,

полученного на шаге жадного спуска.

Алгоритм 1: Слабый жадный алгоритм

начало алгоритма

· Пусть G0 = 0;
цикл для каждого m = 1, 2, . . . ,M

· (Шаг жадного спуска) Найти точку am ∈ (0, 1) (т. е. функцию
θam

∈ D) такую, что 〈−E ′(Gm−1), θam
〉 > tm sup

s∈D

〈−E ′(Gm−1), s〉;
· (Линейный поиск) Найти число 0 6 λm 6 1, такое, что
E ((1 − λm)Gm−1 + λmθam

) = inf
06λ61

E ((1 − λ)Gm−1 + λθam
);

· (Переход к следующей точке) Gm = (1 − λm)Gm−1 + λmθam
;

конец алгоритма

На шаге жадного спуска мы максимизируем функционал, который использует
градиентную информацию в точке Gm−1, полученной на предыдущей итерации алго-
ритма. Алгоритм 1 принадлежит классу методов типа метода Франка –Вульфа, так
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как в каждом текущем элементе Gm−1 он движется в направлении минимума линеа-
ризованной целевой функции E на допустимом множестве, которым в данном случае
является словарь D .

На шаге жадного спуска мы ищем супремум по словарю D (а не множеству S(D)),
так как элементы S(D) являются в основном линейными комбинациями бесконеч-
ного числа элементов словаря. Таким образом, полученное оптимальное решение не
обязательно будет разреженным по отношению к словарю D .

Найти точное решение подзадачи sups∈D〈−E ′(Gm−1), s〉 практически невозмож-
но за конечное время для большинства функций y. Поэтому алгоритм 1 использует
ослабляющую последовательность τ на шаге жадного спуска для нахождения при-
ближенного решения, которое имеет качество приближения, по меньшей мере tm, на
шаге m. По этой причине алгоритм называется «слабым».

Шаг линейного поиска алгоритма 1 находит наилучший элемент на отрезке, со-
единяющем текущую точку Gm−1 и элемент θam

.

Положим Ω := {f ∈ B[0, 1] : E(x) 6 E(0)}, и заметим, что Ω ограничено. Ана-
лиз сходимости жадных алгоритмов существенно использует меру «нелинейности»
целевой функции E на Ω, которая может быть оценена с помощью модуля гладкости
функции E.

Напомним, что модуль гладкости ρ функции E на ограниченном множестве Ω
определяется следующим образом:

ρ(E, u) =
1

2
sup

f∈Ω,‖g‖=1

|E(f + ug) + E(f − ug) − 2E(f)|, u > 0. (2)

E называется равномерно гладкой на Ω, если limu→0 ρ(E, u)/u = 0.
Следующая лемма легко может быть установлена.

Лемма 1. Функция E, определенная в (1), является равномерно гладкой
функцией с модулем гладкости, удовлетворяющем неравенству ρ(E, u) 6 γuq,
1 < q 6 2, γ > 0.

Используя геометрические свойства функции E и результаты статьи [30], мы
можем доказать следующую оценку скорости сходимости жадного алгоритма 1.

Теорема 1. Пусть τ = {tk}∞k=1, 0 < tk 6 1, k = 1, 2, . . ., есть ослабляющая
последовательность. Тогда

E(Gm) − E(z∗) 6

(
1 + C1(q, γ)

m∑

k=1

tpk

)1−q

, p :=
q

q − 1
, m > 2, (3)

где z∗ ∈ S(D) есть оптимальное решение и C1(q, γ) есть положительное число,
не зависящее от m.

2. ЖАДНЫЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ МОНОТОННОЙ
РЕГРЕССИИ ДЛЯ ДИСКРЕТНОГО НАБОРА ТОЧЕК

Рассмотрим задачу построения монотонной регрессии для дискретного набора
точек: сигналу x = (x1, . . . , xn) соответствуют значения y = (y1, . . . , yn). Полагаем,
что xi+1 − xi 6= const, xi < xi+1, i = 1, . . . , n − 1.
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Последовательность z = (z1, . . . , zn) ∈ R
n называется монотонной, если

zi − zi−1 > 0, i = 2, . . . , n.
Обозначим через ∆n

1 множество всех монотонных последовательностей в R
n.

Тогда задача построения монотонной регрессии может быть записана как задача
условной выпуклой оптимизации: необходимо найти вектор z ∈ R

n с наименьшим
значением квадратичной ошибки приближения данного вектора y ∈ R

n при условии
монотонности z:

f(z) =
1

n

n∑

i=1

(zi − yi)
2 → min

z∈∆n

1

. (4)

Простой итеративный алгоритм для решения задачи (4) предложен в [31, 32] и
называется PAVA (Pool-Adjacent-Violators Algorithm). В работе [5] рассматривается
обобщение этого алгоритма.

Для построения жадного алгоритма для решения задачи (4) мы перейдем от точек
zi к их скачкам ζi = zi+1 − zi, i = 1, . . . , n − 1, ζ0 = z1. Тогда задача (4) может быть
переписана в следующем виде:

g(ζ) :=
1

n

n∑

i=1

(
i−1∑

j=0

ζj − yi

)2

→ min
ζ∈S

, (5)

где S есть множество всех ζ = (ζ0, ζ1, . . . , ζn−1) ∈ R
n таких, что mini yi 6 ζ0 6 maxi yi,

(ζ1, . . . , ζn−1) ∈ R
n−1
+ и

n−1∑
j=0

ζj 6 maxi yi.

Пусть ∇g(ζ) означает градиент g в точке ζ,

∇g(ζ) =

(
∂g

∂ζ0

,
∂g

∂ζ1

, . . . ,
∂g

∂ζn−1

)
,

где

∂g

∂ζk

=
2

n

n∑

i=k

( i−1∑

j=0

ζj − yi

)
, k = 0, . . . , n − 1.

Следует отметить, что для задач большой размерности задачи (5) классическими
алгоритмами градиентного спуска решение может оказаться сложным с вычисли-
тельной точки зрения. В этой связи в настоящем исследовании предлагается исполь-
зовать жадный алгоритм типа алгоритма Франка –Вульфа для решения задачи (5).
Псевдокод жадного алгоритма приведен ниже (алгоритм 2).

Оценка скорости сходимости алгоритма 2 приведена в следующей теореме.

Теорема 2. Пусть последовательность {ζt} получена в соответствии с алго-
ритмом 2. Тогда для любого t > 2

g(ζt) − g(ζ∗) 6 4

√
n(n + 1)(2n + 1)

6n2

(maxi yi − mini yi)
2

t + 2
, (6)

где ζ∗ есть оптимальное решение задачи (5).

Доказательство. Известно [15], что для всех t > 2 имеет место неравенство

g(ζt) − g(ζ∗) 6
2L(Diam(S))2

t + 2
,
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Алгоритм 2: Жадный алгоритм для решения задачи (5)

начало алгоритма

· Зададим число итераций N ;

· Начальная точка ζ0 = (ζ0
0 , 0, . . . , 0), где ζ0

0 = 1
n

n∑
i=1

yi;

· Счетчик числа итераций t = 0;
· цикл пока t < N выполнять

· Вычислить ∇g(ζt), градиент функции g в точке ζt;

· Пусть ζ̃t есть решение линейной оптимизационной задачи
∇g(ζt)T · ζ → min

ζ∈S
, где ∇g(ζt)T · ζ есть скалярное произведение

векторов;

· Положим ζt+1 = ζt + αt(ζ̃
t − ζt), αt = 2

t+2
и t := t + 1;

· Восстановить z = (z1, . . . , zn) на основе вектора скачков ζN ;

конец алгоритма

где L есть константа Липшица и Diam(S) есть диаметр множества S.
Пусть

∇2g(ζ) :=

(
∂2g

∂ζ2
0

,
∂2g

∂ζ2
1

, . . . ,
∂2g

∂ζ2
n−1

)
.

Известно, что если ∇g является дифференцируемой, то ее константа Липшица L
удовлетворяет неравенству

L 6 sup
ζ

‖∇2g(ζ)‖2.

Тогда

L 6 sup
ζ

√√√√
n−1∑

k=0

(
∂2g

∂ζ2
k

)2

=
1

n

√√√√
n∑

k=1

(2(n − k + 1))2 =
2

n

√√√√
n∑

k=1

k2 = 2

√
n(n + 1)(2n + 1)

6n2
.

Легко видеть, что Diam(S) :=
√

2(maxi yi − mini yi). ¤

Недостатком этого метода является зависимость теоретической степени сходимо-
сти от размерности задачи.
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The paper presents greedy algorithms that use the Frank-Woolf-type approach for finding a sparse monotonic

regression. The problem of finding monotonic regression arises in smoothing an empirical data, in problems

of dynamic programming, mathematical statistics and in many other applied problems. The problem is to

find a non-decreasing sequence of points with the lowest error of approximation to the given set of points on

the plane. The problem of constructing monotonic regression can be formulated as a convex programming

problem with linear constraints and is NP-hard problem. The paper also contains estimates of the rate of

convergence for the presented greedy algorithms.
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