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Стратегия слежения за индексом (репликация индекса)— это пассивная финансовая стратегия, кото-

рая состоит в имитации (репликации) доходности заданного индекса или портфеля. Цель инвестора—
найти веса активов в своем портфеле, чтобы получившийся портфель имел минимальную ошибку сле-

жения, в качестве которой обычно используют дисперсию разности между доходностью индекса и

доходностью портфеля. В данной работе решение проблемы слежения за индексом рассматривается

с ограничением на кардинальность, т. е. с ограничением на максимальное количество активов, удер-

живаемых в портфеле. Задача слежения за индексом с ограничением на кардинальность является

задачей неполиномиальной сложности и, как правило, требует разработки эвристических алгоритмов.

В статье рассматриваются различные алгоритмы решения данной задачи в норме l2, в частности,

жадный алгоритм, алгоритм дифференциальной эволюции и алгоритм типа LASSO. Для проведения

эмпирического анализа были использованы открытые данные, относящиеся к трем основным рыноч-

ным индексам — Hang Seng (Гонконг), S&P 100 (США) и Nikkei 225 (Япония). Для сравнительного

анализа жадного алгоритма с алгоритмом типа LASSO и с алгоритмом дифференциальной эволю-

ции была использована процедура скользящего временного окна. При этом сравнение подходов

происходило как по внутривыборочным, так и по вневыборочным данным.

Ключевые слова: слежение за индексом, оптимизация портфеля, жадные алгоритмы, регрессии типа

LASSO, алгоритм дифференциальной эволюции.
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ВВЕДЕНИЕ

В1. Постановка задачи и обозначения

В 1951 году Генри Марковиц заложил фундамент современной портфельной тео-
рии на основе применения простых математических идей по проблеме разработки
оптимальных инвестиционных портфелей [1]. Однобокое стремление к высокой до-
ходности является плохой стратегией, утверждал Марковиц. Вместо этого рацио-
нальные инвесторы должны сбалансировать стремление к высокой доходности с же-
ланием получить низкий риск, который определяется как волатильность доходности.

c© Файзлиев А. Р., Хомченко А. А., Сидоров С. П., 2018



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2018. Т. 18, вып. 1

Для q > 0 и x = (x1, . . . , xn)T ∈ R
n положим ‖x‖q := (

∑n
i=1

|xi|
q)

1/q и
‖x‖0 = limq→0+ ‖x‖q = (число ненулевых элементов вектора x). Если q > 1, то ‖x‖q

означает lq-норму вектора x ∈ R
n. Пусть n есть общее число инвестиционных акти-

вов. Обозначим rti – доходность актива i в момент t, R = (rti), 1 6 i 6 n, 1 6 t 6 m.
Портфель определяется как вектор весов активов, x = (x1, . . . , xn)T ∈ R

n. Пусть It

есть доходность индекса в момент времени t, 1 6 t 6 m, и I = (I1, . . . , Im)T ∈ R
m. Мы

будем полагать, что портфель нельзя изменять в течение инвестиционного периода,
и транзакционные издержки отсутствуют. Мы будем считать, что

1) короткие продажи допустимы, т. е. веса xi могут быть отрицательными;
2) инвестор имеет одну единицу капитала, т. е. xT 1n = 1, где 1n означает вектор

из R
n, в котором каждый компонент равен 1.

В традиционной задаче слежения за индексом цель состоит в нахождении портфе-
ля, который имеет минимальное значение дисперсии ошибки слежения, т. е. суммы
квадратов отклонений между доходностями портфеля и рыночным индексом [2]:

x∗ = arg min
1

m
‖I − Rx‖2

2 при условии xT 1n = 1. (1)

Следует отметить, что стандартная модель Марковица есть частный случай за-
дачи слежения за индексом (1) (см., например [3,4]). Так как задача (1) есть задача
выпуклой оптимизации, ее решение может быть легко получено методом Лагранжа.
С другой стороны, задача слежения за индексом (1) есть разновидность многомер-
ной регрессии с дополнительными ограничениями. Однако, как оказалось, перевести
решение этой задачи в удовлетворительный алгоритм выбора портфеля в контексте
реального мира — это совсем нетривиальная задача.

В работах [5–7] в качестве меры ошибки слежения за индексом использовалась
ошибка в норме l1, т. е. сумма абсолютных отклонений доходностей индекса и порт-
феля.

Полученное аналитическое решение задачи слежения за индексом (1) зачатую
непригодно для практиков-инвесторов по следующим причинам:

1) получающееся оптимальное решение содержит слишком много ненулевых ве-
сов, и таким образом, число активов в портфеле слишком велико для управления;

2) не учитываются транзакционные издержки;
3) короткие продажи невозможны.
Более того, при практическом использовании различных реализаций вычисли-

тельных методов решения задачи слежения за индексом (1) возникает множество
проблем. В частности, в исследовании [8] было рассмотрено несколько алгорит-
мов построения портфеля, основанных на идеях Марковица. Авторы обнаружили,
что, используя разумный объем обучающих данных, ни один из исследуемых ал-
горитмов не смог существенно опередить тривиальную стратегию, в которой каж-
дый актив имеет равный вес в портфеле. Эти разочаровывающие результаты работы
алгоритмов, вероятно, обусловлены, по крайней мере частично, структурой перво-
начально предложенной оптимизационной модели Марковица. Так, оптимизация на
основе схемы Марковица является эмпирически неустойчивой: малые изменения до-
ходностей активов, волатильности доходностей активов или их корреляций может
оказывать большое влияние на результат процедуры оптимизации. В этом смысле
классическая задача Марковица оптимизации портфеля может рассматриваться как
некорректная обратная задача. Такие задачи часто встречаются во многих других
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областях. Различные методы регуляризации были предложены с целью уменьшить
нестабильность работы алгоритмов [9].

Прежде всего приведем короткий обзор подходов к решению задачи слежения
за индексом (1), позволяющим избежать эти проблемы. Для получения значимых
результатов, устойчивых для такого рода некорректных задач, используют, как пра-
вило, процедуру регуляризации. Один из стандартных подходов состоит в том, чтобы
добавить в целевую функцию штрафное слагаемое, которое может принимать раз-
личные формы и в идеале должно иметь содержательную интерпретацию в терминах
данной задачи.

В2. l1-Регуляризация

В статье [4] предлагается добавить так называемый l1-штраф к исходной целевой
функции. Таким образом, необходимо найти вектор портфельных весов x, который
является решением следующей задачи:

x∗ = arg min ‖I − Rx‖2

2 + τ‖x‖1 при условии xT 1n = 1. (2)

В [4] отмечается, что добавление штрафа в норме l1 в целевой функции (1)
приводит к нескольким полезным последствиям.

Во первых, штраф в норме l1 делает возможным учет транзакционных издержек
естественным образом. Реальные инвесторы в дополнение к задаче выбора ценных
бумаг, которыми они торгуют, должны также заботиться о размере транзакцион-
ных издержек, которые они понесут при открытии и закрытии позиции по активам.
Затраты по сделке на ликвидном рынке обычно состоят из двух компонент: первая
есть фиксированные «накладные расходы», не зависящие от размера сделки, а вторая
получается путем умножения на количество сделок и будет пропорциональна разме-
ру транзакции. Для крупных инвесторов накладными расходами можно пренебречь.
Тогда общие транзакционные издержки есть сумма произведений абсолютных значе-
ний весов на спреды. Мы предполагаем, что спреды являются одинаковыми для всех
активов и постоянны для широкого диапазона размеров транзакций. В этом случае
стоимость транзакции эффективно описывается штрафом в l1.

Во-вторых, это способствует получению так называемых разреженных решений
(sparse, sparsity). Тот факт, что минимизация нормы в l1 может иметь такой эффект,
хорошо известен в математической статистике [10]. Методы с минимизацией целе-
вых функций с штрафом в l1 в настоящее время широко используются тогда, когда
желают получить разреженные решения. Разреженность играет важную роль при по-
строении инвестиционных портфелей. Действительно, инвесторы часто хотят, чтобы
число позиций, которые они должны создать, контролировать и ликвидировать, было
ограничено. Добиться именно такого эффекта можно, увеличивая значения парамет-
ра τ в (2).

В-третьих, штраф в норме l1 регулирует количество коротких позиций в портфеле,
полученном в процессе оптимизации. Из-за ограничения xT 1n = 1 эквивалентная
форма целевой функции задачи (2) будет иметь вид

‖I − Rx‖2

2 + 2τ
∑

xi<0

|xi| + τ, (3)

в которой последнее слагаемое, конечно, не имеет влияния на результат оптимиза-
ции. При бюджетном ограничении xT 1n = 1, таким образом, штраф в l1 эквивалентен
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штрафу на число коротких позиций. Оптимальный портфель без коротких позиций,
полученный путем минимизации целевой функции (1) с двумя ограничениями, — не
только xT 1n = 1, но также и дополнительное ограничение xi > 0 для i = 1, . . . , n,
является в самом деле оптимальным портфелем задачи (3), полученным в преде-
ле для очень больших значений τ . Вполне естественно, что при больших τ вектор
положительных весов должен быть достаточно разреженным; разреженность опти-
мальных портфелей без коротких позиций действительно наблюдается на практике.
В работе [4] указано, что в литературе отмечается стабильность неотрицательных
решений, но, кажется, совсем не замечена разреженность таких решений, что может
быть связано, по-видимому, с использованием итерационных алгоритмов численной
оптимизации, в которых применяется критерий останова прежде чем большинство
весов сходились к нулю. При уменьшении τ в целевой функции с штрафом в l1
ограничение на неотрицательность весов ослабляется, при этом оно не снимается
полностью; мы по-прежнему предусматриваем штраф за чрезмерно большие отрица-
тельные веса.

Наконец, как отмечается в работе [4], штраф в норме l1 приводит к стабилиза-
ции решений задачи (2). При наложении штрафа на размер весов соответствующим
образом мы уменьшаем чувствительность алгоритмов оптимизации к возможным
коллинеарностям (т. е. сильным корелляциям) между активами. В работе [11] пока-
зано, что любой штраф в lp при 1 6 p 6 2 приводит к стабилизации задачи мини-
мизации (1) посредством регуляризации обратной задачи. Стабильность, вызванная
штрафом в норме l1, является чрезвычайно важной; действительно, это делает воз-
можным работать с ограниченными обучающими выборками данных, которые как
раз и используются на практике и в эмпирических работах.

На практике реализовать оптимизационную стратегию для решения задачи (2)
достаточно непросто. Сначала рассмотрим случай без ограничений, то есть задачу
безусловной минимизации целевой функции задачи (2), а затем обсудим, как учи-
тывать бюджетное ограничение.

Для решения (2) могут быть использованы различные алгоритмы. Особенно удоб-
ным является алгоритм на основе гомотопического метода [12, 13], также известный
как метод наименьших углов, или LARS (Least Angle Regression) [14]. Этот алго-
ритм решает задачу минимизации целевой функции в (2) для различных диапазонов
значений τ , начиная с очень больших значений и постепенно уменьшая τ , пока не
будет достигнута желаемая величина. При изменении τ оптимальное решение x(τ)
движется в пространстве R

n по кусочно-аффинной траектории. Таким образом, что-
бы найти весь локус решений для x(τ), мы должны определить только критические
точки (точки изменения наклона). Таким образом, достаточно найти только точки
перегиба этой кусочно-линейной векторной функции. Как правило, число ненулевых
активов в портфеле увеличивается с уменьшением τ .

Однако нас интересует проблема минимизации (2) при наличии бюджетного огра-
ничения. В этом случае оригинальный алгоритм LARS не может быть применен. В
работе [4] разработана модификация алгоритма LARS, адаптированная для решения
произвольной задачи минимизации со штрафом в l1 с линейными ограничениями,
которая позволяет найти решение задачи

x∗ = arg min
x∈H

‖I − Rx‖2

2 + τ‖x‖1, (4)

где H есть аффинное подпространство, определяемое линейными ограничениями.
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Адаптированный алгоритм также начинает работу с больших значений τ , которые
затем постепенно уменьшаются, пока не будет достигнуто искомое значение. Тра-
ектория решений x(τ) при этом также будет кусочно-линейной. Из-за бюджетного
ограничения начальное решение (при больших значениях τ) теперь сложнее полу-
чить (в случае задачи без ограничения оно просто равно нулевому вектору). Кроме
того, должны быть введены дополнительные переменные (множителей Лагранжа),
которые также кусочно-линейны по τ и которые должны пересчитываться при каж-
дой останове.

Тем не менее при l1-регуляризации возникает ряд проблем:
– параметр разреженности (количество активов в портфеле с нулевыми весами)

явно не контролируется;
– для того чтобы получить сильно разреженный портфель, необходимо исполь-

зовать большое значение параметра регуляризации τ , что приводит к (возможно)
плохой точности репликации индекса, так как штраф в норме l1 уменьшает в порт-
феле доли не только нерелевантных активов, но и релевантных активов [15].

В3. l2-Регуляризация

Ряд эмпирических исследований показал, что l2-регуляризация (т. е. добавление
в целевую функцию штрафа в норме l2), как правило, приводит к гладкости реше-
ния и, следовательно, хорошей работе на вневыборочных данных. l2-регуляризация,
или регуляризация Тихонова (в английской литературе — ridge regression), активно
используется при нахождении приближённых решений некорректно поставленных
операторных задач и был разработан А. Н. Тихоновым в 1965 г. в работе [16].

Рассмотрим следующую модель:

x∗ = arg min ‖I − Rx‖2

2 + τ‖x‖2

2 при условии xT 1n = 1. (5)

Слагаемое l2-регуляризации играет очень важную роль в этой модели. Как уже
отмечалось, в матрице данных R зачастую имеет место мультиколлинеарность. Дей-
ствительно, в практических задачах R состоит из векторов исторических значений
доходностей n активов, при этом имеется много пар активов с высокой степенью
корреляции их доходностей. Когда R обладает такой мультиколлинеарностью, оцен-
ки наименьших квадратов, полученных для τ = 0, обладают слишком большим
стандартным отклонением. Добавление штрафа в норме l2 (регуляризация) является
одним из способов избежать такой проблемы.

Преимуществом такого подхода является возможность получить решение зада-
чи (5) в явном аналитическом виде. Решение задачи (5) может быть найдено методом
Лагранжа:

xτ = (RT R + τEn)−1(RT I − λen), (6)

где En есть единичная матрица размерности (n × n) и

λ =
1T

n (RT R + τEn)−1RT I − 1

1T
n (RT R + τEn)−11n

.

С другой стороны, одним из главных недостатков l2-регуляризации является то,
что получившееся решение будет содержать слишком много ненулевых весов. По-
этому часто накладывают в явном виде ограничение на количество активов в порт-
феле — так называемое ограничение на кардинальность.
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В4. Ограничение на кардинальность (l0-регуляризация)

Практикующие инвесторы часто сталкиваются с требованиями, которые ограни-
чивают количество активов в их портфеле, например для того, чтобы улучшить его
описание и для общения с потенциальными клиентами. Следовательно, хорошая мо-
дель слежения за индексом должна определять, сколько и какие активы должны быть
в портфеле [17]. Один из наиболее распространенных подходов к решению проблемы
слежения за индексом состоит в минимизации ошибки слежения с ограничением на
максимальное количество активов, удерживаемых в портфеле.

Рассмотрим задачу минимизации (1) с ограничением на кардинальность:

x∗ = arg min
1

m
‖I − Rx‖2

2 при условиях xT 1n = 1, ‖x‖0 6 K, (7)

где K есть ограничение на количество активов в портфеле с ненулевыми весами.
Обычно предполагается, что K значительно меньше общего числа активов n, K ≪ n.

Два хороших обзора литературы по основным количественным методам можно
найти в [18,19]. Большинство подходов основаны на эвристическом поиске, который
оказался успешным в пространствах высокой размерности (например, см. [18,20–26].

Введение верхней границы на количества активов в портфеле представляет собой
задачу оптимизации неполиномиальной сложности (см., например, [27]). На насто-
ящее время существует несколько основных подходов, которые используются для
решения задач оптимизации портфеля с ограничением на кардинальность.

• Многие исследователи используют гибридные схемы, основанные на хорошо
известных способах смешанного целочисленного линейного программирования
(например, метод ветвей и границ) и их развитии [19,28–32].

• Методы траекторий, для которых для избежания попаданий в локальный мини-
мум допускается временное движение в сторону увеличения минимизируемой
функции. Алгоритмы двигаются по некоторому пути (траектории) в простран-
стве поиска, совершая один шаг за итерацию. Хорошо известные методы дан-
ного типа — это алгоритм имитации отжига, алгоритм поиска с запретами и
пороговый алгоритм [33]. Жадные алгоритмы также доказали свою эффектив-
ность [3,34].

• Популяционные методы работают с целым набором (популяцией) различных
точек пространства поиска (особями) в течение одной итерации, некоторые из
которых хуже, чем другие, но это также позволяет избегать решений, сходя-
щихся в локальные минимумы. Эти методы часто работают достаточно хорошо
в большом пространстве поиска и их можно разделить на локальные методы по-
иска и конструктивные методы [33]. Для локальных методов поиска алгоритм
переходит от существующего решения к новому решению в каждой итерации.
Вероятно, самым известным в этой категории алгоритмом является генети-
ческий алгоритм (ГА), впервые описанный Холландом в 1970-е годы. В ГА
приспособленность особей вычисляется на основе значения целевой функции.
Относительно недавним вкладом в популяционные методы является алгоритм
дифференциальной эволюции [23]. Различные типы эвристических алгоритмов
были использованы для решения задачи слежения за индексом с ограничени-
ем на кардинальность в работах [5, 18, 22, 23, 25, 35, 36]. Хотя эти алгоритмы
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и приводят к получению достаточно точного решения задачи, при этом они
требуют использования больших вычислительных мощностей, возможностей
распараллеливания, временных затрат на подбор оптимальных параметров, а
также больших объемов вычислений и времени выполнения. Хороший обзор
может быть найден в работах [18, 19,37].

• Методы с «ослабленным» ограничением на кардинальность. Главной идеей та-
ких методов является использование регуляризации в рамках модели Маркови-
ца [4]. Статья [38] рассматривает несколько различных методов регуляризации
для задачи оптимизации портфеля. В частности, возможно получить разрежен-
ное (sparse) решение задачи оптимизации, заменив ограничение на кардиналь-
ность (7) наложением ограничений на соответствующие нормы вектора весов
портфеля. Статья [39] предлагает алгоритм с lq-регуляризацией ошибок сле-
жения за индексом для нахождения разреженных и устойчивых портфелей. В
работе [40] получают разреженное (sparse) решение задачи (7), заменив огра-
ничение на кардинальность в (7) ограничением сверху на вектора портфельных
весов в lq-норме, 0 < q < 1. F. Xu с соавт. [41] рассмотрел частный случай дан-
ного разреженного решения с q = 1/2 и предложили гибридный алгоритм для
решения этой задачи в l1/2 норме. Методы с использованием l1-регуляризации
также были рассмотрены в работах [42,43]. Быстрый метод, основанный на по-
координатном спуске, разработан в работе [44] для решения задач оптимизации
портфеля, в которых веса активов ограничены в норме lq для 1 6 q 6 2. Для
улучшения решений на вневыборочных данных при портфельной оптимизации
некоторые авторы используют штрафную функцию в виде взвешенной суммы
l1-нормы и квадрата l2-нормы вектора весов портфеля [45].

Тем не менее этот список не является полным. Используя последние достижения в
многоцелевой оптимизации без использования производных [46], в работе [47] пред-
лагается новый подход для работы с кардинальностью при построении портфеля. В
работе [48] разработан геометрический подход, модифицирующий целевую функцию
в несколько отдельных ограничений. В работе [49] показывается, что приближе-
ние оптимального решения исходной задачи можно найти за конечное число ите-
раций с использованием методов полуопределенного программирования (semidefinite
programming).

Следует отметить, что существует большое количество проблем в инженерии, ма-
тематике, экономике, принятии решений и статистике, которые, как правило, явля-
ются NP-сложными и для которых стандартные оптимизационные подходы требуют
больших вычислительных ресурсов. Среди этих проблем можно выделить следую-
щие: оценка максимального правдоподобия, обобщенный метод моментов, проблемы
количественной теории игр, численные модели в экономике (в том числе задачи
портфельной оптимизации с ограничением на кардинальность) и мн. др.

В5. Структура работы

В парагр. 1 описываются три алгоритма (жадный алгоритм, алгоритм диффе-
ренциальной эволюции и алгоритм типа LASSO) для решения задачи (7). Жадный
алгоритм использует идеи работы [3]. Таким образом, наш сравнительный анализ бу-
дет основан на алгоритмах из трех различных классов алгоритмов: жадный алгоритм
является методом траекторий, алгоритм дифференциальной эволюции представляет
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собой популяционный метод и алгоритм типа LASSO является методом с «ослаблен-
ным» ограничением на кардинальность.

В парагр. 2, используя технику сравнительного анализа, предложенную в [40], мы
сравниваем различные портфели, полученные этими тремя алгоритмами для решения
задачи слежения за индексом (7).

Эмпирические результаты показали, что подход на основе регрессии типа LASSO
генерирует портфели с лучшим поведением в терминах доходности, в то время как
жадный алгоритм дает портфели с лучшим поведением в отношении дисперсии
ошибки слежения. Кроме того, алгоритм дифференциальной эволюции и жадный
алгоритм генерируют портфели с похожим поведением как в терминах доходности,
так и волатильности ошибки репликации.

1. АЛГОРИТМЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ РЕПЛИКАЦИИ ИНДЕКСА С ОГРАНИЧЕНИЕМ
НА КАРДИНАЛЬНОСТЬ

1.1. Жадный алгоритм для минимизации в l2

Для решения задачи (7) в данной статье мы предлагаем использовать жадные
алгоритмы. Выбор жадного алгоритма для нашего анализа основан на том факте,
что жадные алгоритмы показали высокую эффективность при решении прикладных
задач [3,34]. Мы можем предположить, что они являются многообещающими и для
решения задачи слежения за индексом с ограничением на кардинальность. С другой
стороны, жадные алгоритмы не обязательно дают оптимальное решение.

Жадные алгоритмы интенсивно изучались с 80-х годов прошлого века, и их ос-
новное применение состояло в получении конструктивных методов для нахождения
наилучших m-членных приближений. Основной вклад в разработку жадных алго-
ритмов внесли Дж. Фридман, В. Стузл, С. Маллат, Дж. Чанг, П. Губер, Л. Джонс,
А. Бэррон, Р. ДеВор, В. Н. Темляков, С. В. Конягин и другие. Жадные алгоритмы
показали отличную производительность в решении практических проблем машин-
ного обучения. В данной статье мы используем такие методы для решения задачи
репликации индекса.

Пусть N = {1, . . . , n} есть индексное множество инвестиционных активов. Жад-
ный алгоритм для решения задачи (7) в норме l2 был рассмотрен в работах [3].
Алгоритм на каждом шаге своей работы добавляет в портфель актив, который еще
не входит в портфель и который наиболее (в некотором смысле) «близок» к индек-
су. Процесс включения новых активов в портфель продолжается до тех пор, пока в
портфеле не окажется ровно K активов.

Обозначим через Mk ⊂ N подмножество индексного множества N , соответству-
ющее k ненулевым элементам x, а через R̃Mk

— подматрицу матрицы доходностей R
размерности (m× |Mk|), в которую вошли столбцы Mk. Тогда задача (7) с xi = 0 для
i ∈ N \ Mk будет иметь вид

x̃∗ = arg min
x̃

‖I − R̃Mk
x̃‖2

2 при условии x̃T 1|Mk| = 1, x̃ ∈ R
|Mk|. (8)

Обозначим f(Mk) := ‖I − R̃Mk
x̃∗‖2

2. Оптимальное решение задачи (8) может быть
найдено методом Лагранжа:

x̃Mk
= (R̃

T

Mk
R̃Mk

)−1(R̃
T

Mk
I − λek), (9)

и

λ =
1

T

k (R̃
T

Mk
R̃Mk

)−1R̃
T

Mk
I − 1

1
T

k (R̃
T

Mk
R̃Mk

)−11k

.
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Алгоритм 1: ЖАДНЫЙ АЛГОРИТМ В L2

начало алгоритма
Пусть M0 = ∅ и k = 1. Положить f(M0) достаточно большим.
· цикл пока k 6 K выполнять

∀s ∈ N\Mk−1 вычислить x̃Mk−1∪{s}, используя (9).
Выбрать s∗ = arg min

s∈N\Mk−1

f(Mk−1 ∪ {s}) и положить x̃Mk
= x̃Mk−1∪{s∗}.

Положить Mk = Mk−1 ∪ {s∗} и k = k + 1.
Присвоить xG = x̃MK

и MG = MK .
Вернуть xG и MG.

конец алгоритма

1.2. Алгоритм типа LASSO

Регрессия LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) была описана в
1996 г. в работе [50].

Как уже отмечалось, введение штрафной функции в норме l1 в целевую функцию
может привести к эффекту получения разреженных решений (с большим числом
нулей). Этот эффект наблюдался во многих исследованиях и на практике. Миними-
зация нормы в l1 в настоящее время широко используется для получения разрежен-
ных (sparse) решений [4]. Статья [4] использует подход на основе регрессии типа
LASSO для задачи (1), переформулированной как регрессия наименьших квадратов
с ограничениями

xδ = arg min ‖x‖1 при условиях ‖I − Rx‖2 6 δ, xT 1n = 1, (10)

где δ есть скаляр, который выбирается таким образом, чтобы истинное решение
попадало в допустимое множество с высокой вероятностью. Задача вида (10) без
ограничения xT 1n = 1 называется регрессией LASSO [50]. Регрессия типа LASSO в
целом способна достаточно точно оценивать почти разреженные вектора. Эффектив-
ные алгоритмы для задач восстановления разреженных векторов были разработаны
в работе [51]. Для численного решения задачи (10) в нашей работе мы использовали
Matlab-библиотеку TFOCS, которая сопровождает статью [51].

Число активов в портфеле с ненулевыми весами (т. е. кардинальность K) опти-
мального решения задачи (10) зависит от параметра δ. Большие (меньшие) значения
параметра δ соответствуют меньшим (большим) значениям кардинальности K.

1.3. Алгоритм дифференциальной эволюции для минимизации в l2

Недавнее дополнение к классу эволюционной эвристики является метод диф-
ференциальной эволюции, предложенный в [52, 53]. Некоторые алгоритмы диффе-
ренциальной эволюции и генетические алгоритмы для решения задачи слежения за
индексом были разработаны в работе [54].

В нашей работе мы используем алгоритм дифференциальной эволюции (ДЭ) для
решения задачи (7). ДЭ является одной из возможных модификаций стандартных
генетических алгоритмов и основана на эволюционном принципе.

В ходе ДЭ на каждой итерации создается популяция из особей (точек простран-
ства поиска), которые получены из особей предыдущей популяции путем моди-
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фикации в соответствии с эволюционными принципами, при этом с ростом чис-
ла популяций особи сходятся в некоторую точку пространства решений, которая
является глобальным оптимумом. Начальная популяция P состоит из векторов
xi = (xi

0, . . . , x
i
n)T ∈ R

n, i = 1, . . . , N , N есть количество портфелей в исходной
популяции и выбирается следующим образом. Сначала мы случайным образом гене-
рируем N векторов yi из R

n. Для каждого yi полагаем нулю n − K компонентов yi
j

вектора yi, которые ближе всего к нулю (кардинальность yi становится K), а затем
полагаем xi

j = yi
j/(

∑n
s=1

yi
s), чтобы добиться выполнения бюджетного ограничения

xT 1n = 1.

Под портфелями xi ⊂ D понимаются точки n-мерного пространства, в которых
определена целевая функция 1

m
‖I − Rx‖2

2, которую требуется минимизировать. На
каждой итерации алгоритм генерирует новое поколение портфелей (популяций) слу-
чайным образом, комбинируя портфели из предыдущего поколения. Для каждого
портфеля xi из предыдущего поколения выбирается три различных случайных порт-
феля xa, xb, xc среди портфелей предыдущего поколения, генерируется портфель xi

следующим образом:

x̃i
j = xa

j + (F + z1)(x
b
j − xc

j + z2),

где x̃i
j, xa

j , xb
j, xc

j — j-е компоненты векторов x̃i, xa, xb, xc соответственно; F — по-
ложительная действительная константа из интервала [0, 2], управляющая усилением
влияния разности xb

j − xc
j + z2 на результирующий вектор, z1 и z2 или равны нулю с

малыми вероятностями (например, 0.0001 и 0.0002 соответственно), или являются
нормально распределенными случайными величинами с математическим ожиданием,
равным нулю, и малым стандартным отклонением (например, 0.02).

Параметры z1 и z2 есть необязательные параметры алгоритма дифференциальной
эволюции, они необходимы для внесения «шума» в вычисление результирующего
вектора, что помогает избежать попадания в локальные экстремумы.

Компонента x̂i
j вектора x̂i заменяет xi

j с вероятностью π, а портфель x̂i переходит
в следующее поколение при выполнении условия

‖I − Rx̂i‖2

2 < ‖I − Rxi‖2

2. (11)

Эволюция популяций соответствует динамике «роя мошек» (т. е. облаку случай-
ных точек). Облако движется вдоль рельефа минимизируемой функции, повторяя
особенности ландшафта. В случае падения в овраг облако точек принимает форму
этого оврага, и распределение точек таково, что ожидание разности двух случайных
векторов направлено вдоль длинной стороны оврага. Это дает быстрое движение
вдоль узких вытянутых оврагов. Это обеспечивает быстрое движение по узким уще-
льям. В подобных условиях градиентные методы имеют колебательную динамику
«от стены к стене».

Псевдокод минимизации функции 1

m
‖I − Rx‖2

2 с помощью алгоритма дифферен-
циальной эволюции приведен ниже.
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Алгоритм 2: АЛГОРИТМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ЭВОЛЮЦИИ В l2

начало алгоритма

Генерируем N случайно распределенных yi ∈ R
n, i = 1, . . . , N

∀ i, присваиваем yi
j = 0 для n − K компонентов, наиболее близких к 0

∀i, формируем начальную популяцию P следующим образом
xi

j = yi
j/(

∑n
s=1

yi
s), j = 1, . . . , n

задаём число итераций L

· цикл пока t 6 L выполнять

for каждого xi, i = 1, . . . , N , из матрицы P do

выбираем 3 случайных вектора xa, xb, xc

for каждого компонента j вектора xi
j do

с вероятностью π1: z1,j ← N(0, σ1), иначе z1,j = 0

с вероятностью π2: z2,j ← N(0, σ2), иначе z2,j = 0

uj ← U(0, 1)

если uj < 1 − π то
x̃i

j = xi
j

иначе x̃i
j = xa

j + (F + z1,j)(x
b
j − xc

j + z2,j)

∀x̃i, присваиваем x̃i
j = 0 для n − K компонентов, наиболее

близких к 0
∀x̃i ∈ P , заменяем x̂i = x̃i/

∑
s x̃i

s

если условия (11) выполнены, то x̂i заменяем xi в P

ищем xi∗ = arg mini
1

m
‖I − Rxi‖2

2

возвращаем xi∗

конец алгоритма

2. ЭМПИРИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1. Описание данных

В нашем эмпирическом анализе мы использовали открытые данные, относящи-
еся к трем основным рыночным индексам, которые расположены в хранилище OR-
Library [18, 55]. Эти три рыночных индекса включают Hang Seng (Гонконг, n = 31),
S&P 100 (США, n = 98) и Nikkei 225 (Япония, n = 225) для m = 290 временных
периодов каждый (недельные доходности), взятые из хранилища [18]. Описательные
статистики доходностей индексов, представленные в табл. 1, показывают, что вре-
менные ряды доходностей демонстрируют типичные паттерны финансовых времен-
ных рядов: средние значения находятся около нуля, легкую асимметрию и «толстые
хвосты».

Таблица 1 / Table 1

Описательные статистики недельных доходностей индексов
Descriptive statistics of weekly index returns

Data set n m mean,% std,% skewness kurtosis min max

Hang Seng 31 290 0.42 3.32 −0.04 3.85 −0.12 0.11
S&P 100 98 290 0.31 1.53 0.17 3.73 −0.04 0.06
Nikkei 225 225 290 −0.01 2.86 0.44 4.85 −0.11 0.12
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2.2. Сравнение алгоритмов методом скользящего окна

Чтобы сравнить подходы, описанные в парагр. 1, для решения задачи репли-
кации индекса, используем процедуру скользящего временного окна, описанную в
статье [40]. Определяем оптимальную модель, используя окно в 100 наблюдений
(недель), и оставляем его без изменений для последующих 10 вневыборочных тор-
говых недель с целью тестирования. Затем это (внутривыборочное) окно сдвигается
вперед на 10 недель, и находится новый портфель решения задачи слежения за ин-
дексом, используя окно из этих новых 100 наблюдений, и затем снова оставляется
без изменений для последующих 10 вневыборочных недель и т. д. Таким образом,
портфели пересчитываются один раз в 10 недель. Отметим, что сравнение моделей
по внутривыборочным данным проходило по последним 10 наблюдениям (внутривы-
борочным) окна в 100 наблюдений. Это сделано для того, чтобы внутривыборочные
и вневыборочные выборки были одинаковой размерности.

Задача слежения за индексом с ограничением на кардинальность была реали-
зована с использованием программного обеспечения Matlab, а также встроенных
и специально разработанных функций. Все расчеты также проводились в Matlab.
Работа проведена в 64-битной системе MS Windows 10. В нашем вычислительном
эксперименте мы использовали компьютер AMD FX-8350 с процессором 4.00 ГГц и
8.0 Гб оперативной памяти.

Сравнительный анализ жадного алгоритма и алгоритма типа LASSO

Табл. 2 представляет эмпирические результаты как для внутривыборочных, так и
для вневыборочных значений волатильностей ошибки слежения, эксцесса доходно-
стей портфелей и корреляций для множеств данных Hang Seng, S&P 100 и Nikkei 225
и для значений δ, равных 0.9 и 0.25. Статистически значимое различие t-статистики
(tdiff) с уровнем значимости 10% (5%, 1%) между двумя подходами обозначено как
∗ (∗∗, ∗∗∗). В строках corr приведены значения коэффициента корреляции между
доходностью портфеля и доходностью индекса.

Таблица 2 / Table 2

Результаты сравнения алгоритма типа LASSO (Lasso) и жадного алгоритма (Greedy)
The results of comparing of the LASSO algorithm (Lasso) and the greedy algorithm (Greedy)

δ = 0.9 δ = 0.25

Набор данных Внутривыборочные Вневыборочные Внутривыборочные Вневыборочные
Data set Intra-sample Out-sample Intra-sample Out-sample

Lasso Greedy Lasso Greedy Lasso Greedy Lasso Greedy
Hang Seng 5–10 активов / assets 12–17 активов / assets

Недельная волатильность / Weekly volatility, %

Mean 1.61 0.42 1.66 0.52 0.59 0.18 0.69 0.30
Std 0.79 0.13 0.81 0.16 0.21 0.07 0.29 0.15
tdiff 6.50

∗∗∗
6.04

∗∗∗
8.22

∗∗∗
5.2∗∗∗

Доходность относительно индекса / Excess return, %

Mean 0.67 0.06 0.39 0.05 0.33 0.03 0.16 0.06
Std 0.47 0.13 0.40 0.13 0.19 0.06 0.18 0.10
tdiff 5.49

∗∗∗
3.52

∗∗∗
6.57

∗∗∗
2.26

∗∗

corr 0.85 0.99 0.86 0.98 0.98 0.99 0.97 0.99
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Окончание табл. 2 / End of Table 2

δ = 0.9 δ = 0.25

Набор данных Внутривыборочные Вневыборочные Внутривыборочные Вневыборочные
Data set In-of-sample Out-of-sample In-of-sample Out-of-sample

Lasso Greedy Lasso Greedy Lasso Greedy Lasso Greedy
S&P 100 8–16 активов / assets 19–34 активов / assets

Недельная волатильность / Weekly volatility, %

Mean 1.28 0.34 1.49 0.68 0.56 0.15 0.76 0.44
Std 0.42 0.11 0.64 0.19 0.13 0.05 0.25 0.13
tdiff 9.50

∗∗∗
5.23

∗∗∗
12.8∗∗∗ 5.01

∗∗∗

Доходность относительно индекса / Excess return, %

Mean 0.59 −0.02 −0.10 −0.01 0.40 0.00 −0.01 −0.01

Std 0.38 0.12 0.48 0.20 0.17 0.05 0.24 0.12
tdiff 6.71

∗∗∗ 0.73 10.06
∗∗∗ 0.01

corr 0.75 0.96 0.72 0.90 0.91 0.99 0.86 0.95
Nikkei 225 10–20 активов / assets 31–40 активов / assets

Недельная волатильность / Weekly volatility, %

Mean 1.21 0.24 1.24 0.66 0.49 0.08 0.68 0.50
Std 0.48 0.07 0.55 0.28 0.17 0.02 0.25 0.24
tdiff 8.85

∗∗
4.08

∗∗∗
10.13

∗∗∗
2.33

∗∗

Доходность относительно индекса / Excess return, %

Mean 0.66 0.01 0.01 −0.01 0.43 0.01 0.01 0.00
Std 0.48 0.07 0.49 0.15 0.22 0.04 0.27 0.11
tdiff 5.87

∗∗∗ 0.21 8.00
∗∗∗ 0.16

corr 0.88 0.99 0.86 0.96 0.98 0.99 0.95 0.98

Следуя [40], мы полагали максимальное число активов K в ограничении на кар-
динальность для жадного алгоритма равным числу ненулевых весов, найденных на
основе подхода типа LASSO в соответствующих окнах.

Табл. 2 показывает, что алгоритм типа LASSO дает портфели с лучшим пове-
дением в терминах доходности для всех внутривыборочных множеств, и для 2 из
6 вневыборочных случаях. С другой стороны, жадный алгоритм приводит к порт-
фелям с лучшими характеристиками в терминах волатильности ошибки слежения
как на внутривыборочных, так и вневыборочных множествах данных. Жадный ал-
горитм даёт более высокие значения в отношении корреляции с индексом, особенно
сильное различие наблюдается для показателя δ = 0.9 (когда в портфеле присутству-
ет относительно небольшое число активов), как для внутривыборочных, так и для
вневыборочных данных.

Все данные характеризуются толстыми хвостами (куртозис больше 3), при этом
присутствует легкая асимметрия для всех множеств данных (табл. 3).

Следует отметить, что эти два алгоритма приводят к различным портфелям в
смысле выбора входящих в них активов. Пересечение множеств активов, входя-
щих в портфели, полученные жадным алгоритмом и алгоритмом на основе LASSO-
регрессии, зачастую было пустым.

Сравнение времени работы алгоритмов приведены в табл. 4. Результаты показы-
вают, что жадный алгоритм работает на порядки быстрее, чем алгоритм типа LASSO
на всех наборах данных.
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Таблица 3 / Table 3

Значения асимметрии, эксцесса и величины VaR на уровне 95% для алгоритма типа LASSO (Lasso)
и жадного алгоритма (Greedy)

The skewness, kurtosis and 95%-VaR values for the LASSO algorithm (Lasso) and the greedy algo-
rithm (Greedy)

Набор данных Lasso Greedy Lasso Greedy
Data set

Hang Seng 5–10 активов / assets (Kmean = 7.32) 12–17 активов / assets (Kmean = 15.16)
δ = 0.9 δ = 0.25

Распределение доходностей (вневыборочных)

Distribution of returns (out-of-sample)

Skew −0.03 −0.03 −0.10 −0.01

Kurt 3.27 3.45 3.42 3.70
VaR95 0.94 0.95 0.95 0.95

S&P 100 8–16 активов / assets (Kmean = 12.11) 19–34 активов / assets (Kmean = 26.68)
δ = 0.9 δ = 0.25

Распределение доходностей (вневыборочных)

Distribution of returns (out-of-sample)

Skew −0.09 0.12 0.07 0.23
Kurt 3.53 3.08 3.10 3.28
VaR95 0.96 0.97 0.97 0.98

Nikkei 225 10–20 активов / assets (Kmean = 15.07) 31–40 активов / assets (Kmean = 34.84)
δ = 0.9 δ = 0.25

Распределение доходностей (вневыборочных)

Distribution of returns (out-of-sample)

Skew 0.65 0.11 0.47 0.20
Kurt 5.10 4.98 4.83 5.72
VaR95 0.96 0.96 0.96 0.96

Таблица 4 / Table 4

Значения процессорного времени в секундах для алгоритма типа LASSO (Lasso)
и жадного алгоритма (Greedy)

The CPU-time values in seconds for the LASSO algorithm (Lasso) and the greedy
algorithm (Greedy)

Набор данных Lasso Greedy Lasso Greedy
Data set δ = 0.9 δ = 0.25

Hang Seng 289.163 0.934 566.441 1.982
S&P 100 352.615 5.022 769.465 13.188
Nikkei 225 371.550 17.119 853.244 52.513

Сравнительный анализ жадного алгоритма и алгоритма дифференциальной

эволюции

Хорошо известно, что параметры эвристических алгоритмов, в том числе алго-
ритма дифференциальной эволюции, оказывают огромное влияние на их работу и
результаты. Иногда даже небольшие изменения параметров могут привести к луч-
шим результатам. Например, если размер популяций N будет мал и время вычис-
ления фиксировано, то это позволит создать большое количество поколений (ите-
раций) L, и вероятность сходимости к локальному экстремуму может увеличится.
Слишком большой размер популяции N может привести к ситуации, когда число
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итераций L будет недостаточно для нахождения глобального экстремума. Вопрос о
том, какой должен быть оптимальный размер популяции в алгоритмах с мутаци-
ей остается открытым. Очень важно выбрать подходящие параметры алгоритма для
каждого из рассматриваемых наборов данных. Для достижения наилучших резуль-
татов мы протестировали алгоритм с использованием первого набора данных (Hang
Seng), выбирая подходящее значение для каждого параметра и анализируя эффек-
тивность алгоритма с целью определения наилучшего набора параметров для нашего
исследования.

Эффективность алгоритма дифференциальной эволюции зависит от таких пара-
метров, как вес F , вероятность мутации π, размер популяции N и число поколений L.
Параметр F является ключевым параметром метода дифференциальной эволюции.
Известно, что F ∈ [0, 2]. Мы получили, что при F > 1 решение является неустой-
чивым. В результате тестирования было установлено, что значение F = 0.5 дает
нам лучшие результаты по всем критериям. Следующим шагом является выбор оп-
тимального значения вероятности мутации. Мы получили, что значение π = 0.5
обеспечивает приемлемое время расчета и устойчивость решения. Следует отметить,
что параметры F и π должны быть выбраны для конкретной целевой функции и осно-
вываться на особенностях данной задачи, в то время как значения N и L, напротив,
в первую очередь зависят от размера экспериментальных данных.

Таким образом, мы определяем значения N и L для данных Hang Seng с 32 акти-
вами (с учетом индекса в качестве актива), а затем для больших объемов данных мы
увеличиваем значения N и L в пропорции к лучшим значениям, найденным для дан-
ных Hang Seng. Значения N = 20, 40, 60 были протестированы с целью определения
подходящего параметра с точки зрения времени расчета и оптимального решения.
Как результат, начальная популяция c N = 40 обеспечивает лучшую доходность
и значение волатильности с разумными временными затратами. Значение N = 60
требует значительно больше времени по сравнению с N = 40, обеспечивая такое
же качество решения, в то время как меньшая популяция приводит к неустойчиво-
му решению. Аналогичным образом было выбрано лучшее число поколений L = 70
для данных Hang Seng, обеспечивая минимальную волатильность в разумные сро-
ки. Следует также отметить, что параметры L и N для Nikkei 225 набора данных
идентичны с набором данных S&P 100 в нашем эмпирическом исследовании, так
как для набора данных Nikkei 225 алгоритм дифференциальной эволюции находит
решение быстро. Следовательно, нет смысла увеличивать количество поколений и
размер популяции.

Табл. 5 представляет эмпирические результаты как для внутривыборочных, так
и для вневыборочных значений волатильностей ошибки слежения, эксцесса доход-
ностей портфелей и корреляций для множеств данных Hang Seng, S&P 100, Nikkei
225 и для кардинальности K, равной 5 и 20. Статистически значимое различие
t-статистики (tdiff) с уровнем значимости 10% (5%, 1%) между двумя подходами обо-
значено как ∗ (∗∗, ∗∗∗). В строках corr приведены значения коэффициента корреляции
между доходностью портфеля и доходностью индекса.

Значения t-статистики из табл. 5 показывают, что различие между алгоритмом
дифференциальной эволюции и жадным алгоритмом с точки зрения доходностей от-
носительно индекса является незначимым для всех выборок. Также эта тенденция
прослеживается и с точки зрения волатильности, за исключением 2 из 6 внутри-
выборочных данных для Nikkei 225 (возможно, что алгоритм дифференциальной
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эволюции в этом случае оказался хуже из-за недостаточного числа операций, либо
популяций, которые бы позволили ему получить более точное решение), где жадный
алгоритм приводит к значимому улучшению портфеля.

Таблица 5 / Table 5

Результаты сравнения алгоритма дифференциальной эволюции (DE) и жадного алгоритма (Greedy)
для трех наборов данных

The comparison results for the algorithm of differential evolution (DE) and the greedy algorithm
(Greedy) for three data sets

K = 5 K = 20

Набор данных Внутривыборочные Вневыборочные Внутривыборчные Вневыборочные
Data set In-of-sample Out-of-sample In-of-sample Out-of-sample

DE Greedy DE Greedy DE Greedy DE Greedy
Hang Seng Недельная волатильность / Weekly volatility, %

Mean 0.54 0.57 0.60 0.67 0.15 0.15 0.23 0.24
Std 0.18 0.18 0.15 0.19 0.07 0.07 0.13 0.14
tdiff 0.90 1.60 0.02 0.25

Доходность относительно индекса / Yield against the index, %

Mean 0.11 0.06 0.14 0.10 0.03 0.02 0.05 0.05
Std 0.15 0.17 0.16 0.20 0.05 0.05 0.08 0.07
tdiff 1.00 0.68 0.24 0.10
corr 0.98 0.98 0.98 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00

S&P 100 Недельная волатильность / Weekly volatility, %

Mean 0.67 0.67 1.00 1.01 0.19 0.19 0.48 0.49
Std 0.14 0.14 0.30 0.22 0.04 0.05 0.17 0.14
tdiff 0.01 0.19 0.08 0.22

Доходность относительно индекса / Yield against the index, %

Mean 0.00 0.00 0.04 −0.02 −0.01 0.01 −0.01 −0.03

Std 0.19 0.20 0.26 0.24 0.05 0.07 0.12 0.15
tdiff 0.07 0.81 0.59 0.38
corr 0.90 0.88 0.81 0.79 0.99 0.99 0.93 0.94

Nikkei 225 Недельная волатильность / Weekly volatility, %

Mean 0.78 0.54 1.07 1.06 0.24 0.17 0.60 0.59
Std 0.19 0.12 0.38 0.34 0.04 0.04 0.14 0.19
tdiff 4.78

∗∗∗ 0.16 5.62
∗∗∗ 0.11

Доходность относительно индекса / Yield against the index, %

Mean 0.01 −0.05 0.01 −0.07 0.01 0.01 −0.02 0.00
Std 0.18 0.15 0.28 0.24 0.07 0.05 0.17 0.13
tdiff 1.07 0.99 0.43 0.49
corr 0.94 0.97 0.89 0.88 0.99 1.00 0.96 0.96

Жадный алгоритм и алгоритм дифференциальной эволюции дают сходные резуль-
таты в отношении корреляции с эталоном (индексом). Однако можно отметить, что
у жадного алгоритма, как правило, корреляция меньше, чем у алгоритма дифферен-
циальной эволюции для внутривыборочных данных, и больше для вневыборочных
данных.

Для двух из трех наборов данных характерно наличие тяжелых хвостов (курто-
зис>3), при этом присутствует незначительная асимметрия для всех наборов данных.
Необходимо отметить, что несмотря на то что мы не накладывали ограничение на
положительность долей активов xi, оба алгоритма предлагают осуществлять корот-
кие продажи только при кардинальности K = 20. Портфели, полученные по жадному
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алгоритму и алгоритму дифференциальной эволюции существенно не отличаются по
подбору активов, а именно, пересечение множеств активов, выбранных первым и
вторым алгоритмом, были значительными.

Табл. 6 показывает, что значения асимметрии, эксцесса и величина VaR на 95 %
уровне значимости для алгоритма дифференциальной эволюции и жадного алгоритма
очень похожи.

Таблица 6 / Table 6

Значения асимметрии, эксцесса и величины VaR на уровне 95 % для алго-
ритма дифференциальной эволюции (DE) и жадного алгоритма (Greedy)
The skewness, kurtosis and 95%-VaR values for the differential evolution

algorithm (DE) and the greedy algorithm (Greedy)
Набор данных DE Greedy DE Greedy

Data set K=5 K=20
Hang Seng Распределение доходностей (вневыборочных)

Distribution of returns (out-of-sample)

Skew 0.06 0.04 0.07 0.08
Kurt 3.50 3.44 3.63 3.66
Var_95 0.95 0.95 0.95 0.95

S&P 100 Распределение доходностей (вневыборочных)

Distribution of returns (out-of-sample)

Skew 0.21 0.16 0.26 0.30
Kurt 2.49 2.75 3.44 3.30
Var_95 0.97 0.97 0.98 0.98

Nikkei 225 Распределение доходностей (вневыборочных)

Distribution of returns (out-of-sample)

Skew 0.36 0.14 0.29 0.11
Kurt 5.14 5.20 5.13 5.28
Var_95 0.96 0.95 0.96 0.96

Сравнение времени работы алгоритмов приведены в табл. 7. Результаты показы-
вают, что жадный алгоритм также работает на порядки быстрее, чем и алгоритм
дифференциальной эволюции на всех наборах данных.

Таблица 7 / Table 7

Значения процессорного времени в секундах для алгоритма дифференциальной
эволюции (DE) и жадного алгоритма (Greedy)

The CPU-time values in seconds for the differential evolution algorithm (DE)
and the greedy algorithm (Greedy)

Набор данных Параметры DE DE Greedy DE Greedy
Data set DE Parameters K = 5 K = 20

Hang Seng L = 70, N = 40 13.995 0.668 30.254 1.800
S&P 100 L = 200, N = 120 217.172 2.218 340.862 8.415
Nikkei 225 L = 200, N = 120 447.273 4.856 575.207 21.332

ВЫВОДЫ

Слежение за индексом является одной из форм пассивного управления капита-
лом, которая нацелена на создание оптимальных портфелей для репликации индекса,
балансирующих между риском и доходностью. Однако полная модель репликации
индекса, как правило, включает в себя почти все доступные активы на рынке, что
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приводит к большим затратам по сделкам и портфелю, которым очень трудно управ-
лять из-за большого числа активов.

Подводя итоги по сравнению жадного алгоритма с алгоритмом типа LASSO, необ-
ходимо отметить, что эти два алгоритма приводят к совершенно различным портфе-
лям в смысле выбора входящих в них активов. При этом алгоритм типа LASSO
дает портфели с лучшим поведением в терминах доходности, а жадный алгоритм
приводит к портфелям с лучшими характеристиками в терминах волатильности.

Что касается сравнения жадного алгоритма и алгоритма дифференциальной эво-
люции, необходимо отметить, что портфели, полученные с использованием жадного
алгоритма и алгоритма дифференциальной эволюции, существенно не отличаются
по подбору активов, при этом, как правило, не осуществляя короткие продажи. Зна-
чение t-статистики показывает, что различие между алгоритмом дифференциальной
эволюции и жадным алгоритмом, как с точки зрения доходностей относительно ин-
декса, так и с точки зрения волатильности является незначимым почти для всех
выборок. Заметим, что жадный алгоритм существенно превосходит алгоритм диффе-
ренциальной эволюции в простоте реализации и по времени выполнения алгоритма.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 18-37-00060).
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Index tracking is a passive financial strategy that tries to replicate the performance of a given index or

benchmark. The aim of investor is to find the weights of assets in her/his portfolio that minimize the tracking

error, i.e. difference between the performance of the index and the portfolio. The paper considers the index

tracking problem with cardinality constraint, i.e. the limit on the number of assets in the portfolio with non-zero

weights. Index tracking problem with cardinality constraint is NP-hard problem and it usually requires the

development of heuristic algorithms such as genetic algorithms and differential evolution algorithm. In this

paper we will examine different algorithms for solving the problem in l2-norm, including greedy algorithm,

differential evolution algorithm and LASSO-type algorithm. In our empirical analysis we use publicly available

data relating to three major market indices (the Hang Seng (Hong Kong), S&P 100 (USA) and the Nikkei 225

(Japan). To compare the three approaches (the greedy and the LASSO-type algorithms, the greedy and the

differential evolution algorithms) to the index tracking problem, we use both a moving time window procedure

and stochastic dominance principle. Moreover, we carried out the comparison using both for in-sample and

out-of-sample tracking error analysis.

Key words: index tracking, portfolio optimization, greedy algorithm, LASSO-type regression, differential

evolution algorithm.
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