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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе рассматриваются системы типа Хаара, построенные на диа-
дических системах пространств однородного типа.

Напомним некоторые определения.
Пусть X — некоторое множество. Неотрицательная симметричная функция

ρ : X × X → R называется квазиметрикой, если ρ(x, y) = 0 тогда и только тогда,
когда x = y и существует постоянная K такая, что

ρ(x, y) 6 K (ρ(x, z) + ρ(z, y)) для всех x, y, z ∈ X.

Обозначим через B(x, r) := {y ∈ X : ρ(x, y) < r} шар с центром x и радиусом r.
Известно, что если ρ — квазиметрика с коэффициентом K > 1, то шар B(x, r) может
быть неоткрытым множеством. В работе [1] доказано, что для любой квазиметрики ρ

существует такая квазиметрика ρ′, которая эквивалентна ρ, и все шары относительно
ρ′ являются открытыми множествами. В этой работе мы будем предполагать, что все
шары — открытые множества.

Напомним, что пространство (X, ρ, µ), где ρ — квазиметрика, а µ — некоторая
бореловая σ-конечная мера, определенная на некоторой σ-алгебре подмножеств мно-
жества X, называется пространством однородного типа, если существует постоянная
A такая, что

µ(B(x, 2r)) 6 Aµ(B(x, r)) < +∞ для всех x ∈ X и r > 0. (1)

В этой работе мы будем предпологать, что мера µ регулярная.
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Определение 1. Пусть (X, ρ, µ) — некоторое пространство однородного типа. Се-
мейство D =

⋃

j∈Z
D j называется диадическим семейством с параметром δ ∈ (0, 1)

в пространстве X, если каждое D j является семейством бореловых множеств
Q ⊂ X, удовлетворяющим условиям:

d1) для каждого j ∈ Z множества в D j попарно не пересекаются и X =
⋃

Q∈Dj Q;

d2) если Q ∈ D j и i < j, то существует множество Q̃ ∈ D i такое, что Q ⊂ Q̃;

d3) существует натуральное число N такое, что 1 6 card{Q′ ∈ D j+1 : Q′ ⊂ Q} 6 N

для всех j ∈ Z и Q ∈ D j.

d4) существуют постоянные a1 и a2 такие, что для каждого Q ∈ D j, j ∈ Z, суще-
ствуют шары B(x1, r1) и B(x2, r2) такие, что

B(x1, r1) ⊂ Q ⊂ B(x2, r2), r1 > a1δ
j, r2 6 a2δ

j.

Первые нетривиальные конструкции диадических семейств были рассмотрены
в [2].

В работах [3–5] дано определение системы типа Хаара, соответствующей диади-
ческой системе D и исследованы некоторые свойства этой системы.

Пусть D — некоторое диадическое семейство с параметром δ в пространстве
однородного типа X. Следуя обозначениям работы [5], для Q ∈ D j, j ∈ Z, обозначим

L (Q) := {Q′ ∈ D
j+1 : Q′ ⊂ Q}.

Положим

D̃
j := {Q ∈ D

j : card(L (Q)) > 1}, D̃ :=
⋃

j∈Z

D̃
j.

Мы будем предполагать, что в D не существуют одноточечные множества с поло-
жительной мерой. Это означает (см. также d4)), что для каждого Q ∈ D существует
n(Q) ∈ N такое, что Q ∈ D̃n(Q), т. е.

D = D̃ . (2)

Определение 2. Система простых, измеримых функций H = {h}, определенных
на X, называется системой типа Хаара (H -системой), связанной с системой D ,
если

(h1) для каждого h ∈ H существуют единственное j = j(h) ∈ Z и множество
Q = Q(h) ∈ D̃ j такие, что {x ∈ X : h(x) 6= 0} ⊂ Q, и это свойство не
выполняется для множеств из D j+1. Более того, каждая функция h постоянна
на каждом множестве Q′ ∈ L (Q(h));

(h2) для каждого Q ∈ D̃ существуют MQ := card(L (Q)) − 1 > 1 функций h ∈ H ,
удовлетворяющих 1). Множество этих функций обозначим H (Q);

(h3)
∫

X
hdµ = 0 для каждого h ∈ H ;
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(h4) если для каждого Q ∈ D̃ обозначим через VQ линейное пространство тех функ-
ций, определенных на Q, которые постоянны на каждом Q′ ∈ L (Q), то система
{

χ
Q

√

µ(Q)

}

∪ H (Q) является ортонормированным базисом в VQ, (χQ
— харак-

теристическая функция множества Q).

Заметим, что система типа Хаара, связанная с данной системой D , может быть
не единственной.

Н. К. Бари было установлено, что любая почти всюду (п. в.) конечная на [0, 1], из-
меримая функция представима рядом по системе Хаара, сходящимся к этой функции
п. в. [6, с. 527]. Затем Ф. Г. Арутюняном [7] была усилена эта теорема и доказано,
что для любой п. в. конечной на [0, 1], измеримой функции f существует абсолютно
сходящийся п. в. на [0, 1] ряд по системе Хаара такой, что

∞
∑

n=0

anχn(x) = f(x) п. в. на [0, 1].

В работах [8–10] распространен этот результат Арутюняна на другие системы,
содержащие в себе систему Хаара.

В настоящей работе доказана следующая

Теорема 1. Пусть (X, ρ, µ) — некоторое пространство однородного типа, D —
диадическое семейство с параметром δ в пространстве X, удовлетворяющее
условию (2), а H = {h} — некоторая система типа Хаара, связанная с систе-
мой D . Тогда для любой п. в. конечной на X измеримой функции f существует

ряд
∑

h∈H

ahh по системе H , который п. в. абсолютно сходится и

∑

h∈H

ahh(x) = f(x) п. в. на X.

Для каждого целого числа k0 обозначим (см. (h1))

Hk0
:= {h ∈ H : j(h) > k0}.

Нетрудно заметить, что теорема 1 следует из следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть (X, ρ, µ) — некоторое пространство однородного типа, D —
диадическое семейство с параметром δ в X, удовлетворяющее условию (2), а
H = {h} – некоторая система типа Хаара, связанная с системой D . Тогда для
любого k0 ∈ Z и любой п. в. конечной на X измеримой функции f существует ряд
∑

h∈Hk0

ahh по системе Hk0
, который п. в. абсолютно сходится и

∑

h∈Hk0

ahh(x) = f(x) п. в. на X.

Пусть {pk} — некоторая ограниченная последовательность натуральных чисел
с условием pk > 2. Допустим m0 = 1 и mk = pkmk−1, k = 1, 2, . . .. Пусть jk —
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натуральное число, удовлетворяющее условию 2jk−1 < mk 6 2jk , k ∈ N. Положим
D0 = D1 = · · · = D j1−1 = [0, 1] и

D
jk = D

jk+1 = · · · = D
jk+1−1 =

{[

i − 1

mk

,
i

mk

)

: i = 1, 2, . . . ,mk

}

, k = 1, 2, . . .

Ясно, что если jk 6 j < jk+1 и Q ∈ D j, то 2−j
6 µQ 6

max{pk}

mk+1

6
max{pk}

2jk+1−1
6

6
max{pk}

2−j
, откуда следует, что D = ∪∞

j=0D
j является диадической системой на [0, 1)

с параметром δ = 2−1, а обобщенная система Хаара H = {hn(x)}, порожденная по-
следовательностью {pk}, является H -системой, связанной с D , (определение обоб-
щенной системы Хаара см. например в [11]). Из теоремы 2 и из высшесказанного, в
частности, следует следующая

Теорема 3. Пусть H = {hn}
∞
n=0 — обобщенная система Хаара, порожденная

ограниченной последовательностью {pk}. Тогда для любой п. в. конечной на [0, 1)

измеримой функции f существует абсолютно сходящийся ряд
∞
∑

n=0

anhn(x) такой,

что
∞

∑

n=0

anhn(x) = f(x) п. в. на [0, 1).

В работе [7] для классической системы Хаара доказана следующая

Теорема. Для любой п. в. конечной измеримой на [0, 1] функции f и для любого
ε > 0 существует функция g такая, что

1) µ{x ∈ [0, 1] : f(x) 6= g(x)} < ε,
2) ряд Фурье –Хаара функции g п. в. абсолютно сходится.

Для H -систем справедлива следующая

Теорема 4. Пусть (X, ρ, µ) — некоторое пространство однородного типа, X —
ограниченное множество, D — диадическое семейство с параметром δ в X, удо-
влетворяющее условию (2), а H = {h} — некоторая система типа Хаара, свя-
занная с системой D . Тогда для любой п. в. конечной на X измеримой функции f

и любого ε > 0 существует функция g такая, что
1) µ{x ∈ X : f(x) 6= g(x)} < ε,
2) ряд Фурье функции g по системе H абсолютно равномерно сходится.

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Пусть D — некоторая диадическая система с параметром δ ∈ (0, 1) в простран-
стве однородного типа X, удовлетворяющая условию (2). Была доказана следующая
лемма [5, лемма 3.2]

Лемма 1. Пусть H = {h} — некоторая система типа Хаара, связанная с D .
Существует постоянная C такая, что для каждой функции h ∈ H

|h(x)| 6
C

√

µ(Q(h))
для всех x ∈ Q(h).
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Справедлива следующая

Лемма 2. Пусть H = {h} — некоторая система типа Хаара, связанная с D .
Тогда для любого числа ε ∈ (0, 1) и для каждого Q ∈ D существуют множество

Q′ ⊂ Q и полином PQ =
k

∑

i=1

∑

h∈H (Qi)

bhh по системе H такие, что

1) Q′ ∈ D и µ(Q′) < εµ(Q);
2) PQ(x) = 1 , если x ∈ Q \ Q′;

3) P̃Q(x) :=
k

∑

i=1

∑

h∈H (Qi)

|bhh(x)| 6
C

ε
для всех x ∈ Q;

4) P̃Q(x) = 0, если x 6∈ Q.

Доказательство. Для каждого Q ∈ D обозначим через Q∗ то множество
из L (Q), для которого

µ(Q∗) = min{µ(Q′) : Q′ ∈ L (Q)}

(если существует несколько таких множеств, то будем брать одно из них). Из (1)
и d4) нетрудно установить, что существует постоянная C1, удовлетворяющая нера-
венству

µ(Q∗) 6 µ(Q) 6 C1µ(Q∗). (3)

Обозначим через

FQ(x) =















1, если x ∈ Q \ Q∗,

−
µ(Q \ Q∗)

µ(Q∗)
, если x ∈ Q∗,

0, если x 6∈ Q.

(4)

Ясно, что
∫

X

FQdµ =

∫

Q

FQdµ = 0, (5)

поэтому из (h4) следует, что функцию FQ можно представить в следующей форме:

FQ(x) =
∑

h∈H (Q)

dQ,hh(x).

Из леммы 1 и (4) следует, что для каждого h ∈ H (Q)

|dQ,h| =

∣

∣

∣

∣

∫

Q

FQhdµ

∣

∣

∣

∣

6
C

√

µ(Q)

∫

Q

|FQ|dµ 6
2C

√

µ(Q)
µ(Q) 6 2C

√

µ(Q).

Поэтому, учитывая также d3), получим:

F̃Q(x) :=
∑

h∈H (Q)

|dQ,hh(x)| 6 2NC2 для всех x ∈ Q.

Таким образом, существует постоянная C3 такая, что

F̃Q(x) 6 C3 6 C3|FQ(x)| для всех x ∈ Q. (6)
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Пусть ε ∈ (0, 1) и Q ∈ D . Определим множества {Qm} ⊂ D следующим образом:

Q0 = Q, Qm := Q∗
m−1, m = 1, 2, . . . (7)

(т. е. m-й потомок Q с наименьшей мерой), и обозначим

k := min{m : µ(Qm+1) < εµ(Q)}. (8)

Из (4) и (7) следует, что можно поочередно выбрать положительные числа l0, l1, . . . , lk
так, чтобы l0 = 1 и для каждого m 6 k

m
∑

i=0

liFQi
(x) = 1, если x ∈ Q \ Q∗

m. (9)

Очевидно, что полином

PQ(x) :=
k

∑

i=0

∑

h∈H (Qi)

bhh(x) ≡
k

∑

i=0

liFQi
(x) =

k
∑

i=0

li
∑

h∈H (Qi)

dQi,hh(x)

и множество Q′ := Qk+1 удовлетворяют пунктам 1), 2) и 4) леммы 2.
Пусть x0 — некоторый элемент из Q, тогда либо x0 ∈ Qm \ Qm+1 для неко-

торого m ∈ {0, 1, . . . , k}, либо x0 ∈ Qk+1. Если x0 ∈ Q0 \ Q1, то для всех функ-
циий h ∈ H (Qi), i = 1, 2, . . . , k, имеем h(x0) = 0. Поэтому из (6) получим:

P̃Q(x0) = F̃Q0
(x0) 6 C3 6

C3

ε
. Если же x0 ∈ Qm \ Qm+1 и 1 6 m 6 k, то из (4) и (9)

следует, что liFQi
(x0) < 0 для всх i ∈ 0, 1, . . . ,m − 1, так как li > 0, а FQi

(x0) < 0
поэтому, учитывая (5), получим:

0 =

∫

Q

m−1
∑

i=0

liFQi
dµ = µ(Q \ Qm) +

∫

Qm

m−1
∑

i=0

liFQi
dµ 6 µ(Q) −

m−1
∑

i=0

|liFQi
(x0)|µ(Qm).

Откуда с учетом (8) получим

m−1
∑

i=0

|liFQi
(x0)| 6

1

ε
.

Следовательно (см. также (9)),

k
∑

i=0

|liFQi
(x0)| =

m
∑

i=0

|liFQi
(x0)| 6

m−1
∑

i=0

|liFQi
(x0)| + 1 +

m−1
∑

i=0

|liFQi
(x0)| 6

3

ε
.

Пусть теперь x0 ∈ Qk+1, тогда из (4) и (5) получим

0 =

∫

Q

k
∑

i=0

liFQi
dµ = µ(Q \ Qk+1) +

∫

Qk+1

k
∑

i=0

liFQi
dµ 6 µ(Q) −

k
∑

i=0

|liFQi
(x0)|µ(Qk+1).

Учитывая (3) и (8), получим:

k
∑

i=0

|liFQi
(x0)| 6

µ(Q)

µ(Qk+1)
6

C1µ(Q)

µ(Qk)
6

C1

ε
.
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Из последних неравенств и (6) следует, что для всех x ∈ Q

P̃Q(x) =
k

∑

i=0

∑

h∈H (Qi)

|lidQi,hh(x)| 6 C3

k
∑

i=0

|li||FQi
(x)| 6

C4

ε
.

Лемма 2 доказана. ¤

Лемма 3. Пусть Q ∈ D и f — некоторая измеримая п. в. конечная функ-
ция на Q. Тогда для любых N ∈ N, δ > 0 и ε ∈ (0, 1) существуют множество
R ⊂ Q и полином P (x) =

∑

h∈Ω

dhh(x) по H -системе, удовлетворяющие следующим

условиям:
1) j(h) > N для всех h ∈ Ω, (см. (h1));
2) µ(R) > (1 − ε)µ(Q);
3) |P (x) − f(x)| < δ для всех x ∈ R;

4)
∑

h∈Ω

|dhh(x)| 6
C|f(x)|

ε
, если x ∈ R;

5)
∑

h∈Ω

|dhh(x)| = 0, если x 6∈ Q.

Доказательство. Из формулировки леммы следует, что, не нарушая общности,
можно считать f неотрицательной. Допустим число M выбрано так, чтобы

µ{x ∈ Q : f(x) > M} <
ε

10
µ(Q). (10)

Выберем числа β0, β1, . . . , βn, удовлетворяющие условиям

0 = β0 < β1 < · · · < βn = M, βi − βi−1 < δ, i = 1, 2, . . . , n, (11)

и обозначим

m := min
16i6n

µ(Ei) где Ei := {x ∈ Q : βi−1 6 f(x) < βi}, i = 1, 2, . . . , n. (12)

Без ограничения общности можем считать, что m > 0 (в противном случае,
будем рассматривать только те множества Ei, для которых µ(Ei) > 0). Поскольку
множества Ei (i = 1, 2, . . . , n) измеримы, а мера µ регулярная, то для каждого i

существует открытое множество Gi такое, что

Ei ⊂ Gi и µ(Gi \ Ei) <
ε

10n
m. (13)

Можно установить (см. например [3, лемма 2.3]), что для каждого i (i = 1, 2, . . . , n)
существуют попарно непересекающиеся множества {Qα}α∈Ii

такие, что

{Qα}α∈Ii
⊂

⋃

j>N

D
j,

⋃

α∈Ii

Qα ⊂ Gi и µ
(

Gi \
(

⋃

α∈Ii

Qα

))

= 0. (14)

Так как множества Qα, α ∈ Ii, попарно не пересекаются, а µGi < ∞ (см. (12) и (13)),
то из (14) следует, что существует конечное подмножество Ĩi множества индексов Ii

такое, что

µ
(

⋃

α∈Ĩi

Qα

)

=
∑

α∈Ĩi

µQα > µGi −
ε

10
µEi. (15)
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Пусть α ∈ Ĩi. Очевидно, что если Qα ∩ Q = ∅, то Qα ⊂ ∪n
k=1(Gk \ Ek). Ясно также,

что если Qα ⊂ Qβ для некоторого β ∈ Ĩj, то Qα ⊂ Gi ∩ Gj ⊂ ∪n
k=1(Gk \ Ek), так как

множества Ei, i = 1, 2, . . . , n, попарно не пересекаются. Заметим, что из определения
диадической системы следует: если Q′, Q′′ ∈ D , то либо Q′ = Q′′, либо одно из них
является подмножеством другого. Поэтому, если из Ĩi исключим те α, для которых
Qα ∩ Q = ∅ или Qα ⊂ Qβ для некоторого β ∈ Ĩj, j 6= i, и обозначим оставшееся
подмножество индексов Ĩi через I ′

i, то с учетом (12)–(15) получим, что Qα ⊂ Q для
всех α ∈ I ′

i (i = 1, 2, . . . , n)

Qα ∩ Qβ = ∅ для всех α, β ∈ ∪n
i=1I

′
i, α 6= β, (16)

µ
(

Ei ∩
(

⋃

α∈I′i

Qα

))

> µ(Ei) − µ
(

⋃

α∈Ii\I′i

Qα

)

> µ(Ei) −
ε

10
µ(Ei) −

n
∑

k=1

µ(Gk \ Ek) >

> µ(Ei) −
ε

10
µ(Ei) −

ε

10
µ(Ei) >

(

1 −
ε

4

)

µ(Ei). (17)

Для каждого α ∈
⋃n

i=1 I ′
i, применяя лемму 2 для множества Qα и числа

ε

2
, получим

множество Q′
α ⊂ Qα и полином PQα

=
∑

h∈Γα

bhh, удовлетворяющие условиям

Q′
α ∈ D и µ(Q′

α) <
ε

2
µ(Qα), (18)

PQα
(x) = 1 для всех x ∈ Qα \ Q′

α, (19)

P̃Qα
(x) =

∑

h∈Γα

|bhh(x)| 6
C

ε
для всех x ∈ Qα, (20)

P̃Qα
(x) = 0, если x 6∈ Qα. (21)

Рассмотрим множество

R :=
n

⋃

i=1

(

Ei

⋂

(

⋃

α∈I′i

Qα \ Q′
α

))

. (22)

Из (10), (17) и (18) следует, что

µ(R) >

n
∑

i=1





(

1 −
ε

4

)

µ(Ei) −
∑

α∈I′i

ε

2
µ(Qα)



 > (1 − ε)µ(Q).

Положим

P (x) :=
∑

h∈Ω

dhh(x) ≡
n

∑

i=1

βi−1

∑

α∈I′i

PQα
(x) =

n
∑

i=1

βi−1

∑

α∈I′i

∑

h∈Γα

bhh(x). (23)

Из (11), (12), (16), (19)–(22) следует, что полином P (x) удовлетворяет всем пунктам
леммы 3. Лемма 3 доказана. ¤

Замечание 1. Если в формулировке леммы 3 функция f удовлетворяет условию
|f(x)| 6 M для всех x ∈ Q, то пункт 4. леммы 3 можно заменить условием

∑

h∈Ω

|dhh(x)| 6
CM

ε
для всех x ∈ Q,

которое следует из (20), (21) и (23).
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2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказательство теоремы 2. Пусть f — некоторая п. в. конечная, измеримая
функция, а k0 ∈ Z. Для каждого Q ∈ Dk0 обозначим

fQ(x) := f(x)χQ(x).

Поскольку множества Q в Dk0 попарно не пересекаются, то достаточно доказать, что
для каждой функции fQ существует ряд

∑

h∈ΓQ

ahh, где ΓQ — множество тех функций

из H , для которых {x : h(x) 6= 0} ⊂ Q, который абсолютно сходится и

∑

h∈ΓQ

ahh(x) = fQ(x) п. в. на X.

Пусть {εn} — некоторая последовательность положительных чисел с условием

1 > ε1 > ε2 > · · · ,

∞
∑

n=1

εn < +∞. (24)

Положим dh = 0 для всех h ∈ H (Q) =: Ω0, (см. (h2)), и P0 :=
∑

h∈Ω0

dhh ≡ 0.

Допустим уже определены полиномы Pk =
∑

h∈Ωk

dhh, k = 0, 1, . . . ,m − 1, и числа

Nk := max{j(h) : h ∈ Ωk}. Применяя лемму 3 к функции fQ(x) −
m−1
∑

k=0

Pk(x) и

числам N = Nm−1, δ = ε2
m+1 и ε = εm, получим множество Rm ⊂ Q и полином

Pm(x) =
∑

h∈Ωm

dhh(x), удовлетворяющие условиям

min{j(h) : h ∈ Ωm} > Nm−1, (25)

µ(Rm) > (1 − εm)µ(Q), (26)
∣

∣

∣
fQ(x) −

m
∑

k=0

Pk(x)
∣

∣

∣
< ε2

m+1 для всех x ∈ Rm, (27)

∑

h∈Ωm

|dhh(x)| 6
C

εm

∣

∣

∣fQ(x) −
m−1
∑

k=0

Pk(x)
∣

∣

∣, если x ∈ Rm, (28)

∑

h∈Ωm

|dhh(x)| = 0, если x 6∈ Q. (29)

Таким образом, по индукции определяются полиномы Pm и множества Rm

(m = 1, 2, . . .), удовлетворяющие условиям (25)–(29). Рассмотрим ряд

∑

h∈ΓQ

ahh(x) ≡
∞

∑

m=1

Pm(x) =
∞

∑

m=1

∑

h∈Ωm

dhh(x) (30)

и множество R :=
∞
⋃

n=1

∞
⋂

m=n

Rm. Из (24) и (26) следует, что µ(R) = µ(Q).
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Учитывая (27) и (28), для всех x ∈ Rm ∩ Rm−1 получим:

∑

h∈Ωm

|dhh(x)| 6
C

εm

ε2
m = Cεm,

которое вместе с (24) и (29) обеспечивают абсолютная сходимость ряда (30) п. в.
на X. Из (24), (27) и (29) получим, что сумма ряда (30) на множестве R являет-
ся fQ(x). Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 4. Пусть X — ограниченное множество, а D — диа-
дическое семейство с параметром δ, удовлетворяющее условию (2). Из d4) следует,
что для любого числа R > 0 существует j ∈ Z такое, что каждый элемент систе-
мы D j содержит шар с радиусом R. Следовательно, существует Q0 ∈ D такое, что
X = Q0. Допустим, что ε ∈ (0, 1) и на множестве X задана п. в. конечная измеримая
функция f(x). Для каждого k ∈ N положим

εk :=
ε

2k
, δk := ε2

k+1. (31)

В силу леммы 3 существуют множество R1 ⊂ X = Q0 и полином P1(x) =
∑

h∈Ω1

dhh(x),

удовлетворяющие условиям

µ(R1) > (1 − ε1)µ(X),

|f(x) − P1(x)| < δ1 для всех x ∈ R1.

Допустим уже построены множества R1, R2, . . . , Rk−1 и полиномы P1, P2, . . . , Pk−1

такие, что
∣

∣

∣f(x) −
k−1
∑

i=1

Pi(x)
∣

∣

∣ < δk−1 для всех x ∈
k−1
⋂

i=1

Ri.

Обозначим через gk следующую функцию:

gk(x) =







f(x) −
k−1
∑

i=1

Pi(x), если x ∈
⋂k−1

i=1 Ri,

0, если x ∈ X \
⋂k−1

i=1 Ri.

Ясно, что
|gk(x)| < δk−1 для всех x ∈ X. (32)

Для функции gk(x), применяя лемму 3 и учитывая (32) и замечание 1, получим, что
существуют множество Rk и полином Pk(x) =

∑

h∈Ωk

dhh(x) такие, что

min{j(h) : h ∈ Ωk} > max{j(h) : h ∈ Ωk−1},

µ(Rk) > (1 − εk)µ(X), (33)

∣

∣

∣
f(x) −

k
∑

i=1

Pi(x)
∣

∣

∣
= |gk(x) − Pk(x)| < δk для всех x ∈

k
⋂

i=1

Ri, (34)

∑

h∈Ωk

|dhh(x)| 6
Cδk−1

εk

= Cεk для всех x ∈ X. (35)
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Так по индукции определяются множества Rk и полиномы Pk, удовлетворяющие
условиям (33) и (34) для всех k ∈ N и условию (35) для всех натуральных k > 2.

Для каждого h ∈ H положим ah := dh, если h ∈ Ωk, k ∈ N, и ah := 0 в противном
случае. Рассмотрим ряд

∑

h∈H

ahh(x) =
∞

∑

k=1

Pk(x) =
∞

∑

k=1

∑

h∈Ωk

dhh(x) (36)

и множество R :=
⋂∞

k=1 Rk. Из (31) и (35) следует, что ряд (36) на множестве X

равномерно и абсолютно сходится к некоторой функции g, а из (31) и (33) следует,
что µ(R) > (1−ε)µ(X). Ясно также (см. (34)), что для всех x ∈ R имеем f(x) = g(x).

Теорема 4 доказана.
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On the Representation of Functions by Absolutely Convergent Series
by H -system
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The paper deals with the representation of absolutely convergent series of functions in spaces of homogeneous

type. The definition of a system of Haar type (H -system) associated to a dyadic family on a space of

homogeneous type X is given in the Introduction. It is proved that for almost everywhere (a.e.) finite and

measurable on a set X function f there exists an absolutely convergent series by the system H , which

converges to f a.e. on X . From this theorem, in particular, it follows that if H = {hn} is a generalized

Haar system generated by a bounded sequence {pk}, then for any a.e. finite on [0, 1] and measurable

function f there exists an absolutely convergent series in the system {hn}, which converges a.e. to f(x).

It is also proved, that if X is a bounded set, then one can change the values of an a.e. finite and measurable

function on a set of arbitrary small measure such that the Fourier series of the obtained function with respect

to system H will converge uniformly. The paper results are obtained using the methods of metrical functions

theory.

Key words: Haar type system, dyadic family, absolute convergence, uniform convergence.
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