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В статье рассматривается упругое однородное изотропное полупространство, заполненное средой

Коссера. На границе полупространства заданы нормальные давления. В начальный момент време-

ни и на бесконечности возмущения отсутствуют. С учетом осевой симметрии разрешающая система

уравнений включает в себя три гиперболических уравнения относительно скалярного потенциала и

ненулевых компонент векторного потенциала и вектора поворота. Решение задачи ищется в виде

обобщенных сверток заданного давления с соответствующими поверхностными функциями влияния.

Для построения последних применяются преобразования Ханкеля по радиусу и Лапласа по вре-

мени. Используется разложение в степенные ряды по малому параметру, характеризующему связь

волн сдвига и вращения. Найдены изображения первых двух коэффициентов этих рядов. Соответ-

ствующие оригиналы определяются связью плоской и осесимметричной задач. Приведены примеры

расчетов регулярных составляющих функций влияния зернистого композита из алюминиевой дроби

в эпоксидной матрице.
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ВВЕДЕНИЕ

Общая теория моментной упругости впервые была разработана братьями Коссе-
ра (E. Cosserat, F. Cosserat) в 1909 г. [1]. В ней в отличие от классической теории
упругости движение среды описывается не только вектором перемещения, но также
вектором поворота. Краткие обзоры публикаций по тематике упругих сред с микро-
структурой представлены в работах [2–7].

В настоящий момент моментная теория упругости привлекает внимание многих
исследователей. Необходимо, прежде всего, выделить работы [4–6,8–13], в которых
исследованы статические и динамические задачи для таких сред. В [11] рассмотрена
динамическая связанная осесимметричная задача микрополярной теории термоупру-
гости для изотропных слоя, полупространства или пространства. А в работах [4–6]
получены решения аналогичных нестационарных осесимметричных задач для одно-
родной изотропной среды псевдокоссера.

В [12] дана постановка и проведены аналитические исследования задач о действии
нестационарной поверхностной нагрузки на моментную упругую полуплоскость и

c© Чан Ле Тхай, Тарлаковский Д. В., 2018



Чан Ле Тхай, Д. В. Тарлаковский. Осесимметричная задача Лемба для среды Коссера

построены соответствующие нестационарные поверхностные функции влияния для
плоской задачи Лемба. В работе [13] исследовано нестационарное осесимметрич-
ное движение упругого моментного полупространства под действием нестационар-
ных нормальных поверхностных перемещений. В силу осесимметричного характера
задачи наряду с преобразованием Лапласа по времени применяется двойное преоб-
разование Фурье (или преобразование Ханкеля) по пространственным переменным.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается упругое однородное изотропное полупространство, заполненное
средой Коссера [14]. Уравнения ее осесимметричного движения при отсутствии мас-
совых сил и моментов аналогично [13] записываем относительно скалярного потен-
циала ϕ перемещений и ненулевых компонент ψ и ω векторов перемещений и угла
поворота в цилиндрической системе координат Orϑz (r > 0, −π < ϑ 6 π, z > 0) с
направленной в глубь полупространства осью Oz (точками обозначены производные
по времени):

ϕ̈ = ∆ϕ, ψ̈ =
(

γ−2
1 + α

)

∆ψ + 2αω −
(

γ−2
1 + α

) ψ

r2
,

ω̈ = γ−2
2 ∆ω − 2αβ∆ψ − 4αβω − r−2

(

γ−2
2 ω − 2αβψ

)

, z > 0.
(1)

При этом ненулевые компоненты u и w вектора перемещений связаны с потенци-
алами так:

u =
∂ϕ

∂r
− ∂ψ

∂z
, w =

∂ϕ

∂z
+

1

r

∂(rψ)

∂r
, (2)

а нетривиальные физические компоненты тензоров напряжений σξς и моментов µξς

({ξ, ς} = {r, ϑ, z}) определяются следующим образом:

σrr =
∂u

∂r
+ κ

(

∂w

∂z
+

u

r

)

, σϑϑ =
u

r
+ κ

(

∂u

∂r
+

∂w

∂z

)

, σzz =
∂w

∂z
+ κ

(

∂u

∂r
+

u

r

)

,

σrz =
(

γ−2
1 + α

) ∂w

∂r
+

(

γ−2
1 − α

) ∂u

∂z
+ 2αω,

σzr =
(

γ−2
1 + α

) ∂u

∂z
+

(

γ−2
1 − α

) ∂w

∂r
− 2αω,

µrϑ =
∂ω

∂r
− η

ω

r
, µϑr = −ω

r
+ η

∂ω

∂r
, µzϑ =

∂ω

∂z
, µϑz = η

∂ω

∂z
.

(3)

В соотношениях (1)–(3) использованы безразмерные величины (при одинаковом
начертании они обозначены штрихами, которые в них и далее опущены):

u′ =
u

L
, w′ =

w

L
, r′ =

r

L
, z′ =

z

L
, τ =

c1t

L
, ϕ′ =

ϕ

L2
, ψ′ =

ψ

L2
,

σ′
ξς =

σξς

λ + 2µ
, µ′

ξς =
Lµξς

γ + ε
, γ2

1 =
c2
1

c2
2

, γ2
2 =

c2
1

c2
3

, η =
γ − ε

γ + ε
, β =

ρL2

J
,

α′ =
α

λ + 2µ
, c2

1 =
λ + 2µ

ρ
, c2

2 =
µ

ρ
, c2

3 =
γ + ε

J
, κ =

λ

λ + 2µ
= 1 − 2γ−2

1 .

Здесь t — время; L — некоторый характерный линейный размер; λ, µ — упругие
постоянные Ламе; α, β, γ, ε — физические параметры моментной среды; ρ — ее
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плотность; J — мера инерции среды при вращении (плотность момента инерции);
c1, c2 и c3 — скорости волн растяжения-сжатия, сдвига и кручения соответственно.
Соотношения между этими скоростями могут быть различными. Далее будем считать
имеют место справедливые для композита в виде алюминиевой дроби в эпоксидной
матрице [2] неравенства c2 < c1 < c3, из которых вытекает следующее соотношение:
γ2 < 1 < γ1.

Отметим, что при α = 0 второе и третье уравнения в (1) становятся независимы-
ми.

Считаем, что в начальный момент времени возмущения отсутствуют:

ϕ |τ=0 = ϕ̇ |τ=0 = ψ |τ=0 = ψ̇ |τ=0 = ω |τ=0 = ω̇ |τ=0 = 0. (4)

Все искомые функции предполагаются ограниченными, а на граничной плоскости
подобно классической задаче Лемба [14–18] выполняются такие условия:

σzr |z=0 = 0, σzz |z=0 = δ (x, y) δ (τ) , µzϑ |z=0 = 0, (5)

где x, y — декартовы координаты в плоскости z = 0; δ (ξ) — дельта-функция Дира-
ка [15].

2. ИЗОБРАЖЕНИЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И УГЛА ПОВОРОТА

К начально-краевой задаче (1)–(5) применяем преобразования Лапласа по време-
ни τ и Ханкеля по радиусу r нулевого порядка для ϕ, w и первого порядка для ψ,
u, ω (значки «L» и «H» указывают на соответствующие изображения; s и q — па-
раметры этих преобразований). Тогда уравнения (1), равенства (2), (3) и граничные
условия (5) переходят в следующие соотношения:

∂2ϕHL

∂z2
− k2

0 (q, s) ϕHL = 0 k0 (q, s) =
√

q2 + γ2
0s

2 (γ0 = 1) , Re
√
· > 0,

(

γ−2
1 + α

) ∂2ψHL

∂z2
−

[(

γ−2
1 + α

)

q2 + s2
]

ψHL + 2αωHL = 0,

γ−2
2

∂2ωHL

∂z2
− 2αβ

∂2ψHL

∂z2
−

(

γ−2
2 q2 + s2 + 4αβ

)

ωHL + 2αβq2ψHL = 0;

(6)

uHL = −qϕHL − ∂ψHL

∂z
, wHL =

∂ϕHL

∂z
+ qψHL, σHL

zz =
∂wHL

∂z
+ κquHL,

σHL
zr =

(

γ−2
1 + α

) ∂uHL

∂z
−

(

γ−2
1 − α

)

qwHL − 2αωHL, µHL
zϑ =

∂ωHL

∂z
;

(7)

σHL
zr

∣

∣

z=0
= 0, σHL

zz

∣

∣

z=0
=

1

2π
, µHL

zϑ |z=0 = 0. (8)

Общие решения уравнений в (6) с учетом их ограниченности имеют вид [13]:

ϕHL (q, z, s) = C0 (q, s) E0 (q, z, s) , ψHL (q, z, s) =
2

∑

l=1

Cl (q, s) El (q, z, s) ,

ωHL (q, z, s) =
1

2α

2
∑

l=1

Tl (q, s) Cl (q, s) El (q, z, s) ,

Ej (q, z, s) = e−kj(q,s)z, Tl (q, s) =
(

γ−2
1 + α

) [

q2 − k2
l (q, s)

]

+ s2,

(9)
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где Cj (q, s) — постоянные интегрирования; а k1,2 (q, s) — корни биквадратного урав-
нения, приведенного в [13].

Подстановка (9) в (7) и использование условий (8) позволяет определить посто-
янные интегрирования:

C0 (q, s) = −γ2
1k

2
3 (q, s) K1 (q, s)

2πR2 (q, s)
, C1 (q, s) = −γ2

1qk0 (q, s) K3 (q, s)

πR2 (q, s)
,

C2 (q, s) = −γ2
1qk0 (q, s) K2 (q, s)

πR2 (q, s)
.

(10)

где

R2 (q, s) = −4q2k0 (q, s) K4 (q, s) − k4
3 (q, s) K1 (q, s) , K1 (q, s) = K2 (q, s) + K3 (q, s) ,

K2 (q, s) = k1 (q, s) T1 (q, s) , K3 (q, s) = −k2 (q, s) T2 (q, s) ,

K4 (q, s) = −k1 (q, s) k2 (q, s) R1 (q, s) , R1 (q, s) = T1 (q, s) − T2 (q, s) .

Поскольку вид корней k1,2 (q, s) не позволяет находить оригиналы аналитически,
то аналогично [13] используем разложения в степенные ряды по малому параметру α,
а именно, ограничиваясь линейным приближением, перемещения и угол поворота
записываем так:

u (r, z, τ) = u0 (r, z, τ) + u1 (r, z, τ) α, w (r, z, τ) = w0 (r, z, τ) + w1 (r, z, τ) α,

ω (r, z, τ) = ω0 (r, z, τ) + ω1 (r, z, τ) α.
(11)

Отметим, что первые члены равенств (11) есть решения классической задачи
Лемба для упругой среды. При этом ω0 ≡ 0. Функции же u0 и w0 найдены, например,
в [18]. Поэтому далее они не рассматриваются.

Соответствующие (11) равенства для k1,2 (q, s) получены в [13]:

kl (q, s) = k0l (q, s) + αk1l (q, s) (l = 1, 2) ,

k0l (q, s) =
√

q2 + γ2
l s

2, k11 (q, s) = − γ4
1s

2

2k01 (q, s)
, k12 (q, s) =

2βγ2
2

k02 (q, s)
,

T1 (q, s) = T12 (q, s) α2, T2 (q, s) = T20 (q, s) + αT21 (q, s) ,

T12 (q, s) = − 4βγ2
1γ

2
2

γ2
2 − γ2

1

, T20 (q, s) = γ−2
1

(

γ2
1 − γ2

2

)

s2,

T21 (q, s) = −γ−2
1 γ2

2

(

4β + γ2
1s

2
)

.

(12)

Использование (7), (9), (10) и (12) позволяет найти изображения искомых коэф-
фициентов в (11). Например, для нормального перемещения они имеют вид

wHL
1 (q, z, s) =

2
∑

j=0

wHL
1j (q, z, s), (13)

где

wHL
10 (q, z, s) =

γ6
1s

2q2k2
0 (q, s) k2

3 (q, s)

πk01 (q, s) R2 (q, s)
e−k0(q,s)z, wHL

12 (q, z, s) = 0,

wHL
11 (q, z, s) = − γ6

1s
2q2k0 (q, s)

2πk01 (q, s) R (q, s)

[

4q2k0 (q, s)

R (q, s)
− z

]

e−k01(q,s)z,

R (q, s) = k4
3 (q, s) − 4q2k0 (q, s) k01 (q, s) , k2

3 (q, s) = 2q2 + γ2
1s

2.
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3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРИГИНАЛОВ

Далее рассматриваем нормальное перемещение на поверхности полупространства.
Соответствующие изображения согласно (13) имеют вид

GHL
0w1 (q, s) = wHL

10 (q, 0, s) + wHL
11 (q, 0, s) =

1

2π
W FL

1 (q, s) . (14)

Здесь W FL
1 — изображение Лапласа по времени τ и Фурье по декартовой координа-

те x (им соответствует верхний индекс F ) соответствующей составляющей решения
плоской задачи Лемба для моментно-упругой полуплоскости. Оно получено в [12] и
записывается так:

W FL
1 (q, s) =

2γ8
1s

4q2k2
0 (q, s)

k01 (q, s) R2 (q, s)
. (15)

Его оригинал также найден в указанной работе (H (τ) — единичная функция
Хевисайда):

W1 (x, τ) =
1

∑

j=0

W1j (x, τ) H (τ − γj |x|) ,

W10 (x, τ) =
16γ4

1τ
4

π

R10 (x2, τ 2)√
τ 2 − x2

, W11 (x, τ) =
2γ4

1τ
2

π

R11 (x2, τ 2)
√

τ 2 − γ2
1x

2
,

(16)

Здесь

R1j

(

x2, τ 2
)

=
(τ 2 − x2) Pj (x2, τ 2)

P 2
3 (x2, τ 2)

, P0

(

x2, τ 2
)

=
(

2τ 2 − γ2
1x

2
)2 (

τ 2 − x2
)

,

P1

(

x2, τ 2
)

=
(

γ2
1x

2 − 2τ 2
)4

+ 16τ 4
(

τ 2 − x2
) (

τ 2 − γ2
1x

2
)

,

a P3 (x, τ) — многочлен, имеющий следующий вид [15, 18]:

P3 (x, τ) = γ6
1x

3 − 8γ4
1x

2τ + 8γ2
1 (2 + κ) xτ 2 − 8 (1 + κ) τ 3 = γ6

1

(

x − c2
Rτ

)

P2 (x, τ) ,

P3

(

c2
R, 1

)

= 0, P2 (x, τ) = x2 − 2a2xτ + b2τ 2, a2 =
4

γ2
1

− c2
R

2
, b2 = 16

γ2
1 − 1

γ8
1c

2
R

(cR — скорость волн Релея).
При этом для дискриминанта D2 (κ) многочлена P2 имеют место следующие со-

отношения:

cR < γ−1
1 , D2 (κ) > 0 (0 6 κ < κ∗ ≈ 0, 357) , D2 (κ∗) = 0, D2 (κ) < 0 (κ∗ < κ < 1) .

Далее для определенности ограничимся случаем κ∗ < κ.
Равенства (14) позволяют найти оригинал функции GHL

0w1 с помощью утверждений
о связи преобразований Фурье и Ханкеля [15,18]. При этом учитываем, что для этой
функции использовалось преобразование Ханкеля нулевого порядка. Кроме того,
принимаем во внимание, что функция W1 (x, τ) — четная функция по x. В результате
получаем (интегралы понимаются в смысле регуляризованных значений):

G0w1 (r, τ) = − 1

π

∞
∫

r

xW1 (x, τ) dx

(x2 − r2)3/2
= −γ2

1

π

1
∑

j=0

I1j (r, τ) H (τ − γjr), (17)
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где

I1j (r, τ) =
A1jγ

2
1τ

π

γ−2

j
∫

r2/τ2

Q1j (z) dz
√

(

1 − γ2
j z

)

(τ 2z − r2)
, Q1j (z) =

R1j (z, 1)

τ 2z − r2
,

A10 = 8, A11 = 1.

С помощью разложения рациональной части подынтегральной функции на эле-
ментарные дроби в последнем интеграле выделяем регулярную и сингулярную части:

I1j (r, τ) =
A1j

γ10
1

[Kjr (r, τ) + Kjs (r, τ)] , (18)

где

Kjr (r, τ) =
1

πτ 2

γ−2

j
∫

r2/τ2

Φj (z, r2/τ 2)
√

(

1 − γ2
j z

)

(z − r2/τ 2)
dz,

Φj (z, ξ) =

[

Fj (z) − Fj (ξ)

z − ξ
− Fj (z) − Fj (c2

R)

z − c2
R

]

1 − ξ

(ξ − c2
R)

2−

−1 − c2
R

ξ − c2
R

Fj (z) − Fj (c2
R) − F ′

j (c2
R) (z − c2

R)

(z − c2
R)

2 ,

Fj (z) =
Pj (z, 1)

P 2
2 (z, 1)

;

Kjs (r, τ) = hj1 (τ)
(

r2 − τ 2c2
R

)−3/2

+
+ hj2 (r, τ)

(

r2 − τ 2c2
R

)−5/2

+
,

hj1 (τ) = − (1 − c2
R) τ

2
(

1 − γ2
j c

2
R

)3/2

[

γ2
j Fj

(

c2
R

)

+ 2
(

1 − γ2
j c

2
R

)

F ′
j

(

c2
R

)]

,

hj2 (r, τ) = −τ
(3 − c2

R) τ 2 − 2r2

2
√

1 − γ2
j c

2
R

Fj

(

c2
R

)

.

Достаточно просто доказывается, что функция Φj (z, ξ) доопределяется непрерыв-
ным образом:

Φj

(

z, c2
R

)

= −Fj (z) − Fj (c2
R) − F ′

j (c2
R) (z − c2

R)

(z − c2
R)

2 , Φj

(

c2
R, c2

R

)

= −1

2
F ′′

j

(

c2
R

)

.

Выясним, как ведет себя функция G0w1 (r, τ) на границах носителя ее составляю-
щих. Прежде всего, отметим, что носителями слагаемых в (17) и функций Kjs (r, τ)
являются множества τ > γjr и r > cRτ соответственно. При этом функции Kjr (r, τ)
в (18) непрерывные и для них справедливы равенства

lim
τ→γjr+0

Kjr (r, τ) = lim
τ→+∞

Kjr (r, τ) = 0. (19)

Функция Kjs (r, τ) при τ = γjr принимает конечное значение:

Kjs (r, γjr) = − π

r3
(

1 − γ2
j c

2
R

)3{
(

1 − c2
R

) (

1 − γ2
j c

2
R

)

F ′
j

(

c2
R

)

+
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+Fj

(

c2
R

) [(

2 − c2
R

)

γ2
j − 1

]

}, (20)

а на фронте волны Релея коэффициенты hj1 и hj2 при ее сингулярных составляющих
определяются так:

hj1 (r/cR) = − (1 − c2
R) r

2cR

(

1 − γ2
j c

2
R

)3/2

[

γ2
j Fj (c2

R) + 2
(

1 − γ2
j c

2
R

)

F ′
j (c2

R)
]

,

hj2 (r, r/cR) = − 3 (1 − c2
R) r3

2c3
R

√

1 − γ2
j c

2
R

Fj (c2
R) .

(21)

Окончательно с учетом неравенств 1 < γ1 < c−1
R из (17)–(21) получаем:

G0w1 (r, τ) = 0 (τ < r) , lim
τ→r+0

G0w1 (r, τ) = −A10

πγ8
1

K0s (r, r) , lim
τ→+∞

G0w1 (r, τ) = 0,

lim
τ→γ1r−0

G0w1 (r, τ) = −A10

πγ8
1

[K0r (r, γ1r) + K0s (r, γ1r)] ,

lim
τ→γ1r+0

G0w1 (r, τ) = lim
τ→γ1r−0

G0w1 (r, τ) − A11

πγ8
1

K1s (r, γ1r) ,

lim
τ→r/cR+0

G0w1 (r, τ) = − 1

πγ8
1

[A10K0r (r, r/cR) + A11K1r (r, r/cR)] .

Следовательно, график этой функции при фиксированных r имеет в точках τ = r
и τ = γ1r разрывы первого рода, а в точке τ = r/cR левую вертикальную асимптоту.

Отметим, что решение осесимметричной задачи Лемба для упругой среды имеет
степенную особенность порядка −3/2 на фронте волны Релея r = cRτ . Для мо-
ментной же среды, как вытекает из формул (17) и (18), появляется дополнительная
особенность порядка −5/2. Кроме того, обращает на себя внимание тот факт, что рас-
смотренное первое приближение для нормального перемещения не содержит фронта
волны кручения.

4. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТОВ

Полагаем, что материалом, заполняющим полупространство, является зернистый
композит из алюминиевой дроби в эпоксидной матрице со следующими физическими
характеристиками [2]:

λ = 7.59ГПа; µ = 1.89ГПа; α = 7.45МПа; γ + ε = 2.64 кН; J = 0.429 · 10−3кг/м.

В качестве характерного линейного размера принимаем L = 1м. При этом безраз-
мерные параметры таковы:

γ1 = 2, 45; γ2 = 0, 92; α = 0, 66 · 10−3; β = 5, 1 · 106; c2
R = 0, 148.

На рисунке представлены зависимости функций влияния G0w1 от времени τ для
трех радиусов: r = 0.2, r = 0.4 и r = 0.6.
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Зависимости функции G0w1 от времени τ : сплошная кривая соответст-
вует r = 0.2, пунктирная — r = 0.4, а штрихпунктирная — r = 0.6

The function G0w1 depends on time τ : the solid curve corresponds r = 0.2,
dashed — r = 0.4, dot-dash — r = 0.6
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The article deals with elastic homogeneous isotropic half-space filled with the Cosserat medium. At the initial

instant of time and at infinity, there are no perturbations. At the boundary of the half-space, normal pressures

are given. All the components of the stress-strain state are supposed to be limited. A cylindrical coordinate

system is used with an axis directed inward into the half-space. With allowance for axial symmetry, the

resolving system of equations includes three hyperbolic equations with respect to the scalar potential and

the non-zero components of the vector potential and the rotation vector. The components of displacement

vectors, rotation angle, stress tensors and stress moments are related to the potentials by known relationships.

The solution of the problem is sought in the form of generalized convolutions of a given pressure with the

corresponding surface influence functions. To construct the latter, Hankel transformations along the radius

and Laplace transformations are applied in time. We use the expansion in power series for a small parameter

characterizing the connection between the shear and rotation waves. The images of the first two coefficients

of these series are found. The corresponding originals are determined by the connection between the plane

and axisymmetric problems. Examples of calculations of the regular components of the influence of a granular

composite from an aluminum shot in an epoxy matrix are given.

Key words: Cosserat medium, surface influence functions, Laplace and Hankel integral transformations, the

small parameter method, connection between plane and axisymmetric problems.
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