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ВВЕДЕНИЕ

Деформированные свойства многих материалов зависят от вида внешних воз-
действий. Данное явление характерно для большинства гетерогенных материалов,
и степень такой зависимости определяется структурными особенностями материа-
лов. Анализ результатов экспериментальных исследований свидетельствует о том,
что для данных материалов отсутствует единая диаграмма зависимости эквивалент-
ного напряжения от эквивалентной деформации, а также проявляется взаимосвязь
сдвигового и объемного деформирования.

Под зависимостью деформационных свойств материалов от вида внешних воздей-
ствий обычно понимается различие модулей упругости при одноосном растяжении
и одноосном сжатии, которое получило название разномодульности [1–13]. Следует
отметить, что диаграммы деформирования материалов обладают некоторой нелиней-
ностью даже при малых деформациях, и определение модуля упругости по таким
диаграммам приводит к соответствующей погрешности. Поскольку диаграммы де-
формирования при растяжении и сжатии разные, то под разномодульностью обычно
понимается различие в значениях некоторых секущих модулей при линейной аппрок-
симации слабо нелинейных диаграмм деформирования [8]. Следует также отметить,
что одноосное растяжение и одноосное сжатие — это всего лишь два частных вида
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из множества возможных видов напряженных состояний, и если свойства разли-
чаются для двух частных видов нагружения или деформирования, то, естественно,
они отличны и для других видов напряженного состояния. Это подтверждается
результатами экспериментальных исследований свойств конструкционных графитов,
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Рис. 1. Эквивалентные диаграммы дефор-
мирования чугуна СЧ 15-32: 1 — од-
ноосное растяжение, 3 — чистый сдвиг,
6 — одноосное сжатие, 2, 4, 5 — про-
порциональное нагружение с параметром

ξ = 0.232,−0.064,−0.126

Fig. 1. Equivalent deformation diagrams of
cast iron 15-32: 1 — uniaxial tension; 3 —
pure shear; 6 — uniaxial compression; 2,
4, 5 — proportional loading with parameter

ξ = 0.232,−0.064,−0.126
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Рис. 2. Эквивалентные диаграммы дефор-
мирования конструкционного графита APB:
1 — одноосное растяжение, 2 — одноосное
сжатие, 3 — сдвиг, 4 — равномерное двух-

осное растяжение
Fig. 2. Equivalent strain diagrams of struc-
tural graphite APB: 1 — uniaxial tension;
2 — uniaxial compression; 3 — shear;

4 — proportional biaxial tension

бетона, чугуна, теплозащитных матери-
алов, горных пород, композитных ма-
териалов и многих других [14, 15].
Поэтому при описании деформирова-
ния данных материалов необходимо
использовать параметры вида напря-
женного состояния, один из которых
представляет собой отношение гидро-
статической компоненты напряжений
σ = σii/3 к эквивалентному напряже-

нию σ0 =
√

3
2
SijSij, где Sij = σij − σδij.

Параметр ξ = σ/σ0 характеризует в
среднем соотношение между нормаль-
ными и касательными напряжениями в
точке сплошной среды [16].

Эффект чувствительности механи-
ческих характеристик материалов к ви-
ду внешних воздействий или виду на-
пряженного состояния можно проил-
люстрировать на основе анализа ре-
зультатов экспериментальных исследо-
ваний свойств чугуна и конструкцион-
ного графита [15]. На рис. 1 приве-
дены эквивалентные диаграммы дефор-
мирования серого чугуна СЧ15-32, по-
лученные на основе испытаний труб-
чатых образцов при действии осевой
нагрузки и крутящего момента, где

ε0 =
√

2
3
eijeij — эквивалентная дефор-

мация, eij = εij − 1
3
εδij — девиатор

деформаций, ε = εkk — объемная де-
формация в случае малых деформаций.
Кривая 1 соответствует одноосному рас-
тяжению (ξ = 1/3), кривая 3 — чисто-
му сдвигу (ξ = 0), кривая 6 — одно-
осному сжатию (ξ = −1/3). Кривые 2,
4 и 5 получены в условиях пропорци-
онального нагружения при различных
значениях отношения осевой нагрузки и
крутящего момента, им соответствуют
следующие значения параметра ξ: 0.232,
−0.064, −0.126.

На рис. 2 приведены эквивалентные
диаграммы деформирования, получен-
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ные на основе испытаний трубчатых образцов графита APB в условиях одноосного
растяжения (1), одноосного сжатия (2), сдвига (3), равномерного двухосного растя-
жения (4), при котором параметр ξ = 2/3. Таким образом, вместо «единой кривой»
зависимости σ0 ∼ ε0 имеется серия криволинейных диаграмм деформирования. Для
графита нелинейность диаграмм значительно меньше, чем для чугуна, и они допуска-
ют использование линейной аппроксимации в определенном диапазоне деформаций,
но начальный наклон диаграмм практически одинаковый.

1. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ

Для условий активного нагружения можно ввести потенциал деформаций, опи-
сывающий зависимость механических свойств материалов от вида напряженного со-
стояния [14]

Φ =
1

2
(A + Bξ2)σ2

0 + [1 + κ(ξ)] g(σ0), A =
2

3

1 + ν

E
, B =

3(1 − 2ν)

E
. (1)

Первое слагаемое в (1) совпадает с потенциалом для линейноупругого тела, а вто-
рое характеризует нелинейность диаграмм деформирования. Наиболее распростра-
ненное выражение для функции g(σ0) – это степенная зависимость, g(σ0) = kσn

0 /n.
Дифференцируя выражение (1) по напряжениям, получаем уравнения связи между
деформациями и напряжениями, которые имеют следующий вид:

εij =
3

2

[

A + λ(ξ)kσn−2
0 )

]

Sij +
1

3

[

B + Λ(ξ)kσn−2
0 )

]

σδij, (2)

λ(ξ) = 1 + κ − κ
′(ξ)ξ

n
, Λ(ξ) =

κ
′(ξ)

ξn
.

Функции λ(ξ) и Λ(ξ) и их производные связаны соотношениями:

λ(ξ) + ξ2Λ(ξ) = 1 + κ(ξ), λ′(ξ) + ξ2Λ′(ξ) = (n − 2)ξΛ(ξ). (3)

В отсутствии зависимости деформационных свойств материалов от вида напря-
женного состояния функция κ(ξ) ≡ 0 и определяющие соотношения (2) совпадают с
соотношениями деформационной теории пластичности.

Используя (2), можно получить выражения для эквивалентной деформации и
объемной деформации

ε0(ξ) =
[

A + λ(ξ)kσn
0
−2

]

σ0, ε =
[

B + Λ(ξ)kσn
0
−2

]

σ. (4)

Из выражений (4) можно получить соотношение, связывающее эквивалентную и
объемную деформации:

ε =
B + Λ(ξ)kσn

0
−2

A + λ(ξ)kσn
0
−2

ξε0.

Последнее соотношение означает, что в рассматриваемых материалах процессы
объемного и сдвигового деформирования взаимосвязаны. В условиях пропорциональ-
ного нагружения параметр ξ постоянный, но принимает разные значения для разных
видов нагружения. Функция λ(ξ) = (ε0 − Aσ0)(kσn

0
−2)−1 характеризует расхождение

между диаграммами зависимости эквивалентного напряжения от эквивалентной де-
формации для разных условий пропорционального нагружения. При этом функцию
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Λ(ξ) можно определить из второго соотношения (3), которое представляет собой
дифференциальное уравнение для Λ(ξ) при известной функции λ(ξ), которая может
быть определена на основе результатов экспериментальных исследований. Решение
этого уравнения имеет следующий вид:

Λ(ξ) =

(

−
∫

λ′(ξ)

ξn
dξ + C0

)

ξn−2. (5)

Условия единственности решения задач с использованием определяющих соотно-
шений (2) имеют следующий вид:

(A + Bξ2)σ2
0

2
+

1

n

[

λ(ξ) + ξ2Λ(ξ)
]

kσn
0 > 0,

A + [(n − 1)λ(ξ) − ξλ′(ξ)] kσn
0
−2 > 0,

B + [Λ(ξ) − ξΛ′(ξ)] kσn
0
−2 − [λ′(ξ)kσn

0
−2]

2

A + [(n − 1)λ(ξ) − ξλ′(ξ)] kσn
0
−2(ξ)

> 0.

В тех случаях, когда нелинейность диаграмм деформирования незначительная
и допускает их линейную аппроксимацию в определенном диапазоне деформаций,
показатель n функции g(σ0) равен 2, соотношения (2) упрощаются и могут быть
представлены в виде

εij(ξ) =
3

2
ω(ξ)Sij +

1

3
Ω(ξ)δij, (6)

где ω(ξ) = −κ
′(ξ)(A + Bξ2)ξ

2
+ A [1 + κ(ξ)], Ω(ξ) =

κ
′(ξ)(A + Bξ2)

2ξ
+ B [1 + κ(ξ)] .

Соотношения (6) представляют собой вариант определяющих соотношений, кото-
рый позволяет учесть различие моделей упругости не только при одноосном растя-
жении и одноосном сжатии, но и в более полной мере описать зависимость дефор-
мационных свойств материалов от создаваемого при нагружении вида напряженного
состояния. При этом ω(ξ) = ε0/σ0 и вместо серии криволинейных диаграмм получает-
ся серия прямолинейных диаграмм зависимости между эквивалентным напряжением
и эквивалентной деформацией.

2. НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ В КОЛЬЦЕВОЙ ПЛАСТИНЕ

Рассмотрим кольцевую пластину при заданных граничных условиях на внут-
реннем радиусе a и внешнем радиусе b. Напряженно-деформированное состояние
в такой пластине будет обобщенно плоским с осевой симметрией. Радиальная и
окружная деформации выражаются через радиальное перемещение u(r) по формулам
εrr(r) = du(r)/dr, εφφ(r) = u(r)/r Для решения задачи имеем уравнение совместно-
сти деформаций и уравнение равновесия:

dεφφ(r)

dr
+

εφφ(r) − εrr(r)

r
= 0,

dσrr(r)

dr
+

σrr(r) − σφφ(r)

r
= 0.

Пусть пластина изготовлена из материала с зависимостью свойств от вида на-
пряженного состояния. Внутренний радиус (r = a) пластины жестко зафиксирован,
т. е. urr(a) = 0, а на внешнем радиусе (r = b) действует равномерно распределенное
по всей окружности и направленное по радиусу напряжение q. Поскольку состоя-
ния связи между напряжениями и деформациями нелинейные вследствие наличия
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в них параметра ξ, то уравнения получаются нелинейными и при их интегрирова-
нии необходимо использовать численные методы. Найдем численное решение для
напряжений и деформаций в каждой точке пластины.

Приведенные на рис. 2 диаграммы нелинейны даже при очень малых дефор-
мациях, поэтому при определении деформационных свойств материала обычно ис-
пользуется линейная аппроксимация слабо нелинейных диаграмм деформирования в
определенном диапазоне деформаций. Для графита АРВ модули упругости и коэф-
фициенты Пуассона определялись при значении продольной деформации 0.001. При
такой аппроксимации модуль упругости и коэффициент Пуассона при одноосном рас-
тяжении E+ = 5.1 · 103 МПа, ν+ = 0.2, а при одноосном сжатии E− = 7.83 · 103 МПа,
ν− = 0.35. На основе анализа экспериментальных данных установлено, что функция
ω(ξ) в определяющих соотношениях (5) также может быть аппроксимирована линей-
ной зависимостью ω(ξ) = A+Cξ с коэффициентом C/A = 0.45 [8], тогда Ω(ξ) = B+C

ξ
.

Во всех уравнениях и определяющих соотношениях перейдем к безразмерным вели-
чинам, отнеся радиальную координату к внутреннему радиусу a пластины, а вместо
напряжения введем безразмерную величину Aσij. В случае линейной аппроксимации
диаграмм деформирования определяющие соотношения примут вид

εij =
3

2

(

C

A
ξ + 1

)

S̃ij +
1

3

(

C

Aξ
+

B

A

)

σ̃δij,

где S̃ij и σ̃ — это обезразмеренные величины. Далее знак над напряжениями опущен.
Для графита при C/A = 0.45 распределения напряжений и деформаций представ-

лены на рис. 3.
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Рис. 3. Распределения напряжений и деформаций в пластине (C = 0.45 — пунктирная ли-
ния, C = 0 — сплошная линия): а — радиальное напряжение; б — окружное напряжение;

в — радиальные деформации; г — окружные деформации
Fig. 3. The distributions of stresses and strains in the plate (C = 0.45 dotted line, C = 0
solid line): a — radial stress; b — circumferential stress; c — radial deformations; d —

circumferential deformations
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Кроме того, проведены расчеты для C/A = 0, то есть для случая, когда зависи-
мостью свойств материала от вида напряженного состояния пренебрегают.

Сравнение результатов расчетов для данных значений параметра C/A позволя-
ет сделать некоторые выводы относительно степени влияния зависимости дефор-
мационных свойств материалов от вида напряженного состояния на распределения
напряжений и деформаций в рассмотренном частном случае пластины. Результаты
расчетов свидетельствуют о том, что пренебрежение данной зависимостью может
привести к существенной погрешности результатов расчетов. Для графита в отличие
от классического решения (C/A = 0) составляет 8% для радиального и 27% для
окружного напряжений. Для деформаций это отличие более заметно и составляет
26% для радиальной и 28% для окружной деформации. При этом параметр вида на-
пряженного состояния ξ меняется в пределах от 0.46 до 0.64. В тех случаях, когда
диапазон изменения этого параметра больше, эффект будет более значительным.

ВЫВОД

Приведенные в работе результаты экспериментальных исследований свидетель-
ствуют о том, что расхождение диаграмм деформирования материалов при разных
условиях нагружения может быть весьма существенным. Сформулированные ранее
авторами соотношения, связывающие напряжения и деформации, хорошо описыва-
ют эффект зависимости диаграмм деформирования от вида напряженного состояния
и позволяют получать достоверные результаты о напряженно-деформированном со-
стоянии в телах. Рассмотрены различные варианты определяющих соотношений, в
том числе и для случая слабо нелинейных диаграмм, допускающих их линейную
аппроксимацию в выбранном диапазоне деформаций. Этот вариант соотношений ис-
пользован при анализе напряжений и деформаций в пластине. Расчеты проведены на
основе значений характеристик, определенных для конструкционного графита АРВ.
При этом обнаружено достаточно заметное различие в величинах напряжений и
деформаций по сравнению с решением задачи для материала, свойства которого ин-
вариантны к виду внешних воздействий, которое достигало 28%. Следует отметить,
что результаты расчетов существенным образом зависят от диапазона изменения па-
раметра вида напряженного состояния при решении конкретных задач и чем шире
этот диапазон, тем более значительно влияние эффекта зависимости свойств мате-
риалов от вида напряженного состояния.
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The paper analyzes the properties of the constitutive relations proposed to describe the behavior of materials

whose deformation diagrams depend on the type of external forces. In this case, various forms of nonlinearity

arise, related to the dependence of the properties of materials on the type of the stressed state, the nonlinearity

of the deformation diagrams, and the relationship between the shear and volume deformation processes.

The influence of these forms of nonlinearity on the distribution of stresses and strains in a circular plate

under different boundary conditions is investigated. The stress and strain fields were calculated for structural

graphite and they are compared with the results of calculations for a classical physically nonlinear material

whose properties are invariant to the form of external forces. The conditions imposed on the parameters of

material functions that ensure the uniqueness of the solution of boundary value problems are established.
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