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В работе обсуждаются основы спектрального метода В. А. Ильина на примере простого диффе-

ренциального оператора второго порядка на отрезке числовой прямой. Сформулирована первая
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замечательного подвижника математики

Владимира Александровича Ильина

В 1975 г. В. А. Ильин опубликовал две работы [1, 2], заложившие основу нового
метода исследования свойств собственных и присоединенных функций как самосо-
пряженных, так и несамосопряженных дифференциальных операторов (модификация
спектрального метода Ильина [3], разработанного для исследования самосопряжен-
ных эллиптических операторов). Эти работы посвящены вопросам локальной базис-
ности подсистемы корневых функций пучка М. В. Келдыша обыкновенных диффе-
ренциальных операторов и вопросам равносходимости разложений. Новый подход
заключался в отказе от рассмотрения конкретных краевых форм оператора. Заме-
няли их конструктивные и легко проверяемые условия на собственные значения и
системы корневых функций, т.е. рассматриваются некоторые сужения максимального
оператора. Идея такого подхода восходит к А. Н. Тихонову.

В дальнейшем В. А. Ильиным и его учениками метод был применен к широкому
классу неисследованных ранее обыкновенных и эллиптических операторов, спек-
тральные задачи для которых содержали линейно собственные значения. Получе-
ны необходимые и достаточные условия безусловной базисности в L 2(0, 1) систем
корневых функций, локальной базисности и локальной равносходимости биортого-
нальных разложений функций с тригонометрическим рядом Фурье, равносходимости
этих разложений на всем отрезке.
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В основе метода лежит рассмотрение обобщенных корневых функций оператора,
являющихся только регулярными решениями соответствующего дифференциального
уравнения со спектральным параметром. Используются интегральные представления
(формулы среднего значения, формулы сдвига) для решений этого уравнения. В слу-
чае исследования равносходимости разложений из модифицированного ядра Дирихле
выделяется спектральная функция оператора и далее проводится эффективная оцен-
ка остатка с использованием априорных оценок корневых функций. В случае иссле-
дования безусловной базисности доказывается справедливость неравенства Бесселя
для операторов L и L∗ и далее используется известная теорема Н. К. Бари [4] о
базисах Рисса.

Безусловная базисность. Базис Рисса. Сформулируем результаты В. А. Ильина
и его учеников по безусловной базисности систем корневых функций на всем отрезке
G = [0, 1] в пространстве H = L 2(G).

Напомним, что базисом Рисса в H называется базис, эквивалентный ортонорми-
рованному, т.е. он получается из ортонормированного в H базиса после применения
к этому базису некоторого ограниченного обратимого оператора [4]. Базис Рисса
является базисом безусловной сходимости, т.е. сходимость не нарушается при лю-
бой перестановке членов ряда. Для базиса Рисса {un} в H существует единственная
биортогональная система {vn}, также образующая базис Рисса в H. Обе эти системы
являются почти нормированными в H, т. е. infn‖un‖H > 0 и supn‖un‖H < ∞.

Для доказательства теоремы о базисности Рисса используется следующая теоре-
ма Н. К. Бари [4]. Пусть {un}, {vn} — биортогональные системы в простран-
стве H. Для того чтобы {un} образовывала базис Рисса в пространстве H,
необходимо и достаточно, чтобы {un} и {vn} были полны в H и для них было
справедливо неравенство Бесселя. В нашем случае система, биортогонально сопря-
женная с системой корневых функций оператора L, является системой корневых
функций формально сопряженного с ним оператора L+.

Рассмотрим оператор L, действующий в пространстве H, порожденный диффе-
ренциальной операцией l = d2/dx2 + q(x), q ∈ L , на классе функций D — абсолютно
непрерывных на G вместе со своей производной первого порядка. Обозначим через
L+ формально сопряженный с L оператор, действующий в H, порожденный диффе-
ренциальной операцией l∗ = d2/dx2 + q(x) на множестве D∗ = D.

Рассмотрим биортонормированную в H пару систем {un(x)}, {vn(x)} обобщенных
собственных и присоединенных (кратко — корневых) функций операторов L и L+,
т. е. для каждого n ∈ N : un ∈ D, vn ∈ D∗, для некоторого числа λn ∈ C почти

всюду в G имеют место равенства lun + λ2
nun = θnµnun−1, l∗vn + λ

2

nvn = θn+1µnvn+1,
где θn = 0, и тогда un называется собственной функцией, либо θn = 1
(в последнем случае λn = λn−1), и un называется присоединенной функцией,
θ1 = 0, (un, vk) = δnk, n, k ∈ N . Числа µn выбираем в зависимости от рассмат-
риваемой спектральной задачи 1 или 2: µn = 1 (задача 1), либо µn = ωλn при
|λn| > 1, µn = ω = const 6= 0 при |λn| < 1 (задача 2); коэффициент µn влияет только
на нормировку присоединенных функций.

Отметим, что если рассматривается существенно несамосопряженный оператор L,
т. е. общее число присоединенных функций в его системе корневых функций явля-
ется бесконечным, то базис Рисса могут образовывать только корневые функции,
являющиеся решением спектральной задачи 2.

Зафиксируем произвольное число γ > 0 и свяжем с ним следующее спектральное
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множество Πγ = {λ ∈ C : λ = ̺ + iµ, ̺, µ ∈ R, ̺ > 0, |µ| 6 γ}. Будем рассматривать
числа {λn} такие, что с некоторыми постоянными c0 > 0, γ > 0

λn ∈ Πγ ,
∑

λ6|λn|6λ+1

1 6 c0, ∀ λ > 0, (1)

т. е. числа λn лежат в полосе около вещественной оси, нет конечных точек сгу-
щения и количество присоединенных функций, отвечающих одному собственному
значению, равномерно ограничено.

Теорема 1 (см. [5]). Для того чтобы полные в H системы {un(x)},
{vn(x)} обобщенных корневых функций операторов L и L+, отвечающих чис-
лам {λn} ∈ Πγ, являлись безусловными базисами в H, необходимо и достаточно,
чтобы были справедливы два неравенства: неравенство (1) для суммы единиц и
неравенство

‖un‖2 · ‖vn‖2 6 c, n = 1, 2, . . . , (2)

где ‖ · ‖2 = ‖ · ‖L 2(G).

В работе [5] установлен также следующий принципиальный факт: условие ба-
зисности Рисса или обычной базисности системы корневых функций нельзя вы-
разить в традиционной форме задания типа краевых условий. Так, корневые
функции оператора L, порожденного дифференциальной операцией

lu = u′′ + p1(x)u′ + p2(x)u, x ∈ G, (3)

одними и теми же краевыми условиями u(0) = 0, u′(0) = u′(1) при p1(x) ≡ p2(x) ≡ 0 и
при правильном выборе присоединенных функций образуют базис Рисса в H, а при
p1(x) ≡ 1, p2(x) ≡ 0 не обладают свойством базисности в H ни при каком выборе
корневых функций.

Этот пример показывает, что при одних и тех же краевых условиях наличие или
отсутствие свойства базисности определяется значениями коэффициентов дифферен-
циального оператора.

Отметим, что в [5] рассмотрен оператор L с дифференциальной операцией (3)
и с условием p1(x) ∈ W 1

1 (G) (p2 ∈ L ). Это условие позволяет известной подста-
новкой убрать слагаемое p1(x)u′

n(x) из уравнения на собственные и присоединенные
функции и рассматривать далее уравнение с потенциалом q(x) ∈ L (G).

Работа В. А. Ильина [5] послужила отправной точкой для многочисленных ис-
следований по проблеме безусловной базисности. Прежде чем доказывать теорему 1,
перечислим некоторые из полученных результатов в этом направлении.

В работе [6] основной результат работы [5] перенесен на случай разрывного
оператора L, т. е. на случай, когда корневые функции un(x) удовлетворяют соответ-
ствующему дифференциальному уравнению не почти всюду на всем интервале G,
а только на каждом частичном интервале (ξl−1, ξl), возникающем при разбиении G
точками 0 = ξ0 < ξ1 < ξ2 < . . . < ξs < ξs+1 = 1. При этом в точках ξp, 1 6 p 6 s,
допускаются совершенно произвольные условия сшивания корневых функций.

Основной результат работы [6] нацелен на установление условий базисности
Рисса задач с так называемыми нелокальными краевыми условиями, например, с
условиями вида

u(1) =
s∑

l=1

αlu(ξl) и u′(0) =
s∑

l=1

βlu
′(ξl).
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Задачи, сопряженные к задачам с такими условиями, как раз и являются задачами
с разрывным оператором.

Результат работы [6] перенесен в [7] на разрывный оператор Шредингера
(lU = U ′′ + Q(x)U) с матричным неэрмитовым потенциалом Q(x) с комплекснознач-
ными и только суммируемыми на G элементами Qij(x). Соответствующие теоремы
в [6,7] формулируются в точности как теорема 1.

Этот результат получил развитие в нескольких направлениях. Для системы урав-
нений первого порядка теорему доказали Е. И. Моисеев и М. Барновска [8]. На
операторы 4-го порядка теорему 1 перенес Н. Б. Керимов [9, 10]. В дополнение к
условиям теоремы 1 показано, что необходимым и достаточным условием базисности
для дифференциальных операторов порядка выше второго является условие

∃ c = const > 0 :
∑

|λn|6N

‖un‖2
∞‖un‖−2

2 6 cN,

для каждой из систем {un} и {vn}. Для оператора второго порядка Н. Б. Керимов
показал, что если ранг собственных функций равномерно ограничен и система {vn}
состоит из корневых функций оператора L+, то первое условие (1) (| Im λn| 6 c0,
∀ n) является необходимым для безусловной базисности (это условие необходимо и
для базисности в L p(G), p ∈ (1,∞) [11]). Доказано [11], что при указанных двух
условиях в случае, если система {un} образует базис в L 2(G), этот базис является
безусловным. Аналогичный результат для нормированных базисов в L 2(G) доказал
Л. В. Крицков [12].

В 1977 г. В. А. Ильин [13] исследовал вопрос о сходимости разложений в точках
разрыва коэффициентов оператора второго порядка, на такие операторы теорему о
безусловной базисности перенес В. Д. Будаев [14].

Для оператора шестого и выше — четного — порядков теорему о безусловной
базисности в L 2(G) доказал В. Д. Будаев [15–17]. Примерно в то же время для
оператора произвольного порядка в m-мерном пространстве вектор-функций теорема
доказана в [18]; доказана и необходимость второго условия (1) для безусловной
базисности. В дальнейшем эту теорему для оператора четного порядка при несколько
более широких предположениях доказал В. М. Курбанов [19]. Теорему о безусловной
базисности в L 2(G) для оператора Шредингера с сингулярным потенциалом q(x)
доказал Л. В. Крицков [20,21] (условие на потенциал q(x) : x(1 − x)q(x) ∈ L (G)).

Все указанные теоремы о безусловной базисности в L 2(G) доказаны в рамках
метода В. А. Ильина — безотносительно к конкретному виду краевых условий (бо-
лее того, В. А. Ильин и Е. И. Моисеев [22] показали, что результат справедлив
и для систем, состоящих из подмножеств двух различных краевых задач). Но во
всех теоремах предполагается, что биортогональная система {vn} состоит из кор-
невых функций оператора L+ и удовлетворяет тем же требованиям, что и {un}. В
частности, vn ∈ D — гладкие функции. Оказалось, что это возможно только для
двухточечных краевых условий — с данными в точках x = 0 и x = 1. Появление
любой внутренней точки из G в краевых формах приводит к разрывам у функций vn

или их производных, т. е. vn /∈ D. Поскольку для обоснования теорем над un и vn

совершаются одни и те же действия, то возникла идея доказать теорему для случая,
когда оба оператора L и L+ определены на классе функций y(x) ∈ D на конечном
числе отрезков [xk−1, xk], k = 1, l, составляющих G. Как отмечалось выше, впервые
это сделал В. А. Ильин [6,7] в скалярном и векторном случаях.
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Однако и эти результаты не охватывали всех видов краевых форм; подходили
только многоточечные условия с конечным числом внутренних точек. В общем слу-
чае краевые формы следует рассматривать как линейные непрерывные функционалы
в пространстве C(G) (или C1). Но тогда по теореме Рисса [23, с. 347] каждый
функционал представим в виде интеграла Стилтьеса по мере, порожденной неко-
торой функцией с ограниченным изменением. Таким образом, естественным путем
приходим к необходимости изучить краевую задачу с интегральными краевыми усло-
виями. Так как функцию с ограниченным изменением можно представить в виде сум-
мы функции скачков, абсолютно непрерывной функции и непрерывной сингулярной
функции, то и краевые формы распадаются на сумму трех слагаемых — дискрет-
ную часть, содержащую значения функции и ее производных в отдельных точках
отрезка G (причем точки эти могут составлять плотное множество на G), инте-
грал от произведения на функцию из L (G) и интеграл по непрерывной сингулярной
мере. Сопряженный оператор для такой краевой задачи был построен Р. Брауном
и А. Кроллом [24] и имеет весьма сложную структуру. Биортогонально сопряжен-
ная система теперь состоит из функций, которые сами, как и их производные, могут
иметь разрывы первого рода в счетном числе точек. Точки разрывов и величины скач-
ков определяются дискретной составляющей меры. Абсолютно непрерывная часть ме-
ры влияет на дифференциальную операцию для L+: она становится «нагруженной»,
т. е. содержит функционалы от решения — значения неизвестной функции или ее
производных в фиксированных точках отрезка. Отметим, что методы исследования
нагруженных дифференциальных и интегродифференциальных уравнений, возника-
ющих в теории динамики грунтовых вод и в теории теплопроводности, разработаны
А. М. Нахушевым и его учениками [25,26].

В свою очередь, оператор L∗ может также порождаться интегральным услови-
ем, что приводит к необходимости изучать оператор L на упомянутом множестве
разрывных функций. Автором [27] построен пример задачи, где операторы L и L∗

определены на множестве разрывных функций (одна точка разрыва), показано, что
выполняются все условия теоремы В. А. Ильина и система корневых функций об-
разует базис Рисса в L 2(G). Впервые безусловная базисность для столь общих
неклассических операторов была доказана автором для оператора второго порядка
сначала для дискретных краевых форм [28,29], затем для общих краевых форм в про-
странстве вектор-функций [30,31] и для операторов любого порядка [32]. При этом
рассмотрены модельные операторы — область определения операторов не зависела
от коэффициентов дифференциальной операции.

Отметим также, что для операторов четного порядка, определенных на множе-
стве функций, разрывных в конечном числе точек, теорему о безусловной базисности
в L 2(G) доказал В. Д. Будаев [17], для оператора второго порядка с сингулярными
коэффициентами, определенными на множестве разрывных функций, теорема дока-
зана в [31,33] — для разных особенностей у коэффициентов. В. А. Юрко [34] иссле-
довал обратную задачу для граничной задачи оператора второго порядка с точкой
разрыва решения внутри интервала. Показано, что система собственных функций
полна в L 2, получена теорема о равномерной сходимости ряда Фурье для абсолют-
но непрерывной функции. Такого рода задачи возникают в механике, радиоэлектро-
нике, геофизике и др. Такие задачи решают и в связи с исследованием разрывных
решений нелинейных интегрируемых уравнений в математической физике.

Ниже будет сформулирована теорема о безусловной базисности системы корневых
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функций дифференциального оператора второго порядка с интегральными краевыми
условиями.

Приведем еще ряд близких результатов по спектральной теории дифференциаль-
ных операторов, полученных в рамках метода Ильина. А. С. Макин [35–37] иссле-
довал случай, когда для оператора L не выполняется условие (2). Получены доста-
точные условия суммируемости методом Рисса биортогональных рядов. Эти работы
продолжили исследования В. А. Ильина и В. В. Тихомирова [38, 39], Я. Ш. Сали-
мова [40], посвященные средним Рисса спектральных разложений. В. В. Тихоми-
ров [41–43] в случае оператора второго порядка доказал ряд теорем о безусловной
базисности систем регулярных корневых функций нагруженных операторов и опера-
торов с отклоняющимся аргументом. Априорные оценки корневых функций, исполь-
зуемые во всех перечисленных работах, были получены в [1,2, 11, 30,32,44–48].

Подробный обзор разных направлений исследований, проведенных в рамках ме-
тода Ильина содержится в [49]. Обзор результатов по сходимости спектральных
разложений, полученных другими методами, подробно изложен в работе А. П. Хро-
мова [50] (см. также статьи его и его учеников [51–54]).

Доказательство теоремы 1. В работе [5] содержится краткая схема доказа-
тельства этой теоремы, поэтому приведем здесь более подробное и более простое
доказательство. Пусть {un}, {vn} — биортогональные системы, каждая из которых
полна в H. Тогда системы {un‖un‖−1

2 }, {vn‖un‖2} и {un‖vn‖2}, {vn‖vn‖−1
2 } являются

биортогональными и каждая из них полна в H. Докажем, что для каждой из этих
систем справедливо неравенство Бесселя: найдутся постоянные c > 0 такие, что для
∀ f ∈ H

∞∑

n=1

|(f, un)|2‖un‖−2
2 6 c‖f‖2

2,
∞∑

n=1

|(f, vn)|2‖un‖2
2 6 c‖f‖2

2, (4)

∞∑

n=1

|(f, un)|2‖vn‖2
2 6 c‖f‖2

2,

∞∑

n=1

|(f, vn)|2‖vn‖−2
2 6 c‖f‖2

2. (5)

Тогда из приведенной выше теоремы Бари следует, что каждая из этих новых
систем образует базис Рисса в H и ряды

∞∑

n=1

(f, vn)un =
∞∑

n=1

(f, vn‖un‖2)un‖un‖−1
2 и

∞∑

n=1

(f, un)vn =
∞∑

n=1

(f, un‖vn‖2)vn‖vn‖−1
2

сходятся безусловно в H, т. е. каждая из систем {un} и {vn} образует безусловный
базис в H.

При доказательстве первого неравенства (4) и второго неравенства (5) использу-
ются равенства ‖un‖2‖un‖−1

2 = 1, ‖vn‖2‖vn‖−1
2 = 1, при доказательстве второго нера-

венства (4) и первого неравенства (5) используется неравенство (2): ‖un‖2‖vn‖2 6 c.
В остальном схемы обоснования неравенств одинаковы.

Докажем первое неравенство (4). Возьмем произвольную функцию f(x) ∈ H.
Используя неравенство Коши–Буняковского

|(un, f)| · ‖un‖−1
2 6 ‖un‖2 · ‖f‖2 · ‖un‖−1

2 = ‖f‖2

и второе условие (1):
∑

|λn|61

|(un, f)|2‖un‖−2
2 6 ‖f‖2

2

∑

|λn|61

1 6 c0‖f‖2
2,
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убеждаемся в том, что первое неравенство (4) достаточно установить для чисел λn:
|λn| > 1.

Воспользуемся следующим представлением функций un(x), отвечающих числам
λn 6= 0 (интегральным уравнением для un), получаемым интегрированием по частям
интегрального слагаемого после замены θnµnun−1(τ) − q(τ)un(τ) = u′′

n(τ) + λ2
nun(τ):

un(x) = un(0) cos λnx +
1

λn

u′
n(0) sin λnx +

1

λn

x∫

0

[θnµnun−1(τ)−

−q(τ)un(τ)] sin λn(x − τ) dτ. (6)

Поскольку |(f, un)| = |(un, f)|, то используем запись (un, f) и обозначим
g(x) = f(x). Умножим представление (6) на g(x) и проинтегрируем обе части ра-
венства по x на отрезке G:

(un, f) = un(0)

1∫

0

g(x) cos λnx dx +
1

λn

u′
n(0)

1∫

0

g(x) sin λnx dx+

+
1

λn

1∫

0

g(x)

x∫

0

[θnµnun−1(τ) − q(τ)un(τ)] sin λn(x − τ) dτ dx.

Из этого представления скалярного произведения (un, f) следует, что для дока-
зательства первого неравенства (4) для |λn| > 1 достаточно доказать справедливость
с некоторыми постоянными c > 0 следующих четырех неравенств:

∑

|λn|>1

|un(0)|2
∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

‖un‖−2
2 6 c‖f‖2

2, (7)

∑

|λn|>1

|λn|−2|u′
n(0)|2

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) sin λnx dx

∣∣∣∣∣

2

‖un‖−2
2 6 c‖f‖2

2, (8)

∑

|λn|>1

|λn|−2

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x)

x∫

0

θnµnun−1(τ) sin λn(x − τ) dτdx

∣∣∣∣∣

2

‖un‖−2
2 6 c‖f‖2

2, (9)

∑

|λn|>1

|λn|−2

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x)

x∫

0

q(τ)un(τ) sin λn(x − τ) dτdx

∣∣∣∣∣

2

‖un‖−2
2 6 c‖f‖2

2, (10)

Докажем эти неравенства. Нам потребуются следующие априорные оценки, уста-
новленные в [44,45].

Лемма 1. Пусть потенциал q(x) ∈ L (G). Тогда найдется такая постоянная
c > 0, что для всех чисел λ ∈ Πγ для цепочек корневых функций {uj(x)}m

j=0 опе-

ратора L, отвечающих параметру λ, справедливы следующие оценки (r = 0,m,
0 6 j 6 r):

‖u(α)
j ‖∞ 6 c(1 + |λ|)r−j+α−β‖u(β)

r ‖2, α, β ∈ {0, 1}, (11)
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для спектральной задачи 1, а для спектральной задачи 2

‖u(α)
j ‖∞ 6 c(1 + |λ|)α−β‖u(β)

r ‖2, α, β ∈ {0, 1}. (12)

Рассмотрим ряд из неравенства (7). Применим оценку (11) леммы 1 (α = β = 0,
j = r, при этом оценки (11) и (12) совпадают): |un(0)|‖un‖−1

2 6 c‖un‖2 · ‖un‖−1
2 = c,

∀ n. Получим, что этот ряд мажорируется рядом

∑

|λn|>1

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

. (13)

Поскольку выполняется второе условие (1) и |Imλn| 6 γ, то рассматриваемую
последовательность {λn} можно расслоить на сумму конечного числа последова-
тельностей, в каждой из которых содержится не более чем один элемент λn, удовле-
творяющий условиям

2πn 6 |λn| 6 2π(n + 1), λn = ±2πn + δn, |δn| 6 c, n > 0. (14)

Достаточно получить оценку ряда (13) для каждой из таких последовательностей.
Используем формулу тригонометрии:

cos λnx = cos(±2πnx + δnx) = cos 2πnx cos δnx ∓ sin 2πnx sin δnx

и равенство ψ(x) = −
(∫ 1

x
ψ(τ) dτ

)′

x
. Интегрированием по частям получим:

1∫

0

g(x) cos λnx dx =

1∫

0

g(x) cos 2πnx cos δnx dx ∓
1∫

0

g(x) sin 2πnx sin δnx dx =

= −
1∫

0

[ 1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ

]′

cos δnx dx ±
1∫

0

[ 1∫

x

g(τ) sin 2πnτ dτ

]′

sin δnx dx =

= −
1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ cos δnx
∣∣∣
1

x=0
− δn

1∫

0

sin δnx

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ dx±

±
1∫

x

g(τ) sin 2πnτ dτ sin δnx
∣∣∣
1

x=0
∓ δn

1∫

0

cos δnx

1∫

x

g(τ) sin 2πnτ dτ dx =

=

1∫

0

g(τ) cos 2πnτ dτ − δn

1∫

0

sin δnx

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ dx∓

∓ δn

1∫

0

cos δnx

1∫

x

g(τ) sin 2πnτ dτ dx.

Воспользуемся неравенством Коши для трех слагаемых: (a+b+c)2 6 3(a2+b2+c2),
∀ a, b, c ∈ R, ограниченностью модулей величин δn (см. (14)), sin δnx, cos δnx и нера-
венством Коши–Буняковского, получим:

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

6 3

[∣∣∣∣∣

1∫

0

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+
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+

∣∣∣∣∣δn

1∫

0

sin δnx

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ dx

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣δn

1∫

0

cos δnx

1∫

x

g(τ) sin 2πnτ dτ dx

∣∣∣∣∣

2]
6

6 3

[∣∣∣∣∣

1∫

0

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+

1∫

0

|δn sin δnx|2dx

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

dx+

+

1∫

0

|δn cos δnx|2dx

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) sin 2πnτdτ

∣∣∣∣∣

2

dx

]
6 c

[∣∣∣∣∣

1∫

0

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+

+

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

dx +

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) sin 2πnτdτ

∣∣∣∣∣

2

dx

]
. (15)

Тригонометрическая система функций {1,
√

2 cos 2πnx,
√

2 sin 2πnx}∞n=1 является
ортонормированной в пространстве L 2(G) и для нее справедливо неравенство Бес-
селя. Поэтому для первого слагаемого в правой части соотношения (15) получим:

∞∑

n=0

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) cos 2πnx dx

∣∣∣∣∣

2

6 c‖g(x)‖2
2 = c‖f‖2

2. (16)

Рассмотрим второе и третье слагаемые в правой части (15) и соответствующий
ряд

∞∑

n=0

1∫

0

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) sin 2πnτdτ

∣∣∣∣∣

2]
dx. (17)

Для того чтобы воспользоваться неравенством Бесселя или равенством Парсеваля
для тригонометрической системы функций, нужно вынести интеграл за знак суммы,
т. е. показать, что ряд

∞∑

n=1

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) sin 2πnτdτ

∣∣∣∣∣

2]
(18)

можно интегрировать почленно по x на отрезке G. Для этого достаточно показать,
что этот ряд сходится равномерно или в среднем на G. Отметим, что ряд (18) схо-
дится для каждого значения x ∈ G — в силу неравенства Бесселя для тригономет-
рической системы функций для функции F (x, τ) = g(τ) при τ ∈ [x, 1], F (x, τ) = 0
при τ ∈ [0, x), F (x, τ) ∈ H, ∀ x ∈ G.

Фиксируем произвольную точку x ∈ [0, 1). Запишем равенство Парсеваля для
тригонометрической системы для этой функции F :

∞∑

n=0

[∣∣∣∣∣

1∫

0

F (x, τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

0

F (x, τ) sin 2πnτdτ

∣∣∣∣∣

2]
= c‖F (x, τ)‖2

2. (19)

Применим признак Дини равномерной сходимости функциональных рядов. По-
скольку f(x) ∈ H, то интеграл

∫ 1

x
f(τ) dτ есть абсолютно непрерывная функция,
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поэтому ‖F (x, τ)‖2
2 и слагаемые под знаком суммы в равенстве (19) есть непрерыв-

ные функции на G. Следовательно, на отрезке G к ряду (18) применим признак
Дини, и этот ряд сходится равномерно по x на отрезке G. Таким образом, ряд (18)
на отрезке G можно интегрировать почленно, и в соотношении (17) можно выне-
сти интеграл за знак суммы и далее применить равенство Парсеваля (19), где мы
вернемся к функции g(x) = f(x):

∞∑

n=0

1∫

0

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) sin 2πnτdτ

∣∣∣∣∣

2]
dx =

=

1∫

0

[
∞∑

n=0

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) cos 2πnτ dτ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(τ) sin 2πnτdτ

∣∣∣∣∣

2]]
dx =

= c

1∫

0

1∫

x

|g(τ)|2 dτ dx 6 c‖g‖2
2 = c‖f‖2

2,

что в соединении с оценкой (16) дает оценку ряда (13):

∑

|λn|>1

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

6

∞∑

n=0

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) cos pm2πnx + δnx dx

∣∣∣∣∣

2

6 c‖g‖2
2 = c‖f‖2

2, (20)

для каждой рассматриваемой выделенной последовательности {λn}. А это доказыва-
ет справедливость неравенства (7).

Рассмотрим ряд из неравенства (8). Применим оценку (11) леммы 1 для α = 1 и

j = r, β = 0 : |λn|−1|u′
n(0)| · ‖un‖−1

2 6 c|λn|−1

[
(1+ |λn|)‖un‖2

]
‖un‖−1

2 6 c1 и заключим,

что этот ряд мажорируется рядом

∑

|λn|>1

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x) sin λnx dx

∣∣∣∣∣

2

, (21)

для которого получаем оценку (20), повторяя ту же схему, что была применена для
ряда (13). Нужно только использовать другую тригонометрическую формулу для λn

из (14): sin λnx = ± sin 2πnx cos δnx + cos 2πnx sin δnx, вся последующая схема не
изменяется (с точностью до знаков слагаемых).

Обратимся к ряду из неравенства (9). Преобразуем общий член ряда, поменяв
местами интегралы, применив априорные оценки (11), (12) с α = β = 0, j = r − 1,
неравенство Коши–Буняковского, учтем условие λn ∈ Πγ и используем неравенство
Коши (a + b)2 6 2(a2 + b2):

|λn|−2

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x)

x∫

0

θnµnun−1(τ) sin λn(x − τ) dτdx

∣∣∣∣∣

2

‖un‖−2
2 =

= |λn|−2‖un‖−2
2

∣∣∣∣∣

1∫

0

θnµnun−1(τ)

1∫

τ

g(x) sin λn(x − τ) dx dτ

∣∣∣∣∣

2

= |λn|−2‖un‖−2
2 ×
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×
∣∣∣∣∣

1∫

0

θnµnun−1(τ)

[
cos λnτ

1∫

τ

g(x) sin λnx dx + sin λnτ

1∫

τ

g(x) cos λnx dx dτ

]∣∣∣∣∣

2

6

6 c|λn|−2‖un‖−2
2 (1 + |λn|)2‖un‖2

2

[ 1∫

0

[∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) sin λnx dx

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

]
dτ

]2

6

6 c1

[ 1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

dτ +

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) sin λnx dx

∣∣∣∣∣

2

dτ

]
.

Таким образом, для установления оценки (9) достаточно получить аналогичные
оценки для двух рядов

∑

|λn|>1

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

dτ ;
∑

|λn|>1

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) sin λnx dx

∣∣∣∣∣

2

dτ. (22)

Повторим схему, примененную для оценки рядов (13), (21), внося в нее необходи-
мые изменения. Будем преобразовывать первый ряд (22). Расщепим последователь-
ность {λn} на подпоследовательности и представим числа λn в виде (14), используем
формулу косинуса суммы и применим формулу интегрирования по частям. Получим

1∫

τ

g(x) cos λnx dx =

1∫

τ

g(x) cos(±2πnx + δnx) dx =

1∫

τ

g(x) cos 2πnx cos δnx dx∓

∓
1∫

τ

g(x) sin 2πnx sin δnx dx = −
1∫

τ

[ 1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

]′

cos δnx dx±

±
1∫

τ

[ 1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

]′

sin δnx dx = cos δnτ

1∫

τ

g(ξ) cos 2πnξ dξ−

−δn

1∫

τ

sin δnx

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ dx ∓ sin δnτ

1∫

τ

g(ξ) sin 2πnξ dξ∓

∓δn

1∫

τ

cos δnx

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ dx.

Воспользуемся неравенством Коши для четырех слагаемых (a + b + c + d)2 6

6 4(a2 + b2 + c2 + d2), ограниченностью модулей величин δn, sin δnx, cos δnx и нера-
венством Коши–Буняковского. Получаем:

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

6 4

[∣∣∣∣∣cos δnτ

1∫

τ

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣sin δnτ

1∫

τ

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

+

+

∣∣∣∣∣δn

1∫

τ

sin δnx

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ dx

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣δn

1∫

τ

cos δnx

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ dx

∣∣∣∣∣

2]
6
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6 c

[∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

+

1∫

τ

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx+

+

1∫

τ

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx

]
.

Для общего члена первого ряда (22) имеем неравенство

1∫

0

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(x) cos λnx dx

∣∣∣∣∣

2

dτ 6 c

1∫

0

[∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2]
dτ+

+c

1∫

0

1∫

τ

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx +

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2]
dx dτ,

и задача сводится к получению оценок через c‖f‖2
2 для рядов

∞∑

n=0

1∫

0

[∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

1∫

τ

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2]
dτ, (23)

∞∑

n=0

1∫

0

1∫

τ

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx +

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2]
dx dτ. (24)

Ряд (23) совпадает с рядом (17) (с точностью до обозначения переменных), для
него нужная оценка получена выше.

Исследуем ряд (24). В отличие от ряда (17), в (24) нужно два интеграла выне-
сти за знак суммы и применить неравенство Бесселя или равенство Парсеваля для
тригонометрической системы функций. Для того чтобы внешний интеграл в (24)
вынести за знак суммы, докажем равномерную по τ ∈ G сходимость ряда

∞∑

n=0

1∫

τ

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx +

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2]
dx. (25)

Выше мы показали, что ряд (18) сходится равномерно по x ∈ G. Об-
щий член ряда (18) — непрерывная функция, следовательно, ряд сходится
и в точке максимума функции, т. е. сходится числовой ряд

∑∞
n=0 ϕn, где

ϕn = max

[∣∣∣∣∣
1∫
x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx +

∣∣∣∣∣
1∫
x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2]
> 0. Но общий член ряда

(25) не превосходит ϕn для каждого значения τ ∈ G, следовательно, ряд (25) сходит-
ся равномерно по τ на отрезке G (согласно признаку Вейерштрасса). Таким образом,
интеграл по τ в (24) можно вынести за знак суммы, так как согласно известной
теореме анализа, ряд (25) можно почленно интегрировать по τ на отрезке G (общий
член ряда (25) есть непрерывная на G функция).

Фиксируем произвольное значение τ ∈ G и покажем, что ряд (18) можно почленно
интегрировать по x на отрезке [τ, 1]. Выше мы показали, что ряд (18) сходится
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равномерно по x на отрезке G, следовательно, он сходится равномерно по x и на
отрезке [τ, 1]. Общий член ряда (18) непрерывен на [τ, 1]. Поэтому ряд (18) можно
почленно интегрировать по x на [τ, 1] и в ряде (25) интеграл по x можно вынести
за знак суммы. Далее остается записать равенство Парсеваля (19) для функции
F (x, ξ, τ) : F (x, ξ, τ) = g(ξ) для ξ ∈ [x, 1], F (x, ξ, τ) = 0 для ξ ∈ [τ, x]. В итоге
получим для ряда (24), возвращаясь к функции g(x):

∞∑

n=0

1∫

0

1∫

τ

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx +

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2]
dx dτ =

=

1∫

0

1∫

τ

(
∞∑

n=0

[∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) cos 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2

dx +

∣∣∣∣∣

1∫

x

g(ξ) sin 2πnξ dξ

∣∣∣∣∣

2])
dx dτ =

= c

1∫

0

1∫

τ

1∫

x

|g(ξ)|2 dξ dx dτ 6 ‖g‖2
2 = c‖f‖2

2.

Тем самым для ряда (24) получена искомая оценка. Это завершает установление
оценки для первого ряда (22). Второй ряд (22) оценивается точно так же с заменой
косинуса на синус. Оценка (9) доказана.

Для получения оценки (10) для общего члена ряда применим априорную оцен-
ку (11) с α = β = 0, j = r, неравенство Коши–Буняковского и учтем условие λn ∈ Πγ:

|λn|−2

∣∣∣∣∣

1∫

0

g(x)

x∫

0

q(τ)un(τ) sin λn(x − τ) dτdx

∣∣∣∣∣

2

‖un‖−2
2 6

6 c|λn|−2‖un‖−2
2

[ 1∫

0

|g(x)|
1∫

0

|q(τ)un(τ)| dτdx

]2

6

6 c|λn|−2‖un‖−2
2 · ‖q‖2

1 · ‖un‖2
∞ · ‖g‖2

2 6 c1|λn|−2‖f‖2
2. (26)

Используя второе условие (1) для последовательности {λn}, установим сходи-
мость ряда с общим членом |λn|−2:

∑

|λn|>1

|λn|−2
6

∞∑

n=1

∑

n6|λn|6n+1

|λn|−2 <
∞∑

n=1

1

n2

∑

n6|λn|6n+1

1 6 c0

∞∑

n=1

1

n2
= c = const. (27)

Из соотношений (26), (27) следует справедливость неравенства (10).
Это завершает обоснование первого неравенства (4). Теорема 1 доказана.
Дифференциальный оператор с интегральными краевыми условиями. Сфор-

мулируем теоремы о безусловной базисности и равномерной сходимости биортого-
нальных разложений по корневым функциям дифференциального оператора второго
порядка с интегральными краевыми условиями. Доказательство этих теорем также
основано на методе Ильина.

Постановка задачи. Операторы L,L+, L∗. В пространстве H рассмотрим опе-
ратор L, порожденный дифференциальной операцией (3) ly = y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y,
x ∈ G,

p1(x) ∈ C(G), p2(x) ∈ L
1(G), (28)
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на множестве функций D = {y(x) ∈ H : y ∈ W 2
2 (G) ∩ N(U), ly ∈ H}, где

W 2
2 (G) = {y(x) ∈ H : y ∈ AC2(G), y′′ ∈ H}, ACk(G), k = 1, 2, — класс функ-

ций f(x), абсолютно непрерывных вместе с f (k−1)(x) на G, AC1 ≡ A, N(U) — ядро
функционала U(y) : W 2

2 (G) → C 2,

U(y) =

∫ 1

0

y′(x)dν1(x) +

∫ 1

0

y(x)dν2(x), νi =

(
νi1

νi2

)
, i = 1, 2, (29)

νij(x) — функции с ограниченным изменением на G, непрерывные справа в каждой
точке G. Функции с ограниченным изменением запишем в виде суммы νi = νc

i + νs
i ,

i = 1, 2, где νc
i — вектор с абсолютно непрерывными компонентами, а νs

i — сингуляр-
ная часть функции νi(x): νs

i = νsc
i + νsa

i , где νsc
i — вектор с непрерывными компонен-

тами, сингулярная функция, а νsa
i – функция скачков. Известно, что νs

ij(x) ∈ W 1
1 (G)

и почти всюду на G производная (νs
i )

′(x) равна θ. Пусть функции νsa
i (x) имеют в

точках ξp ∈ G скачки αp
i ∈ C 2, i = 1, 2, p = 0, 1, . . . Разбиение T = {ξp} отрезка G

таково, что ξ0 = 0, ξ1 = 1, ξp ∈ G, p > 2. Множество точек {ξp} может быть конечным
(например, состоять всего из двух точек ξ0, ξ1) или бесконечным, разбиение T может
быть плотным на части или на всем G.

Используем обозначение βi(x) = dνc
i (x)/dx. Краевые формы (29) теперь можно

записать в виде

U(y) =
2∑

i=1

[
∞∑

p=0

y(2−i)(ξp)α
p
i +

1∫

0

βi(x)y(2−i)(x)dx +

1∫

0

y(2−i)(x)dνsc
i (x)

]
. (30)

Будем также использовать обозначение

νs
i [0, x] =

∫ 1−

0+

dνs
i (t) =

∫ x

0

dνsc
i (t) +

∞∑

p=0,x

αp
i χ(ξp, 1], i = 1, 2,

где χ(x, 1] — характеристическая функция множества (x, 1], а сумма в правой части
формулы для каждого значения x берется по тем p, для которых 0 6 ξp < x. Как
обычно, ν∗

i — операция сопряжения для вектора νi: ν∗
i = νT

i = (νi1, νi2).
Введем в рассмотрение следующий оператор L+ [24]. Пусть l+0 z = z,

l+1 z = −z′ + p1z, l+2 = z′′ − (p1z)′ + p2z, x ∈ G, — вспомогательные дифферен-
циальные операции и D∗ — множество функций: D∗ = {z ∈ H : ∃ ϕ ∈ C 2,
εj+1 ≡ l∗jz(x) + νs∗

j+1[0, x]ϕ ∈ A(G), j = 0, 1, l+0 z(0+) = −α0∗
1 ϕ, l+0 z(1−) = α1∗

1 ϕ,
l+1 z(0+) = −α0∗

2 ϕ + β∗
1(0)ϕ, l+1 z(1−) = α1∗

2 ϕ, l∗z ≡ l+2 z + (β∗
1)

′(x)ϕ − β∗
2(x)ϕ ∈ H},

где ϕ — некоторый параметрический вектор. Оператор L+ действует в пространстве
H, порождается дифференциальной операцией l∗z на множестве функций D∗. Опе-
ратор L+ является формально сопряженным к оператору L, для операторов L и L+

выполняется тождество Лагранжа (ly, z) = (y, l∗z), y ∈ D, z ∈ D∗ [55]. Если D = H,
т. е. область определения оператора L плотна в H, то оператор L+ = L∗ является
сопряженным к оператору L.

Из результатов работы [56] следует, что если p1 ≡ 0 на G, а краевые формы (29)
оператора L регулярны, то D = H, т. е. в этом случае L+ = L∗.

Пример построения сопряженного оператора «по Брауну» [24] и «по Лагранжу»
для случая многоточечных краевых условий (в форме (30) присутствует только пер-
вая сумма по p) и вывод выражения для вектора ϕ из определения класса D∗ можно
найти в работе [57].
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Задачи с интегральными краевыми условиями ранее активно исследовались, по-
лезный обзор содержится в [24]. Из работ, вышедших после этого обзора, отметим
следующие. А. А. Шкаликов [56] для обыкновенного дифференциального оператора
произвольного порядка с интегральными краевыми условиями ввёл понятие регуляр-
ных краевых условий и доказал, что в случае таких условий система корневых функ-
ций оператора образует в пространстве L 2(G) базис Рисса со скобками, блок-базис
(в случае усиленно регулярных условий — обычный базис Рисса). Аналогичный ре-
зультат получен в работе [58] для векторного функционально-дифференциального
уравнения y(n) + Fy = λy (F — подчиненный оператор) с интегральными краевы-
ми условиями. Задачи с интегральными краевыми условиями исследовались также
в работах [59–62] и др. Сопряженный оператор в этих и последующих работах не
использовался и не вводился.

Базисность систем корневых функций операторов L и L+. Обозначим
V (x) = (β∗

1)
′(x) − β∗

2(x), где βk = (νc
k)

′, k = 1, 2. Нам потребуется наложить огра-
ничения на вектор-функции νk(x) — установить связь между матрицами νsa

k , νsc
k ,

V (x), действующими на вектор ϕ.
Введем обозначение для ядер этих матриц: NV =

⋂
x∈G N(V (x)), Nka =

=
⋂

x∈G N(νsa∗
k [x]) =

⋂∞
p=2 N(αp∗

k ), Nkc =
⋂

x∈G N(νsc∗
k [0, x]), k = 1, 2. Пусть выпол-

няются следующие вложения:

N1a ⊆ N1c, ∃ k = 1, 2 : Nka ⊆ N2c, (31)

∃k = 1, 2 : Nka ⊆ NV , при k = 2 : νc
2j(x) ∈ W 1

2 (G), j = 1, 2. (32)

Рассмотрим биортонормированную в H пару систем {un(x)}, {vn(x)} обобщенных
собственных и присоединенных функций операторов L и L+. Зафиксируем произ-
вольное число γ > 0. Будем рассматривать числа {λn}, удовлетворяющие услови-
ям (1).

Теорема 2. Пусть выполняются условия (28) на коэффициенты pk(x), усло-
вия (1) на систему чисел {λn}, условия (31), (32) на функции νk(x), νc

1j(x) ∈ W 2
2 (G),

j = 1, 2, и обе системы {un}, {vn} являются полными в H. Тогда для того чтобы
каждая из систем {un}, {vn} являлась базисом Рисса в H, необходимо и доста-
точно, чтобы эти системы были почти нормированными в H. Для того чтобы
каждая из систем {un}, {vn} образовывала безусловный базис в H, необходимо
и достаточно выполнения с некоторой постоянной c > 0 соотношения (2). Для
того чтобы каждая из систем {un · ‖un‖−1

2 }, {vn · ‖vn‖−1
2 } образовывали базис

Рисса в H, необходимо и достаточно выполнения условия (2).

Замечание 1. Для оператора L с регулярными краевыми условиями и коэффици-
ентом p1 ≡ 0 в G, для некоторых чисел γ > 0, c0 > 0 выполняются условия (1) и обе
системы {un}, {vn} полны в H, что следует из работы [56]. Таким образом, в этом
случае в теореме 2 проверки требуют лишь условия (31), (32) на ядра векторов и
условие почти нормированности систем или условие (2) (для чего достаточно знать
главные члены асимптотик функций un, vn ).

Пример. Проиллюстрируем результат теоремы 2 на простом примере нелокаль-
ной краевой задачи. Пусть оператор L действует в пространстве H, порожден диф-
ференциальной операцией lu(x) = u′′(x), x ∈ G, u ∈ C2(G), и краевыми условиями:

u(0) = 0, u(1) + 2u(1/2) =

∫ 1

0

u(x) dx.
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Интегрированием по частям получаем, что сопряженный оператор порождается
нагруженной дифференциальной операцией l∗v(x) = v′′(x) − v′(1), x ∈ G, краевыми
условиями v(0) = v(1) = 0 и условиями на разрыв в точке x = 1/2:

v[1/2] = 0, v′[1/2] = −2v′(1), v(x) ∈ W 1
2 (G) ∪ C2[0, 1/2) ∪ C2(1/2, 1],

где использовано обозначение для скачка функции v[1/2] = v(1/2 + 0) − v(1/2 − 0).
В точке x = 1/2 функции v(x) из области определения оператора L∗ непрерывны, а
функции v′(x) могут иметь разрыв первого рода (если v′(1) 6= 0 ).

Для этого примера выполнены все условия теоремы 2, за исключением условия
почти нормированности системы {vn} и условия (2) [63]. Обе системы {un}, {vn} не
образуют базиса в H. Уберем интегральное слагаемое из краевого условия. Тогда при
правильном выборе присоединенных функций (так, чтобы выполнялось условие (2)),
будут выполнены все условия теоремы 2. Системы {un}, {vn} образуют базис Рисса
в H. В каждом из примеров оператор L является существенно несамосопряженным.

Равномерная сходимость биортогональных разложений. Продолжим изучение
введенных выше систем {un}, {vn}. Для произвольной функции f(x) ∈ H рассмотрим
две частичные суммы её биортогональных разложений:

σλ(x, f) =
∑

|λn|6λ

(f, vn)un(x), σ̃λ(x, f) =
∑

|λn|6λ

(f, un)vn(x), ∀ λ > 0, x ∈ G.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (28), (31), (32) (условие (32) — при
k = 1), (1), (2), νc

1j(x) ∈ W 2
2 (G), j = 1, 2. Пусть функция f(x) ∈ W 1

2 (G) и

1∫

0

f(x)dνs
2(x) + f(1)(νc

1)
′(1) − f(0)νc

1(0) = 0. (33)

Тогда разложение σλ(x, f) сходится абсолютно и равномерно на G при λ → +∞.
Если дополнительно потребовать, чтобы системы {un}, {vn} были полны в H,
то разложение σλ(x, f) сходится к функции f(x) равномерно на отрезке G и
равномерно по x ∈ G справедливо

f(x) − σλ(x, f) = o((
√

λ)−1), λ → +∞, (34)

остаток ряда из модулей |fnun(x)| имеет такую же оценку (34), равномерно по
x ∈ G.

Доказательство теоремы 3 основано на следующем представлении коэффициен-
тов Фурье. Рассмотрим спектральную задачу для оператора L+ с фиксированным
значением λn = λ 6= 0, λ ∈ C , z(x) — собственная или присоединенная функция
оператора.

Лемма 2. Пусть z(x) ∈ D∗, выполняются условия (28) и почти всюду в G
выполняется равенство

z′′ − (p1z)′ + p2z + V (x)ϕ + λ
2
z = θ0µz0, z0 ∈ H.

Пусть комплекснозначная функция f(x) ∈ W 1
2 (G) и удовлетворяет краевому

условию (33). Тогда справедливо следующее соотношение:

(f, z) =
θ0µ

λ2
(f, z0) +

1

λ
(f ′,

z′

λ
) − 1

λ2
(f ′p1 + fp2, z) − 1

λ2
(f, V ϕ), ∀ λ ∈ C , λ 6= 0.
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Для доказательства теоремы 3 используем полученное представление коэффи-
циентов Фурье, неравенство Бесселя для корневых функций (и их производных)
оператора L+ и априорные оценки для этих функций.

Рассмотрим вопрос о сходимости «сопряжённого» разложения σ̃λ(x, f). Сходи-
мость таких разложений требуется, например, в методе В. А. Ильина доказательства
теорем равносходимости.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (1), (2), (28) (32), νc
1j(x) ∈ W 2

2 (G),
j = 1, 2, функция f(x) ∈ W 1

2 (G) и f(0) = f(1) = 0. Тогда разложение σ̃λ(x, f)
сходится абсолютно и равномерно на G при λ → +∞. Если системы {un}, {vn}
полны в H, то разложение σ̃λ(x, f) сходится к функции f(x) почти всюду в
G и почти всюду в G справедливо f(x) − σ̃λ(x, f) = o((

√
λ)−1), λ → +∞ (если

функции vn непрерывны на G, то в обоих случаях сходимость равномерная на
отрезке G).

Для рассмотренного выше примера в силу нарушения условия (2) гарантиро-
вать равномерную на G сходимость разложений функции f(x) ∈ W 1

2 (G): σλ(x, f)
при f(0) = 0, f(1) + 2f(1/2) = 0 (условия (33)) и σ̃λ(x, f) при f(0) = f(1) = 0,
мы не можем. Если же в краевом условии убрать интегральное слагаемое, то при
правильном выборе присоединенных функций для любой функции f(x) ∈ W 1

2 (G),
f(0) = 0, f(1) + 2f(1/2) = 0, разложение σλ(x, f) сходится к f(x) равномерно на G
и f(x) − σλ(x, f) = o((

√
λ)−1), λ → +∞, равномерно на G; для f(x) ∈ W 1

2 (G),
f(0) = f(1) = 0, разложение σ̃λ(x, f) сходится к f(x) равномерно на G (так
как функции vn(x) — непрерывны) и справедлива оценка скорости сходимости
f(x) − σ̃λ(x, f) = o((

√
λ)−1), λ → +∞, равномерно на G.

Обзоры результатов по вопросам сходимости биортогональных разложений функ-
ций для обыкновенных дифференциальных операторов с двухточечными регулярны-
ми и нерегулярными краевыми условиями (в точках 0 и 1) приведены в [64, с. 88–
103] и в [50]. Исследовались и задачи с нелокальными краевыми условиями. В
работах [65, 66] получены условия равномерной и абсолютной сходимости биорто-
гональных разложений по корневым функциям одномерного оператора Шредингера
с частного вида многоточечными краевыми условиями. Этот же вопрос исследован
в [57] для случая общих многоточечных условий. Отметим также работу [67], где
рассмотрен интересный пример с одной внутренней точкой в краевом условии. В
работах [68, 69] установлены условия равномерной и абсолютной сходимости и по-
лучены оценки скорости сходимости биортогональных разложений для дифференци-
альных операторов с двухточечными краевыми условиями (см. также другие работы
этих авторов по этим вопросам). Обзор по работам школы Ильина по оценкам ско-
рости сходимости и равносходимости спектральных разложений можно посмотреть
в [70].
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The paper discusses the basics of the spectral method of V. A. Il’in on an example of a simple second order

differential operator on a segment of the number line. The first theorem of Il’in on the unconditional basis

property is stated. Its detailed proof is given. A chain of generalizations of this theorem is traced. A recently

established a theorem on the unconditional basis property for the differential operators with general integral

boundary conditions is formulated. The substantiation of the statements about the uniform convergence of

biorthogonal expansions of functions using the Il’in method is presented. The main theorems, including, the

recently established theorem for operators with integral boundary conditions are formulated.
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