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Рассмотрена контактная задача для конструкции, состоящей из двух балок с различными длинами

и различными переменными толщинами. Один конец короткой балки защемлен; совпадающий с ним

конец длинной балки закреплен шарнирно. Второй конец каждой балки свободен. К длинной балке

приложена заданная нагрузка. Под действием этой нагрузки балки испытывают слабый совместный

изгиб с возможным отставанием, то есть имеется односторонний контакт. Трение между балками от-

сутствует. Изгиб каждой балки описывается моделью Бернулли – Эйлера. Контактная задача состоит

в отыскании контактной нагрузки, то есть сил взаимодействия балок. Эта задача имеет ряд известных

особенностей, характеризующих как вообще контактные задачи для балочных конструкций, так и

контактные задачи для конструкций, содержащих балку, которая не может оставаться в равновесии

при любой приложенной к ней нагрузке. Наряду с этими особенностями в рассмотренной контактной

задаче появляется еще одна, ранее неизвестная особенность, состоящая в том, что в контактной

нагрузке может содержаться сосредоточенный момент. Неотрицательность контактной нагрузки как

необходимое условие одностороннего контакта при этом не нарушается, так как сосредоточенный

момент находится на конце балок и его «отрицательная часть» расположена за пределами балок,

не входя в контактную нагрузку. Предложена математическая постановка контактной задачи, до-

казана единственность решения и построено аналитическое решение в некоторых частных случаях.

Установлена связь рассмотренной задачи с известной задачей о контакте двух консольных балок.
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ВВЕДЕНИЕ

Контактные задачи для балочных конструкций [1–17] являются своеобразной раз-
новидностью контактных задач теории упругости; основное техническое приложение
здесь – расчет листовых рессор [1–5]. В задачах этой разновидности, в отличие от
традиционных задачи Герца и задачи о штампе [6, 7, 18], возникает ряд особенно-
стей: сосредоточенные силы в контактной нагрузке, разрывы в распределенной ча-
сти этой нагрузки, сложный вид области контакта. Если в конструкции содержится
балка, которая не может в отдельности находиться в равновесии при произволь-
ной нагрузке, то появляются дополнительные особенности [8]: наличие в постановке
задачи условия равновесия такой балки; наличие параметра, описывающего неопре-
деленную часть перемещения этой балки (и подлежащего нахождению наряду с
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контактной нагрузкой); необходимость доказательства единственности определения
не только контактной нагрузки, но и упомянутого параметра; исключение нулевых
внешних нагрузок для обеспечения единственности решения.

В настоящей статье изучается балочная конструкция, в которой появляется еще
одна особенность — необходимость расширения множества допустимых контактных
нагрузок, причем это расширение имеет неожиданный характер: при наличии од-
ностороннего контакта следует включить в контактную нагрузку сосредоточенный
момент, который, казалось бы, не может содержаться в этой нагрузке при таком
контакте. Эта конструкция и сопутствующая ей упомянутая особенность контактной
нагрузки в литературе ранее не рассматривались.

Сначала кратко рассмотрены две конструкции, в которых данная особенность
отсутствует; это требуется для дальнейшего изложения. Затем рассмотрена новая
конструкция (похожая на две упомянутые) и ее особенности.

1 . ОДНОСТОРОННИЙ КОНТАКТ ДВУХ ЗАЩЕМЛЕННЫХ БАЛОК

Рассмотрим две балки с различными длинами L̃ > L > 0 (тильдой обозначаются
величины, относящиеся к длинной балке), защемленные в точке x = 0, находящиеся
под заданной нагрузкой q(x) > 0 (рис. 1, a).
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Рис. 1. Балочные конcтрукции в контактных задачах 1 и 3

Fig. 1. Beam structures for the contact problems 1 and 3

В отсутствие этой нагрузки балки прямолинейны и плотно прилегают друг к дру-
гу. Сечения балок являются прямоугольниками одинаковой ширины w, но различ-
ной переменной толщины; модуль Юнга E одинаков для обеих балок. Под нагрузкой
балки испытывают слабый совместный изгиб с возможным отставанием (односторон-
ний контакт). Трение между балками отсутствует; изгиб каждой балки описывается
моделью Бернулли–Эйлера [19]. Обозначим через f(x) контактную нагрузку. Кон-
тактная задача заключается в отыскании f(x).

Используя теорию Бернулли–Эйлера, можно найти [5] упругие линии y(x), ỹ(x)
балок и далее расстояние r(x) = y(x) − ỹ(x) между балками:

r(x) =

∫

x

0

(x − s)a(s)

(
∫

L

s

(t − s)f(t) dt − k(s)

)

ds, (1)

где 0 6 x 6 L,

a(x) =
12

Ew

(

1

h̃3(x)
+

1

h3(x)

)

, k(x) =
1

1 + h̃3(x)
/

h3(x)

∫

L̃

x

(s − x)q(s) ds, (2)

h(x), h̃(x) — переменные толщины сечений (геометрически – при определении функ-
ций y и ỹ — толщины считаются равными нулю). Будем считать, что h(x), h̃(x) > 0
дважды непрерывно дифференцируемы, и q(x) непрерывна при 0 6 x 6 L, тогда
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a(x) > 0 непрерывна (для этой функции нужна только непрерывность) и k(x) > 0
дважды непрерывно дифференцируема. Условия одностороннего контакта балок при
0 6 x 6 L состоят в том, что f(x) > 0,

r(x) > 0, (3)

f(x) > 0 ⇒ r(x) = 0. (4)

Из (3), (4) и (1) должна быть найдена f(x), но следует еще указать множество
допустимых f(x) (помимо их неотрицательности). Это множество подбирается так,
чтобы (из физических соображений) f(x) существовала и была единственной. С
одной стороны, для обеспечения существования f(x) множество должно быть доста-
точно широким. Если, например, искать f(x) в множестве непрерывных функций, то
искомой f(x) может не оказаться, поскольку [4,5] (см. ниже) f(x) может быть раз-
рывной и может содержать сосредоточенные силы (δ-функции). С другой стороны,
для обеспечения единственности f(x) множество должно быть достаточно узким.
Если, например, допустить любые разрывные функции, то может оказаться много
различных f(x), удовлетворяющих (3) и (4), так как добавление положительного
конечного «точечного выброса» к f(x) в точке ее положительности не изменит (3)
и (4); следовательно, нужно потребовать, например, односторонней непрерывности
f(x). В итоге, «подходящим» представляется множество функций вида

p(x) +
∑

i

P iδ(x − xi), (5)

где p(x) > 0 кусочно-непрерывна, непрерывна слева при 0 < x 6 L и непрерывна
справа при x = 0; P i > 0; x i > 0; сумма конечна. Две функции вида (5) считаются
равными, если их разность тождественно равна нулю при 0 6 x 6 L. Заметим, что
условие x i > 0 существенно, так как добавление к f(x) слагаемого Pδ(x) (P > 0) не
меняет (3) и (4) и, следовательно, приводит к неединственности f(x). Окончательно
приходим к следующей математической постановке контактной задачи.

Задача 1. Найти функцию f(x) вида (5) такую, что при 0 6 x 6 L выполне-
ны (3) и (4), где r(x) выражается формулой (1).

В [4] доказана единственность решения задачи 1. В [5] построено аналитическое
решение задачи 1 в некоторых частных случаях (такое построение здесь и далее
доказывает существование решения), а именно доказаны следующие утверждения.

Утверждение 1. Если k′′(x) < 0 при 0 6 x 6 L, то решение задачи 1 имеет вид
(рис. 2, а)

f(x) = Pδ(x − L), (6)

где

P =

∫

L

0

(L − x)a(x)k(x) dx

/
∫

L

0

(L − x)2a(x) dx. (7)

Утверждение 2. Если k′′(x) > 0 при 0 6 x 6 L и k(L) = 0, то решение задачи 1
имеет вид (рис. 2, б)

f(x) = k′′(x). (8)

Условие k(L) = 0 означает, как нетрудно получить из (2), что заданная нагрузка
q(x) равна нулю на выступающей части длинной балки.

Механика 71



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2019. Т. 19, вып. 1

Утверждение 3. Если k′′(x) > 0 при 0 6 x 6 L и k(L) > 0, то решение задачи 1
имеет следующий вид:

а) если Φ(0) 6 0, то f(x) выражается формулой (6) (рис. 2, а).
б) если Φ(0) > 0, то (рис. 2, в)

f(x) =
k(λ)

L − λ
δ(x − L) +

(

−k′(λ) − k(λ)

L − λ

)

δ(x − λ) +

{

k′′(x) (0 6 x 6 λ),

0 (λ < x 6 L),
(9)

где

Φ(Λ) =

∫

L

Λ

a(x)(L − x)2 (k(Λ)/(L − Λ) − k(x)/(L − x)) dx, (10)

0 < λ < L — корень уравнения Φ(Λ) = 0.

В формулах (6), (9) и далее предполагается, что δ(x − L) «полностью» содержится
на отрезке 0 6 x 6 L.

f ( )x

а / a б / b в / c

Рис. 2. Варианты контактной нагрузки в задаче 1

Fig. 2. The types of contact loading for the problem 1

2 . ОДНОСТОРОННИЙ КОНТАКТ ЗАЩЕМЛЕННОЙ И ШАРНИРНО ЗАКРЕПЛЕННОЙ БАЛОК,
РАЗДЕЛЕННЫХ ЗАЗОРОМ

Пусть теперь одна из балок закреплена шарнирно; длины балок L одинаковы;
толщины h постоянны и одинаковы; H > 0 — зазор между балками (рис. 3, а). Для
шарнирно закрепленной балки должно выполняться условие равновесия (равенство
нулю суммарного момента сил относительно шарнира)

∫

L

0

f(x)x dx =

∫

L

0

q(x)x dx. (11)

Используя теорию Бернулли–Эйлера, можно найти (см. [8]) упругие линии балок
и далее расстояние r(x) между балками:

r(x) = −Cx + H + a

∫

x

0

(x − s)

(
∫

L

s

(t − s)(f(t) − q(t)/2)dt

)

ds, (12)

где C – неизвестная постоянная, появляющаяся в слагаемом Cx уравнения упругой
линии шарнирно закрепленной балки, a = 24/(Ewh3). Контактная задача заключа-
ется теперь в отыскании f(x) и C. Будем считать, что f(x) имеет вид (5). Таким
образом, здесь не происходит расширения множества допустимых контактных на-
грузок по сравнению с задачей 1. Будем, как и в задаче 1, считать, что q(x) > 0
непрерывна при 0 6 x 6 L, но здесь следует еще предполагать, что q(x) 6≡ 0, так как
иначе при f(x) ≡ 0 будет неопределенной (неединственной) C 6 0. Окончательно
приходим к следующей математической постановке контактной задачи.

Задача 2. Найти функцию f(x) вида (5) и число C такие, что выполнено (11)
и при 0 6 x 6 L выполнены (3) и (4), где r(x) выражается формулой (12).
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В [8] доказана единственность решения задачи 2 и построено аналитическое ре-
шение; при построении этого решения существенно использовано условие H > 0.
Установлено, что имеется два варианта контактной нагрузки f(x): либо сумма рас-
пределенной по некоторому отрезку λ 6 x 6 L нагрузки и сосредоточенной в точке
x = λ силы (рис. 3, б), либо одна сосредоточенная в точке x = L сила (рис. 3, в).

q x( )

xL

y

H
f ( )x

а / a б / b в / c

Рис. 3. Балочная конструкция и варианты контактной нагрузки в задаче 2

Fig. 3. Beam structure and the types of contact loading for the problem 2

3 . ОДНОСТОРОННИЙ КОНТАКТ ЗАЩЕМЛЕННОЙ И ШАРНИРНО ЗАКРЕПЛЕННОЙ БАЛОК
БЕЗ ЗАЗОРА

3.1. Постановка контактной задачи

Рассмотрим теперь конструкцию задачи 1, но при этом длинная балка является
шарнирно закрепленной (рис. 1, б). Это и есть конструкция с новой особенностью.
Для шарнирно закрепленной балки должно выполняться условие равновесия, анало-
гичное (11)

∫

L

0

f(x)x dx =

∫

L̃

0

q(x)x dx, (13)

а расстояние r(x) между балками выражается формулой (1) с добавлением, анало-
гичным (12):

r(x) = −Cx +

∫

x

0

(x − s)a(s)

(
∫

L

s

(t − s)f(t) dt − k(s)

)

ds. (14)

Здесь, как и в парагр. 2, будем по указанным там причинам предполагать, что
q(x) 6≡ 0.

Далее можно сформулировать математическую постановку контактной задачи,
аналогичную постановке задачи 2. Можно также доказать единственность решения
этой задачи на множестве допустимых f(x) вида (5). Однако попытка по анало-
гии с решениями парагр. 1 и 2 построить решения в частных случаях приводит к
неожиданному результату: в некоторых случаях решение не существует. Доказать
это нетрудно следующим образом (но уже после исследования данной ситуации, см.
п. 3.4). Сначала рассматривается более широкое множество допустимых f(x). Далее
для этого множества доказывается единственность решения. Затем строится реше-
ние, принадлежащее расширенному множеству, но не принадлежащее исходному
множеству. Отсюда следует, что на исходном множестве решения не существует.

Структура расширенного множества допустимых f(x) была установлена из сле-
дующих эвристических соображений. Было найдено (см. п. 3.7), что некоторое при-
ближение к решению содержит слагаемое P (ε)δ(x− ε), где ε > 0 – малый параметр,
а собственно решение f(x) получается при ε → +0, причем тогда P (ε) → +∞ и
P (ε)ε → M < ∞. Таким образом, контактная нагрузка f(x) содержит сосредоточен-
ную при x = 0 (бесконечную) силу и сосредоточенный при x = 0 момент M . Так
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как f(x) не может (по предположению парагр. 1) содержать сосредоточенную при
x = 0 силу, то остается только момент. Это означает, что f(x) содержит слагаемое
−2Mδ′(x). Множитель 2 появляется здесь потому, что на отрезке 0 6 x 6 L распо-
ложена только «половина» функции −2Mδ′(x), поэтому интеграл от этой функции в
левой части (13) равен M , то есть именно моменту такой нагрузки. Заметим здесь,
что слагаемое −2Mδ′(x) в f(x) влияет на формулу (13), но, как нетрудно убедиться,
не влияет на формулу (14). «Половинное» участие функции −2Mδ′(x) в контактной
нагрузке обеспечивает неотрицательность этой нагрузки. Действительно, функция
−2Mδ′(x) содержит «отрицательную часть» независимо от знака величины M , но
если M > 0, то условие f(x) > 0 при 0 6 x 6 L не нарушается, так как тогда
«отрицательная часть» −2Mδ′(x) расположена при x < 0.

Также существуют эвристические соображения, по которым следует дополнить
контактное условие (4), если в составе контактной нагрузки имеется слагаемое
−2Mδ′(x). Действительно, это слагаемое положительно (при M > 0) не в «самой»
точке x = 0, а в «бесконечно близкой» к ней (справа) точке. Поэтому r(x) согласно (4)
должно обратиться в нуль в этой «бесконечно близкой» точке. Так как r(0) = 0 (как
легко получить из (14)), то это означает, что при M > 0 должно выполняться равен-
ство r′(0) = 0. Заметим, что если это условие не выполнено, то будет неопределенной
(неединственной) постоянная C, так как тогда можно положить f(x) = −2Mδ′(x),
где M найдено из (13), и выбрать лишь достаточно большую по модулю C (чтобы
обеспечить условие r(x) > 0).

Итак, множество допустимых f(x) имеет вид

p(x) +
∑

i

P iδ(x − xi) − 2Mδ′(x), (15)

где относительно p(x), P i, x i и суммы делаются те же предположения, что и для
функции (5), и дополнительно предполагается, что M > 0. К контактному усло-
вию (4) добавляется, как указано выше, условие:

M > 0 ⇒ r′(0) = 0. (16)

Заметим, что r′(0) = −C; это нетрудно получить из (14) и (15). Окончательно
приходим к следующей математической постановке контактной задачи.

Задача 3. Найти функцию f(x) вида (15) и число C такие, что выполнено (13);
при 0 6 x 6 L выполнены (3), (4) и (16); r(x) всюду выражается формулой (14).

3.2. Доказательство единственности решения контактной задачи

Утверждение 4. Задача 3 может иметь только одно решение.

Доказательство. Пусть f(x), C и f∗(x), C∗ — два решения задачи 3. По форму-
ле (14) им соответствуют функции r(x) и r∗(x). Обозначим

ϕ(x) = f(x) − f∗(x). (17)

Так как f(x) и f∗(x) имеют вид (15), то ϕ(x) также имеет вид (15), но p(x), Pi,
M могут быть отрицательными. Обозначим

A =

∫

L

0

(r(x) − r∗(x)) ϕ(x) dx. (18)

74 Научный отдел



М. А. Осипенко, А. А. Касаткин. Моментная контактная нагрузка

Из (3), (4) и (17) нетрудно установить, что в (18) подынтегральная функция
неположительна; следовательно, A 6 0. C другой стороны, подставляя (14) в (18) и
учитывая (17), можно найти, что

A = (C∗ − C)

∫

L

0

ϕ(x)x dx+

∫

L

0

a(x)J2(x) dx, (19)

где

J(x) =

∫

L

x

(s − x)ϕ(s) ds. (20)

Из (13) и (17) следует, что первое слагаемое в (19) равно нулю; тогда из (19) сле-
дует, что A > 0; так как A 6 0, то A = 0. Далее, учитывая (19), (20) и упомянутый
выше вид ϕ(x), нетрудно вывести из равенства A = 0, что часть ϕ(x), не содержащая
слагаемое, пропорциональное δ′(x), тождественно равна нулю при 0 6 x 6 L. Если
же ϕ(x) ∼ δ′(x), то из (13) и (17) следует, что и в этом случае ϕ(x) ≡ 0. Таким об-
разом, f(x) ≡ f∗(x) при 0 6 x 6 L. Остается доказать, что C = C∗. Из (14) следует,
что r(x) − r∗(x) = (C∗ − C)x. Предположим, что C 6= C∗; тогда r(x) и r∗(x) могут
обращаться в нуль одновременно только при x = 0, поэтому при каждом 0 < x 6 L
либо r(x) > 0 и тогда f(x) = 0, либо r∗(x) > 0 и тогда f∗(x) = f(x) = 0, то есть
f(x) = 0 при 0 < x 6 L. Так как кусочно-непрерывная часть f(x) непрерывна спра-
ва при x = 0, а δ(x) не может, как предполагалось выше, содержаться в f(x), то
из (15) следует, что f(x) = −2Mδ′(x); тогда и f∗(x) = −2Mδ′(x). Если M > 0, то
r′(0) = −C = 0 и r′

∗
(0) = −C∗ = 0, то есть C = C∗, что противоречит принятому

выше предположению. Следовательно, M = 0; тогда f(x) ≡ 0 при 0 6 x 6 L; это про-
тиворечит (13) в принятом предположении непрерывной неотрицательной q(x) 6≡ 0.
Таким образом, C = C∗; тем самым утверждение 4 полностью доказано. ¤

3.3. Связь решений задач 1 и 3

Утверждение 5. Пусть f1(x) — решение задачи 1. Если M1 > 0, где

M1 =

∫

L̃

0

q(x)x dx −
∫

L

0

f1(x)x dx, (21)

то решение задачи 3 имеет вид

f(x) = f1(x) − 2M1δ
′(x), C = 0. (22)

Доказательство. Так как f1(x) имеет вид (5), то f(x) имеет вид (15). Подстав-
ляя (22) в (13) и учитывая (21), находим, что (13) выполнено. Далее, при C = 0
вид (14) совпадает с видом (1), однако в (14) следует подставить f(x) из (22), а в (1)
следует подставить f1(x). Как было замечено в п. 3.1, слагаемое −2M1δ

′(x) в f(x) не
влияет на (14), поэтому (1) и (14) совпадают при выполнении (22). Так как f1(x) —
решение задачи 1, то (3) и (4) выполнены. Далее из (14) находим r′(0) = −C = 0,
следовательно (16) выполнено и утверждение 5 доказано. ¤

Так как утверждения 1, 2, 3 дают решения задачи 1 в частных случаях, то с помо-
щью утверждения 5 получаем в этих случаях решения задачи 3 при дополнительном
условии M1 > 0. Если это условие не выполнено, то решение задачи 3 нужно строить
отдельно.
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3.4. Решение задачи 3 при условии утверждения 1

Пусть k′′(x) < 0 при 0 6 x 6 L, то есть выполнено условие утверждения 1. Тогда
из (6) (для f1(x)) и (21) находим, что неравенство M1 > 0 принимает вид Q > P , где

Q =
1

L

∫

L̃

0

q(x)x dx. (23)

Возможно любое соотношение между величинами Q и P ; в этом нетрудно убе-
диться на примере: q(x) ≡ const, a(x) ≡ const, k(x) ∼ (L̃2 − x2).

Если Q > P , то (22) есть решение задачи 3 (рис. 4, а, момент показан дуговой
стрелкой), причем если Q > P , то M1 > 0; это, вместе с установленной выше един-
ственностью решения, доказывает (как предварительно упоминалось в п. 3.1), что
решение задачи 3 может не существовать на множестве (5), более узком, чем множе-
ство (15). Если Q < P , то решение задачи 3 строится отдельно; оно сформулировано
в нижеследующем утверждении.

Утверждение 6. Если k′′(x) < 0 при 0 6 x 6 L и Q < P , то решение задачи 3
имеет вид (рис. 4, б)

f(x) = Qδ(x − L), C =
Q − P

L

∫

L

0

(L − x)2a(x) dx. (24)

Доказательство. Очевидно, что f(x) имеет вид (15). Подставляя (24) в (13) и
учитывая (23), находим, что (13) выполнено. Подставляя (24) в (14) и учитывая (7),
получим, что r(0) = 0, r(L) = 0, r′(0) = −C > 0 и

r′′(x) = a(x)(L − x) (Q − b(x)) ,

где b(x) = k(x)/(L−x); при этом b′(x) = c(x)/(L−x)2, где c(x) = k(x)+k′(x)(L−x) и
c′(x) = k′′(x)(L − x). Функция f(x) может быть положительна только при x = L,
а r(L) = 0, следовательно, (4) выполнено. Остается доказать (3). Заметим, что
k(L) > 0, так как если k(L) = 0, то из (2) нетрудно вывести, что k′′(L) = 0; это
противоречит принятому условию k′′(x) < 0 при 0 6 x 6 L. Далее, так как c′(x) < 0
при 0 6 x < L и c(L) = k(L) > 0, то c(x) > 0 при 0 6 x 6 L; следовательно,
b(x) возрастает при 0 6 x < L. Поскольку Q > b(0) (что следует из (23) и (2)), а
b(L − 0) = +∞ (так как k(L) > 0), то из возрастания b(x) следует, что существует
0 < ξ < L такое, что Q > b(x) (тогда r′′(x) > 0) при 0 6 x < ξ и Q < b(x) (тогда
r′′(x) < 0) при ξ < x < L. Такой вид r′′(x) вместе с указанными выше условиями
r′(0) > 0, r(0) = 0, r(L) = 0 и несложными геометрическими соображениями приво-
дит к неравенству r(x) > 0 при 0 6 x 6 L, и (3) доказано. Условие (16) проверять не
нужно, так как в данном случае M = 0. Утверждение 6 доказано. ¤

3.5. Решение задачи 3 при условиях утверждения 2

Пусть k′′(x) > 0 при 0 6 x 6 L и k(L) = 0, то есть выполнены условия утвержде-
ния 2. Тогда из (8) (для f1(x)), (2), (21) находим, что неравенство M1 > 0 прини-
мает вид k(0)h̃3(0)/h3(0) > Lk′(L). Если k(L) = 0, то, как упомянуто в парагр. 1,
q(x) ≡ 0 при L 6 x 6 L̃. Тогда из (2) следует, что k′(L) = 0; поэтому неравенство
M1 > 0 эквивалентно неравенству k(0)h̃3(0)/h3(0) > 0, которое, очевидно, выполне-
но. Таким образом, в данном случае решение задачи 3 всегда выражается формула-
ми (22) (рис. 4, в).
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Рис. 4. Варианты контактной нагрузки в задаче 3

Fig. 4. The types of contact loading for the problem 3

3.6. Решение задачи 3 при условиях утверждения 3

Пусть k′′(x) > 0 при 0 6 x 6 L, k(L) > 0 и Φ(0) 6 0, то есть выполнены
условия a) утверждения 3. Тогда из (6) (для f1(x)) и (21) находим, что неравенство
M1 > 0 принимает, как и в п. 3.4, вид Q > P .

Здесь также возможно любое соотношение между величинами Q и P ; в этом
нетрудно убедиться на примере: q(x) ≡ const, a(x) ≡ const, k(x) ∼ (L̃ − x)2.

Если Q > P , то (22) есть решение задачи 3 (рис. 4, а). Если Q < P , то решение
задачи 3 строится отдельно; оно сформулировано в нижеследующем утверждении.

Утверждение 7. Если k′′(x) > 0 при 0 6 x 6 L, k(L) > 0, Φ(0) 6 0 и Q < P , то
решение задачи 3 имеет вид (24) (рис. 4, б).

Доказательство. утверждения 7 аналогично доказательству утверждения 6. ¤

Пусть теперь k′′(x) > 0 при 0 6 x 6 L, k(L) > 0 и Φ(0) > 0, то есть выполнены
условия б) утверждения 3. Тогда из (9) (для f1(x)), (2), (21) находим, что нера-
венство M1 > 0 эквивалентно неравенству k(0)h̃3(0)/h3(0) > 0, которое, очевидно,
выполнено. Таким образом, в данном случае решение задачи 3 всегда выражается
формулами (22) (рис. 4, г).

3.7. Пример численного решения задачи 3

Задачу 3 можно решить численно. При таком решении искомая контактная на-
грузка f(x) представляется [11] множеством сосредоточенных сил Pi (1 6 i 6 N),
расположенных в заданных узлах xi, разбивающих отрезок 0 6 x 6 L. Далее прово-
дится итерационное уточнение множества узлов контакта до выполнения (3) и (4) в
узлах и условия Pi > 0; условие (13) также учитывается; условие (16) не учитывает-
ся. Численное решение — это значения f(x) в узлах: f(xi) = Pi/(xi−xi−1) (полагаем
x0 = 0).

Рассмотрим следующий пример: L/L̃ = (8 − 2
√

2)/7, h(x) = h̃(x) = h0, q(x) = q0.
Нетрудно установить, что в этом случае выполнены условия б) утверждения 3 и
согласно п. 3.6 аналитическое решение задачи 3 получается по формулам (22) и (9):

f(x) = P∗δ(x − L) + P∗∗δ(x − L/2) +

{

q0/2 (0 6 x 6 L/2)

0 (L/2 < x 6 L)
− 2M1δ

′(x), (25)

где P∗ = q0L(3 + 2
√

2)/16, P∗∗ = q0L/16, M1 = q0L
2(9 + 4

√
2)/32.

Численное решение показано точками на рис. 5; рядом с некоторыми точками в
скобках указан номер i узла. Параметры алгоритма: N = 24, xi = L exp((1 − N/i)/2)
(практика расчетов показала, что узлы должны существенно сгущаться вблизи
x = 0).
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Рис. 5. Численное решение задачи 3

Fig. 5. The numerical solution of the problem 3

Если значения f(xi)/q0 равны нулю или порядка единицы, то они интерпретиру-
ются как кусочно-непрерывная часть f(x). На рис. 5 видно, что f(xi)/q0 при 3 6 i 6 9
и 11 6 i 6 23 хорошо совпадают с третьим слагаемым в (25) (f(x2)/q0 = 0, а не близ-
ко к 1/2, но это – незначительная погрешность, так как x2/L = 0.004087 мало).

Если значения f(xi)/q0 порядка L/(xi − xi−1), то они интерпретируются как со-
средоточенные силы в f(x). На рис. 5 такие силы обнаруживаются при i = 24
и i = 10, что хорошо соответствует первому и второму слагаемым в (25). Вели-
чина силы Pi = (f(xi) − (f(xi−1) + f(xi+1))/2)(xi − xi−1) (среднее арифметиче-
ское значений f(x) в соседних узлах вычитается из f(xi), чтобы устранить «при-
месь» кусочно-непрерывной части f(x)). Численные значения P24/(q0L) = 0, 3643 и
P10/(q0L) = 0.06626 хорошо совпадают c аналитическими P∗/(q0L) = (3 + 2

√
2)/16 и

P∗∗/(q0L) = 1/16 в (25).

Если значение f(x1)/q0 порядка (L/x1)
2 (то есть аномально велико), то оно ин-

терпретируется как сосредоточенный при x = 0 момент в f(x). Такая точка на рис. 5
присутствует, что хорошо соответствует последнему слагаемому в (25). Величина
момента M1 = f(x1)x

2
1; численное значение M1/(q0L

2) = 0.4581 хорошо совпадает с
аналитическим M1/(q0L

2) = (9 + 4
√

2)/32 в (25).

Таким образом, численное решение подтверждает аналитическое; в частности,
подтверждается необходимость учета контактного сосредоточенного момента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный ранее авторами подход к математической постановке и решению
контактных задач для балочных конструкций [4, 5, 8] дал возможность обнаружить
новую, неожиданную особенность в одной из задач этого класса. Естественная мо-
дификация данного подхода, учитывающая обнаруженную особенность, позволила
сформулировать математическую постановку этой контактной задачи, доказать един-
ственность решения и построить аналитическое решение в некоторых частных случа-
ях. Можно надеяться, что данный подход окажется успешным в применении к более
сложным контактным задачам, например, задачам 1 и 3 при отказе от предположения
о постоянстве знака функции k′′(x).
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The contact problem for the structure consisting of two beams is considered. The beams have the different

lengths and the different variable thicknesses. One end of the shorter beam is clamped coinciding with the

hinged end of the longer beam. The other ends of the beams are free. The given loading is applied to the longer

beam. The beams undergo the weak joint bending with the unilateral (receding) contact. There is no friction

between the beams. The bending of each beam is described by Bernoulli – Euler model. The contact problem

is to find the contact loading, i.e. the forces of interaction of beams. This problem has a number of well-known

characteristic features. Some of them inhere in the contact problems for the beam structures on the whole.

The others inhere in the structures containing the beam that cannot be in the equilibrium for the arbitrary

loading. Besides, this problem has the novel peculiarity consisting in the appearance of the concentrated

couple in the contact loading. The non-negativity of the contact loading, as the necessary condition of the

unilateral contact, is not spoiled because the concentrated couple is at the end of the beams and its “negative

part” is located outside the beams and does not belong to the contact loading. The mathematical formulation

of the contact problem is propounded. The uniqueness of the solution of this problem is proved. The analytical

solution is constructed in some special cases. The relation between the problem under consideration and the

well-known contact problem for two cantilever beams is established.

Keywords: Bernoulli – Euler beam, contact problem, unilateral contact, contact loading, concentrated couple,

uniqueness of solution, analytical solution.
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