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МАТЕМАТИКА
УДК 519.216.8

Мартингальные неравенства
в симметричных пространствах

с полумультипликативным весом

С. С. Волосивец, Н. Н. Зайцев

Волосивец Сергей Сергеевич, кандидат физико-математических на-

ук, доцент кафедры теории функций и стохастического анализа, Сара-

товский национальный исследовательский государственный универ-

ситет имени Н. Г. Чернышевского, Россия, 410012, Саратов, ул. Аст-

раханская, д. 83, VolosivetsSS@mail.ru

Зайцев Николай Николаевич, магистрант кафедры теории функций

и стохастического анализа, Саратовский национальный исследова-

тельский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского,

Россия, 410012, Саратов, ул. Астраханская, д. 83, zaic.nick@gmail.com

Пусть (Ω, Σ, P ) является полным вероятностным пространством,

F = {Fn}∞n=0 — возрастающая последовательность σ-алгебр,

такая что ∪∞
n=0Fn порождает Σ. Если f = {fn}∞n=0 являет-

ся мартингалом по отношению к F и En — условное (математи-

ческое) ожидание по отношению к Fn, то можно ввести макси-

мальную функцию M(f) = supn>0 |fn| и квадратичную функ-

цию S(f) =

( ∞∑
i=0

|fi − fi−1|2
)1/2

, f−1 = 0. В случае равно-

мерно интегрируемых мартингалов существует g ∈ L1(Ω), такая

что Eng = fn, и мы рассматриваем максимальную шарп-функцию

f ♯ = supn>0 En|g − fn−1|. Результат Буркхольдера – Ганди –

Дэвиса состоит в том, что C1‖M(f)‖p 6 ‖S(f)‖p 6 C2‖M(f)‖
при 1 < p < ∞, где‖·‖p –- норма в Lp(Ω) и C2 > C1 > 0. Мы назы-

ваем неравенство типа ‖M(f)‖p 6 C‖f ♯‖p, 1 < p < ∞, неравен-

ством Феффермана – Стейна. Известно, что мартингальное неравен-

ство Буркхольдера – Ганди – Дэвиса справедливо в перестановочно-

инвариантных банаховых функциональных пространствах с нетриви-

альными индексами Бойда. Мы доказываем это неравенство в более

широком классе симметрических пространств (это понятие опреде-

ляется как в известной монографии С. Г. Крейна, Ю. И. Петунина

и Е. М. Семенова) с полумультипликативным весом. Также в этом

же классе симметричных пространств получены неравенства типа

Феффермана – Стейна, использующие максимальную шарп-функцию

и квадратичные шарп-функции.

c© Волосивец С. С., Зайцев Н. Н., 2019
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ВВЕДЕНИЕ

В теории мартингалов хорошо известны неравенства Буркхольдера – Ганди–
Дэвиса, согласно которым Lp-норма максимальной функции мартингала слабо эк-
вивалентна Lp-норме квадратичной вариации мартингала при 1 < p < ∞ (см. [1]).
Этот результат был перенесен указанными авторами [2] на случай пространств
Орлича LΦ[0, 1], где выпуклая четная функция Φ, помимо стандартных требова-
ний lim

x→0+0
Φ(x)/x = 0 и lim

x→+∞
Φ(x)/x = +∞, удовлетворяет также ∆2-условию

Φ(2t) 6 CΦ(t), t > 0. Для перестановочно-инвариантных банаховых функциональ-
ных пространств (r.i. BFS, точное определение см. ниже) с положительным нижним
индексом Бойда аналогичный результат был получен У. Джонсоном и Г. Шехтма-
ном [3]. В работе И. Я. Новикова [4] аналог неравенства Буркхольдера – Ганди–
Дэвиса был получен для симметричных пространств со свойством ‖στ‖X̃→X̃ = o(1),
τ → 0 + 0 (см. следующий параграф). Более того, в [3] и [4] установлена экви-
валентность выполнения неравенства Буркхольдера – Ганди–Дэвиса в пространстве
и соответствующих условий на пространство. Из результатов [5, гл. 2, §§ 1, 4] вы-
текает, что условия У. Джонсона –Г. Шехтмана и И. Я. Новикова равносильны, а
согласно ссылке [6] в [4] результаты И. Я. Новикова были доложены в 1988 году.
М. Кикучи [6] установил эквивалетность условий ограниченности операторов Хар-
ди и Харди–Литтлвуда в перестановочно-инвариантных пространствах и условий
выполнения некоторых мартингальных неравенств.

Мартингальный аналог известной теоремы Ч. Феффермана –И. Стейна [7] об
оценке Lp-нормы максимальной функции через Lp-норму шарп-функции был уста-
новлен А. Гарсиа [8]. Более общий результат этого типа см. [9, гл. 2, теорема 2.5.3.]
В последней монографии Ф. Вейца подробно изучаются свойства мартингалов и мар-
тингальных пространств с разных точек зрения. Для пространств Орлича аналог
теоремы Ч. Феффермана –И. Стейна был получен Р. Лонгом [10], а для пространств
Лоренца близкие результаты доказаны И. Реном [11].

Для так называемых перестановочно-инвариантных квази-банаховых функцио-
нальных пространств аналоги неравенств Буркхольдера – Ганди–Дэвиса и Ч. Феф-
фермана –И. Стейна были установлены К. Хо [12]. Развивая идеи Р. Лонга [10] и
М. Кикучи [6], К. Хо активно использовал операторы Харди–Литтлвуда и Харди в
доказательствах.

Целью настоящей работы является нахождение условий выполния аналогов об-
суждаемых выше неравенств Буркхольдера – Ганди–Дэвиса и Ч. Феффермана –
И. Стейна в симметричных пространствах с полумультипликативными весами, куда
входят, например, степенные веса.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть (Ω, Σ, P ) — полное вероятностное пространство, M(Ω) — множество из-
меримых на Ω относительно P функций. Для f : Ω → R функцией распределения
назовем Pf (λ) = P{x ∈ Ω : |f(x)| > λ}, невозрастающая перестановка функции f
задается равенством f ∗(t) = inf{λ : Pf (λ) 6 t}, t > 0.

Если X̃ = X̃(R+) — банахово пространство измеримых функций на R+ = [0, +∞)
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(т.е. X̃ ⊂ M(R+)), такое что для x, y ∈ M(R+) выполняется следующее:

1) из неравенства |x(t)| 6 |y(t)| на R+ и y ∈ X̃ следует, что x ∈ X̃ и ‖x‖X̃ 6 ‖y‖X̃ ;

2) из равноизмеримости |x|, |y| и x ∈ X̃ следует, что y ∈ X̃ и ‖x‖X̃ = ‖y‖X̃ ,

то X̃ называется симметричным. Соответственно, банахово пространство X ⊂ M(Ω)

называется симметричным, если существует симметричное пространство X̃ на R+,
такое что для любого f ∈ X верно равенство ‖f‖X = ‖f ∗‖X̃ .

Определим оператор растяжения равенством (στx)(t) = x(t/τ) для x ∈ X̃. Извест-

но, что στ непрерывно в симметричном пространстве X̃ и что существуют величины

αX = lim
τ→0+0

ln ‖στ‖X̃→X̃

ln τ
= sup

0<τ<1

ln ‖στ‖X̃→X̃

ln τ
(1)

и

βX = lim
τ→+∞

ln ‖στ‖X̃→X̃

ln τ
= inf

1<τ<∞

ln ‖στ‖X̃→X̃

ln τ
, (2)

называемые нижним и верхним индексами Бойда пространства X (см. монографию
С. Г. Крейна, Ю. И. Петунина и Е. М. Семенова [5, гл. II, § 4, с. 134], в которой со-
держится развернутая теория симметричных пространств и интерполяции линейных
операторов).

Если симметричное пространство X обладает также свойством Фату (т. е. условия
xn > 0, xn ↑ x п. в. на Ω и ‖xn‖X 6 C < ∞, n ∈ N, влекут x ∈ X и ‖x‖X = lim

n→∞
‖xn‖X),

то оно называется перестановочно-инвариантным банаховым функциональным про-
странством (r.i. BFS).

Положительная измеримая всюду конечная на (0, +∞) функция v(t) назы-
вается полумультипликативной, если для t1, t2 ∈ (0, +∞) верно неравенство
v(t1t2) 6 v(t1)v(t2). Согласно [5, гл.II, § 1, теорема 1.3] для определенной выше функ-
ции v(t) существуют величины аналогичные (1) и (2):

α(v) = lim
τ→0+0

ln v(t)

ln t
= sup

0<τ<1

ln v(t)

ln t
,

β(v) = lim
τ→∞

ln v(t)

ln t
= inf

τ>1

ln v(t)

ln t
.

Весовое пространство (X, v) состоит из измеримых на Ω функций f , таких что
‖f‖X,v = ‖f ∗v‖X̃ < ∞.

Пусть F = {Fn}n>0 — возрастающая по вложению последовательность σ-алгебр
из Σ, таких что Σ есть σ-алгебра, порожденная ∪n>0Fn. Пусть также F−1 = F0.
Обозначим условное математическое ожидание по отношению к Fn через En. По-
следовательность f = {fn}∞n=0 случайных величин называется мартингалом по отно-
шению к F , если:

1) для всех n ∈ Z+ случайная величина fn измерима относительно Fn;
2) для всех n ∈ Z+ математическое ожидание fn конечно;
3) для всех n ∈ N верно En−1(fn) = fn−1.
Известно, что при выполнении этих условий fn сходится почти наверное к неко-

торой случайной величине f∞. Рассмотрим разности dif − fi − fi−1, i > 0, f−1 = 0.
Введем максимальную функцию и квадратические функции (условные квадратиче-
ские вариации) мартингала формулами

M(f) = sup
i>0

|fi|, S(f) =

( ∞∑

i=0

|dif |2
)1/2

, s(f) =

( ∞∑

i=0

Ei−1|dif |2
)1/2

.
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Мартингал f называется равномерно интегрируемым, если

lim
y→+∞

sup
n∈Z+

∫

|fn|>y

|fn| dP = 0.

В этом случае существует g ∈ L1(Ω), такая что fn = Eng, n ∈ Z+. Для r > 1 и
равномерно интегрируемого мартингала f определим следующие шарп-функции:

f ♯ = sup
n>0

En|g − fn−1|, fS
r = sup

n>0


En

[ ∞∑

i=n

|dif |2
]r/2




1/r

,

f s
r = sup

n>0


En

[ ∞∑

i=n

Ei−1|dif |2
]r/2




1/r

.

Будем рассматривать операторы Харди–Литтлвуда Bf(x) = x−1
∫ x

0
f(t) dt и Хар-

ди H f(x) =
∫ ∞

x
t−1f(t) dt (такие названия используются, например, в [5, гл. 2]).

Известно, что операторы B и H ограничены в Lp(R+), 1 < p < ∞ (см. [13, теоре-
мы 327, 328]).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Следующие две леммы установлены Е. А. Павловым [14].

Лемма 1. Пусть симметричное пространство X̃(R+) и полумультипликатив-
ная функция v(t) удовлетворяют условию β(v) + βX < 1. Тогда оператор Харди–

Литтлвуда B ограниченно действует в (X̃, v).

Лемма 2. Пусть симметричное пространство X̃(R+) и полумультипликатив-
ная функция v(t) удовлетворяют условию α(v) + αX > 0. Тогда оператор Харди

H ограниченно действует в (X̃, v).

Первое неравенство леммы 3 установлено Р. Лонгом [10, лемма 4], два осталь-
ных — И. Реном [11, лемма 1].

Лемма 3. Пусть 1 6 r < ∞, f = {fn}n>0 — равномерно интегрируемый мар-
тингал, t > 0. Тогда

(M(f))∗(t) 6 4(f ♯)∗(t/2) + (M(f))∗(2t), (3)

(S(f))∗(t) 6 4(fS
r )∗(t/2) + (S(f))∗(2t), (4)

(s(f))∗(t) 6 4(f s
r )∗(t/2) + (s(f))∗(2t). (5)

Лемма 4 установлена в работе Р. Багби и Д. Куртца [15], см. также [12].

Лемма 4. Пусть f, g измеримы на Ω и удовлетворяют неравенству f∗(t) 6

6 f ∗(2t) + Cg∗(t/2). Тогда

f ∗(t) 6 2Cg∗(t/2) + C

∫ ∞

t

s−1g∗(s) ds, t > 0.

Лемма 5 установлена М. Кикучи [16].
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Лемма 5. Пусть f = {fn}n>0 — мартингал, такой что S(f) ∈ L1(Ω) или
M(f) ∈ L1(Ω). Тогда

(M(f))∗(t) 6 CQ[S(f)∗](t), (6)

(S(f))∗(t) 6 CQ[M(f)∗](t), (7)

где Q(g)(t) =
∫ 1

t
u−1g(u) du, 0 6 t 6 1.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть 1 6 r < ∞, X — симмметричное пространство, v(t) — полу-
мультипликативная функция, такие что αX + α(v) > 0. Для любого равномерно
интегрируемого мартингала f = {fn}n>0 справедливы неравенства

‖M(f)‖X,v 6 C‖f ♯‖X,v, ‖S(f)‖X,v 6 C‖fS
r ‖X,v, ‖s(f)‖X,v 6 C‖f s

r ‖X,v.

Доказательство. Мы ограничимся доказательством первого из неравенств, два
остальных показываются аналогично с использованием (4) и (5) вместо (3). В силу
(3) и леммы 4 мы имеем

(M(f))∗(t) 6 4(f ♯)∗(t/2) + (M(f))∗(2t) 6 8(f ♯)∗(t/2) + 4

∫ ∞

t

u−1(f ♯)∗(u) du.

Поскольку функция (f ♯)∗ не возрастает, то

∫ 2k+1t

2kt

u−1(f ♯)∗(u) du 6 (f ♯)∗(2kt)

∫ 2k+1t

2kt

u−1 du = ln 2(f ♯)∗(2kt)

и

(M(f))∗(t) 6 8(f ♯)∗(t/2) + 4
∞∑

k=0

(f ♯)∗(2kt).

В последнем неравенстве использовано неравенство ln 2 6 1.
В силу неравенства треугольника для нормы ‖ · ‖X̃ и условия полумультиплика-

тивности v(t) получаем

‖M(f)‖X,v = ‖(M(f))∗(t)v(t)‖X̃ 6 8‖(f ♯)∗(t/2)v(2)v(t/2)‖X̃+

+4
∞∑

k=0

‖(f ♯)∗(2kt)v(2kt)v(2−k)‖X̃ 6

6 8v(2)‖σ2‖X̃→X̃‖(f ♯)∗v‖X̃ + 4
∞∑

k=0

‖(σ1/2k‖X̃→X̃v(2−k)‖(f ♯)∗v‖X̃ . (8)

По определению (см. также теорему 1.3 из [5, гл. II, § 1]) ‖σt‖X̃→X̃ 6 tαX−ε и
v(t) 6 tα(v)−ε при достаточно малых t, поэтому, подбирая ε так, что αX +α(v)−2ε > 0,
мы получаем сходимость ряда из правой части (8). В итоге ‖M(f)‖X,v 6 C1‖f ♯‖X,v,

где C1 зависит от v и X̃. Теорема доказана. ¤

Теорема 2. Пусть X — симметричное пространство, v(t) — полумультипли-
кативная функция, такие что 0 < αX + α(v) 6 βX + β(v) < 1. Тогда существуют
константы C2 > C1 > 0, такие что для любого равномерно интегрируемого
мартингала f = {fn}n>0 справедливо неравенство Буркхольдера– Ганди–Дэвиса

C1‖M(f)‖X,v 6 ‖S(f)‖X,v 6 C2‖M(f)‖X,v.
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Доказательство. Интегрируя неравенство (6), получаем

∫ t

0

(M(f))∗(u) du 6 C1

∫ t

0

Q[S(f)∗](u) du. (9)

С другой стороны, так как (M(f))∗ не возрастает, то также в силу (6) и (9)

(M(f))∗(t) 6 t−1

∫ t

0

(M(f))∗(u) du 6 C1t
−1

∫ t

0

Q[S(f)∗](u) du = C1BQ[S(f)∗](t),

где B — оператор Харди–Литтлвуда. Но для g ∈ L1[0, 1] справедливо тождество

BQ(g)(t) = t−1

∫ t

0

∫ 1

u

s−1g(s) ds du =

∫ t

0

∫ t

u

(ts)−1g(s) ds du +

∫ t

0

∫ 1

t

(ts)−1g(s) ds du =

=

∫ t

0

∫ s

0

(ts)−1g(s) du ds +

∫ t

0

t−1 du

∫ 1

t

s−1g(s) ds = B(g)(t) + Q(g)(t).

Поэтому
(M(f))∗(t) 6 C1(B[(S(f))∗](t) + Q[(S(f))∗](t)). (10)

Благодаря лемме 1 мы имеем

‖B[(S(f))∗]v‖X̃ 6 C2‖[(S(f))∗]v‖X̃ = C2‖S(f)‖X,v.

Так как для неотрицательной функции g(t) верно неравенство Q(g)(t) 6 H (g)(t),
по лемме 2 мы находим, что ‖Q[(S(f))∗]v‖X̃ 6 C3‖S(f)‖X,v. Из неравенства (10) мы
выводим, что

‖M(f)‖X,v = ‖(M(f))∗v‖X̃ 6 C1(C2 + C3)‖S(f)‖X,v.

Обратное утверждение доказывается аналогично с помощью неравенства (7). Тео-
рема доказана. ¤
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Let (Ω, Σ, P ) be a complete probability space, F = {Fn}∞n=0 be an increasing sequence of σ-

algebras such that ∪∞
n=0Fn generates Σ. If f = {fn}∞n=0 is a martingale with respect to F and

En is the conditional expectation with respect to Fn, then one can introduce a maximal function

M(f) = supn>0 |fn| and a square function S(f) =

( ∞∑
i=0

|fi − fi−1|2
)1/2

, f−1 = 0. In the case

of uniformly integrable martingales there exists g ∈ L1(Ω) such that Eng = fn and we consider a

sharp maximal function f ♯ = supn>0 En|g − fn−1|. The result of Burkholder – Davis – Gundy is that

C1‖M(f)‖p 6 ‖S(f)‖p 6 C2‖M(f)‖ for 1 < p < ∞, where ‖ · ‖p is the norm in Lp(Ω) and

C2 > C1 > 0. We call the inequality of type ‖M(f)‖p 6 C‖f ♯‖p, 1 < p < ∞ Fefferman – Stein

inequality. It is known that Burkholder – Davis – Gundy martingale inequality is valid in rearrangement invari-

ant Banach function spaces with non-trivial Boyd indices. We prove this inequality in a more wide class of

symmetric spaces (the last notion is defined as in the famous monograph by S. G. Krein, Yu. I. Petunin and

E. M. Semenov) with semimultiplicative weight. Also, the Fefferman – Stein type inequalities of sharp maximal

function and sharp square functions are obtained in this class of symmetric spaces.
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О кратной полноте корневых функций пучков
дифференциальных операторов с постоянными коэффициентами

и распадающимися краевыми условиями

В. С Рыхлов

Рыхлов Виктор Сергеевич, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры дифференци-

альных уравнений и прикладной математики, Саратовский национальный исследовательский госу-

дарственный университет имени Н. Г. Чернышевского, Россия, 410012, Саратов, ул. Астраханская,

д. 83, RykhlovVS@yandex.ru

В пространстве суммируемых с квадратом функций на отрезке [0, 1] рассматривается класс поли-

номиальных пучков обыкновенных дифференциальных операторов n-го порядка. Коэффициенты

дифференциального выражения предполагаются постоянными. Краевые условия являются распа-

дающимися и двухточечными в концах 0 и 1 (l краевых условий берутся только в точке 0, а остальные

n − l — в точке 1). Дифференциальное выражение и краевые формы предполагаются однородны-

ми, т. е. содержат только главные части. Предполагается, что корни характеристического уравнения

пучков этого класса простые, отличны от нуля и лежат на двух лучах, исходящих из начала координат,

в количествах k и n − k. Формулируются достаточные условия m-кратной полноты с возможным

конечным дефектом системы корневых функций пучков этого класса в пространстве суммируемых с

квадратом функций на основном отрезке. Кратность m полноты зависит от соотношений параметров

n, l и k. При этом предполагается отличие от нуля некоторых вполне конкретных определителей,

построенных по коэффициентам краевых условий и корням характеристического многочлена. Дается

оценка сверху возможного конечного дефекта.

Ключевые слова: пучок обыкновенных дифференциальных операторов, полиномиальный пучок

дифференциальных операторов, однородное дифференциальное выражение, однородные краевые

формы, кратная полнота, корневые функции, собственные и присоединенные функции, производные
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ВВЕДЕНИЕ

Постановка задачи

В L2[0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операторов L(λ),
порожденный однородным (присутствуют только главные члены) дифференциальным
выражением (д.в.) n-го порядка

ℓ(y, λ) :=
∑

j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, p0n 6= 0, (1)

и линейно независимыми однородными двухточечными распадающимися нормиро-
ванными краевыми условиями

Ui(y, λ) :=
∑

j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l, (2)
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Ui(y, λ) :=
∑

j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (3)

где λ, αijs, βijs ∈ C, κi,∈ N ∪ {0}, 1 6 l 6 n − 1.
Далее используем, не повторяя в данном тексте, известные определения собствен-

ных и присоединенных функций или, кратко, корневых функций (к.ф.), m-кратной
(1 6 m 6 n) полноты к.ф. из [1–3].

Решается задача о нахождении условий на параметры пучка L(λ), при которых
имеет место m-кратная полнота к.ф. этого пучка в пространстве L2[0, 1].

Краткая история вопроса

Основополагающей по этой проблеме является работа [4], в которой была сфор-
мулирована теорема об n-кратной полноте к.ф. пучка L(λ), порожденного д.в. со
специальной главной частью

ℓ(y, λ) := y(n) + λny + {возмущение}

и распадающимися краевыми условиями. Эта теорема была доказана в [5] в случае
аналитических коэффициентов д.в. и в [6] — в случае суммируемых коэффициентов.
Случай произвольной главной части д.в. был рассмотрен в [7, 8]. Детальное иссле-
дование вопроса об n-кратной и, в частности, m-кратной (1 6 m 6 n − 1) полноте
к.ф. пучка L(λ), д.в. которого имеет постоянные коэффициенты, а краевые условия
— полураспадающиеся, проведено в [9]. Полураспадающиеся краевые условия — ко-
гда l (2l > n) краевых условий берутся только в одном конце основного отрезка [0, 1]
(например в 0), а остальные n − l краевых условий берутся и в 0 и в 1.

Более подробно история вопроса изложена в [10, 11].
В частности, в [11] рассмотрен случай, когда корни характеристического уравне-

ния пучка расположены на двух лучах, исходящих из начала. В теореме 1 из [11]
получены достаточные условия кратной полноты в пространстве L2[0, 1] системы к.ф.
для более общего класса пучков вида (1)–(3), когда краевые условия полураспадаю-
щихся «в широком смысле» (т. е. когда возможно выполнение не только неравенства
2l > n, но и неравенства 2l < n в случае 1 6 l 6 n − 1). Но, несмотря на то что
краевые условия (2)–(3) являются частным случаем полураспадающихся «в широком
смысле» краевых условий из [11], теорема 1 о полноте из [11] не может быть непо-
средственно применена к случаю распадающихся краевых условий (2)–(3), так как
не все параметры в формулировке теоремы 1 из [11] определены для распадающихся
краевых условий (2)–(3) (см. подробнее об этом после формулировки теорем 1 и 2
настоящей статьи).

Видоизменив доказательство теоремы 1 из [11], удалось получить достаточные
условия кратной полноты и в случае распадающихся краевых условий, но, к сожа-
лению, не во всех случаях. Чтобы сформулировать полученные результаты, введем
необходимые предположения и обозначения.

Формулировка основных результатов

Предположим, что корни ω1, ω2, . . . , ωn характеристического уравнения (или, крат-
ко, характеристики)

∑
j+s=n

pjsω
j = 0 попарно различны, отличны от нуля и лежат на

двух или одном лучах, исходящих из начала. Пусть на одном луче лежат k харак-
теристик, а на другом — n − k (0 6 k 6 n). Не нарушая общности, можно считать,
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что корни расположены следующим образом:

ωneiϕ < ωn−1e
iϕ < · · · < ωk+1e

iϕ < 0 < ω1e
−iϕ < ω2e

−iϕ < · · · < ωke
−iϕ, (4)

где |ϕ| < π/2. В случае одного луча (k = n или k = 0), ради единообразия дальней-
ших выкладок, считаем, что ϕ = 0 и k = n, т. е. формально тоже два луча, но один
луч не содержит корней.

Обозначим [p, q]− = min{p, q}, [p, q]+ = max{p, q}, [p]+ = [p, 0]+ и положим при
j = 1, n

aij =
∑

ν+s=κi

αiνsω
ν
j , i = 1, l, bij =

∑

ν+s=κi

βiνsω
ν
j , i = l + 1, n.

Используя эти обозначения, введем условия отличия от нуля главного члена
асимптотики характеристического определителя пучка L(λ). Главным членом асимп-
тотики является соответствующая растущая экспонента с коэффициентом, который
есть произведение двух определителей. Один определитель выражается через числа
aij, а другой — через числа bij. Конкретный вид таких определителей зависит от
того, в правой или левой полуплоскости рассматривается параметр λ, а также от со-
отношений между n, l и k. Всего имеется четыре пары таких определителей (по два
для правой и левой полуплоскостей расположения параметра λ), а следовательно,
четыре условия:

det(aij)
j=1,k+l−n;k+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=k+l−n+1,k

i=l+1,n
6= 0 при n − k 6 l; (5)

det(aij)
j=n−l+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,n−l

i=l+1,n
6= 0 при n − k > l; (6)

det(aij)
j=1,l

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=l+1,n

i=l+1,n
6= 0 при k 6 l; (7)

det(aij)
j=k−l+1,k

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,k−l;k+1,n

i=l+1,n
6= 0 при k > l. (8)

Отметим, что в крайнем случае n−k = l условия (5) и (6) совпадают. Аналогично
в крайнем случае k = l совпадают условия (7) и (8).

Теорема 1. Если [k, n − k]+ 6 l и выполняются условия (5) и (7), то при
m = 2(n − l) система к.ф. пучка (1)–(3) m-кратно полна в L2[0, 1] с возможным

конечным дефектом, не превышающим числа d1 :=
n∑

i=l+1

[m − 1 − κi]+.

Теорема 2. Если [k, n−k]− > l и выполняются условия (6) и (8), то при m = 2l
система к.ф. пучка (1)–(3) m-кратно полна в L2[0, 1] с возможным конечным

дефектом, не превышающим числа d2 :=
l∑

i=1

[m − 1 − κi]+.

Формулировка теоремы 1 почти один в один повторяет формулировку пункта (a)
теоремы 1 из [11], хотя доказательство немного отличается. Это связано с тем, что в
случае полураспадающихся краевых условий в теореме 1 из [11] определены и вели-
чины κi0, и величины κi1 — порядки форм в 0 и 1 в смешанных краевых условиях
при i = l + 1, n , а возможный конечный дефект системы к.ф. не превосходит величи-
ны d1 =

∑n
i=l+1[m−1−κi]+, где κi = min{κi0, κi1}. В случае же краевых условий (3)
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настоящей статьи величины κi0 не определены, а возможный конечный дефект си-
стемы к.ф. в теореме 1 не превосходит вроде бы ту же величину d1, но отличие есть:
здесь κi есть порядки краевых условий (3), т. е. κi = κi1 в обозначениях статьи [11].

Формулировка же теоремы 2 настоящей статьи совсем отличается от формули-
ровки соответствующего случая в пункте (c) теоремы 1 из [11].

Два крайних подслучая из теорем 1 и 2 объединим в отдельной теореме. Это
соответствует случаю регулярного пучка.

Теорема 3. Если [k, n−k]− = [k, n−k]+ = l или, что эквивалентно, n = 2k = 2l и
выполняются условия (5) (или (6)) и (7) (или (8)), то система к.ф. пучка (1)–(3)
n-кратно полна в L2[0, 1] с возможным конечным дефектом, не превышающим
числа [d1, d2]− в случае, если по крайней мере для одного i = 1, n выполняется
неравенство κi > n − 1, и с нулевым дефектом в противном случае.

В доказательстве теорем 1 и 2 отмечено, что в случае

[k, n − k]− < l < [k, n − k]+, (9)

который исключен из рассмотрения в теоремах 1–3, используемый метод рассужде-
ний не проходит из-за пока непреодолимых трудностей. Условие (9) — случай пучка
L(λ) с устойчивой сильной нерегулярностью, т. е. такой (см. определение в [3]), ко-
торая имеет место при любых значениях коэффициентов краевых условий αijs и βijs.

Оставшаяся часть статьи посвящена доказательству сформулированных теорем.
Схема доказательства соответствует схеме доказательства теоремы 1 в [11]. Цен-
тральную роль в доказательстве играет основная лемма об оценке, которая форму-
лируется и доказывается в следующем разделе.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ И ЛЕММА ОБ ОЦЕНКЕ

Хорошо известно, что уравнение ℓ(y, λ) = 0 имеет фундаментальную систему
решений (ф.с.р.) {yj(x, λ)}n

j=1 вида

yj(x, λ) = eλωjx, j = 1, n. (10)

Наряду с ф.с.р. (10) будет использоваться ф.с.р. {ỹj(x, λ)}n
j=1, удовлетворяющая

начальным условиям

ỹ
(s−1)
j (0, λ) = δjs, j, s = 1, n,

где δjs есть символ Кронекера. Из теории обыкновенных дифференциальных уравне-
ний известно, что ỹj(x, λ) есть целые аналитические функции по λ.

Будем далее обозначать объекты, построенные по ф.с.р. {ỹj(x, λ)}n
j=1, теми же

буквами, что и объекты, построенные по ф.с.р. {yj(x, λ)}n
j=1, но с волной наверху.

Собственные значения λν , ν = 1, 2, . . . , пучка (1)–(3) являются нулями целой
функции ∆̃(λ) := det

(
Ui(ỹj(x, λ), λ)

)n

i,j=1
.

Обозначим через Φ̃i(x, λ) функцию, полученную из ∆̃(λ) в результате замены i-й
строки на строку (ỹ1(x, λ), . . . , ỹn(x, λ)). Непосредственно можно убедиться в том, что
при фиксированном m ∈ {1, 2, . . . , n} (этот параметр определяет кратность полноты
к.ф. и будет выбран позже) столбцы

(
∂rΦ̃i(x, λ)

∂λr
, . . . ,

∂r
(
λm−1Φ̃i(x, λ)

)

∂λr

)T
∣∣∣∣∣∣
λ=λν

, (11)
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где i = 1, n, r = 0, sν , являются производными по Келдышу m-цепочками для к.ф.,
соответствующих с.з. λν , которое является нулем ∆̃(λ) кратности sν + 1.

Введем в рассмотрение функции

Θ̃i(λ) =

∫ 1

0

m∑

j=1

λj−1Φ̃i(x, λ)

∆(λ)
hj(x) dx, i = 1, n, (12)

где hj(x) ∈ L2[0, 1], j = 1,m, и обозначим h(x) =
(
h1(x), . . . , hm(x)

)T
.

Перепишем (12) в виде

Θ̃i(λ) =
∆̃i(λ)

∆̃(λ)
, i = 1, n, (13)

где ∆̃i(λ) получается из ∆̃(λ) заменой i-й строки строкой (ũn+1,1(λ), . . . , ũn+1,n(λ)), в
которой

ũn+1,j(λ) =

∫ 1

0

m∑

ν=1

hν(x)λν−1ỹj(x, λ) dx = λm−1

∫ 1

0

hm(x, λ)ỹj(x, λ) dx

и hm(x, λ) =
∑m

ν=1 hν(x)λν−m.
Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Функции Φ̃1(x, λ), . . . , Φ̃l(x, λ) являются линейно независимы-
ми решениями уравнения ℓ(y, λ) = 0, удовлетворяющими последним n− l краевым
условиям (3), а функции Φ̃l+1(x, λ), . . . , Φ̃n(x, λ) являются линейно независимыми
решениями того же уравнения, удовлетворяющими первым l краевым услови-
ям (2).

Доказательство аналогично доказательству соответствующего утверждения в [9,
c. 48–49]. Там же сформулировано и доказано другое утверждение.

Утверждение 2. Функции Θ̃1(λ), . . . , Θ̃n(λ) не зависят от выбора ф.с.р. урав-
нения ℓ(y, λ) = 0.

Из утверждения 2 и формулы (13) получим

Θ̃i(λ) ≡ Θi(λ) ≡ ∆i(λ)

∆(λ)
, i = 1, n. (14)

Введем в рассмотрение следующие множества

Π+
ε =

{
λ ∈ C | arg λ ∈ [−ε, ε]

}
, Π−

ε =
{

λ ∈ C | arg λ ∈ [π − ε, π + ε]
}

,

где ε > 0 и достаточно мало.
Будем обозначать далее через C(ε) различные константы, зависящие, возможно,

только от ε, через Oε(1/|λ|) различные величины, для которых при |λ| ≫ 1 имеют
место оценки |Oε(1/|λ|)| 6 C(ε)/|λ|. Кроме того, будем использовать обозначение
[a]ε := a + Oε(1/|λ|) при |λ| ≫ 1.

Справедлива следующая лемма об оценке, которая является основной при дока-
зательстве сформулированных теорем.
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Лемма 1 (основная лемма об оценке). Пусть для пучка L(λ) с параметрами n,
l и k выполняются неравенства (4). Тогда при |λ| ≫ 1 имеют место оценки

|Θi(λ)| 6 C(ε)|λ|m− 3

2
−κi , (15)

при определенных сочетаниях величин i, n, l и k, а именно:

1) в случае λ ∈ Π+
ε в следующих ситуациях:

а) при n − k < l и выполнении условия (5) — для i = l + 1, n;

б) при n−k = l и выполнении условия (5) или (6) (условия (5) и (6) в этом
случае совпадают) — для i = 1, n;

в) при n − k > l и выполнении условия (6) — для i = 1, l;

2) в случае λ ∈ Π−
ε в следующих ситуациях:

а) при k < l и выполнении условия (7) — для i = l + 1, n;

б) при k = l и выполнении условия (7) или (8) (условия (7) и (8) в этом
случае совпадают) — для i = 1, n;

в) при k > l и выполнении условия (8) — для i = 1, l.

Доказательство. Справедливы следующие формулы:
(i) при σ = 1, l, j = 1, n

Uσ(yj, λ) =
∑

ν+s=κσ

ασνsω
ν
j λ

ν+s = λκσ

∑

ν+s=κσ

ασνsω
ν
j = λκσaσj; (16)

(ii) при σ = l + 1, n, j = 1, n

Uσ(yj, λ) =
∑

ν+s=κσ

βσνsω
ν
j λ

ν+seλωj = λκσeλωj

∑

ν+s=κσ

βσνsω
ν
j = λκσeλωjbσj. (17)

Для большей ясности разобьем доказательство основной леммы на ряд лемм.
1. Рассмотрим сначала случай λ ∈ Π+

ε . Так как справедливы соотношения (14), то
чтобы оценить сверху |Θi(λ)|, предварительно оценим снизу |∆(λ)|.

Лемма 2. Если λ ∈ Π+
ε и |λ| ≫ 1, то при n − k 6 l и выполнении условий (5)

имеет место следующая оценка снизу:

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n

i=1
κi

∣∣∣eλ
∑k

ν=k+l+1−n ων

∣∣∣ , (18)

а при n − k > l и выполнении условий (6) — оценка снизу

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n

i=1
κi

∣∣∣eλ
∑n−l

ν=1
ων

∣∣∣ , (19)

где C(ε) > 0 есть константа, зависящая только от ε и от параметров пуч-
ка L(λ).
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Доказательство. Подставляя (16)–(17) в ∆(λ) и вынося множители λκi из каж-
дой строки, получим представление

∆(λ) = λ
∑n

i=1
κi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1,k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alk al,k+1 . . . aln

eλω1bl+1,1 . . . eλωkbl+1,k eλωk+1bl+1,k+1 . . . eλωnbl+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eλω1bn1 . . . eλωkbnk eλωk+1bn,k+1 . . . eλωnbnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (20)

Рассмотрим два подслучая.
Случай а). Пусть n − k 6 l или, что то же самое, n − l 6 k. Раскладываем

определитель ∆(λ) по первым l строкам, выделяем главный член, требуя отличия от
нуля соответствующих определителей, а именно выполнения условий (5). Получим
при |λ| ≫ 1

∆(λ) = ±λ
∑n

i=1
κieλ

∑k
ν=k−n+l+1

ων det(aσj)
j=1,k+l−n;k+1,n

σ=1,l
det(bσj)

j=k+l−n+1,k

σ=l+1,n
[1]ε. (21)

Таким образом, в случае выполнения условий (5) и |λ| ≫ 1 получим оценку (18).
Случай б). Пусть n − k > l или, что то же самое, n − l > k. Раскладываем

определитель ∆(λ) по первым l строкам, выделяем главный член, требуя отличия от
нуля соответствующих определителей, а именно выполнения условий (6). Получим
при |λ| ≫ 1 аналогично (21)

∆(λ) = ±λ
∑n

i=1
κieλ

∑n−l
ν=1

ων det(aσj)
j=n−l+1,n

σ=1,l
det(bσj)

j=1,n−l

σ=l+1,n
[1]ε.

Таким образом, в случае выполнения условий (6) и |λ| ≫ 1 получим оценку (19). ¤

Оценим теперь сверху ∆i(λ), i = 1, n. В соответствии с определением ∆i(λ) после
вынесения множителя λm−1 из i-й строки и разложения оставшегося определителя
по элементам этой строки получим формулу

∆i(λ) = λm−1

n∑

j=1

(−1)i+j∆ij

∫ 1

0

hm(ξ, λ)eλωjξ dξ, (22)

где ∆ij(λ) есть минор элемента (i, j) в определителе ∆(λ). Учитывая формулу (20),
получим представление

∆ij(λ) = λ

n∑
σ=1

κσ−κi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1,k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alk al,k+1 . . . aln

eλω1bl+1,1 . . . eλωkbl+1,k eλωk+1bl+1,k+1 . . . eλωnbl+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eλω1bn1 . . . eλωkbnk eλωk+1bn,k+1 . . . eλωnbnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ij

, (23)

где индекс «ij» у определителя здесь и далее означает, что в этом определителе
отсутствует i-я строка и j-й столбец.
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Лемма 3. Если |λ| ≫ 1, то в случае 1) из леммы 1, т. е. когда λ ∈ Π+
ε , имеют

место следующие утверждения:
а) при n − k < l, i = l + 1, n справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m− 3

2
+

∑n
σ=1

κσ−κi

∣∣∣eλ
∑k

ν=k+l+1−n ων

∣∣∣ ; (24)

б) при n − k = l, i = 1, n справедлива та же оценка (24);
в) при n − k > l, i = 1, l справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m− 3

2
+

∑n
σ=1

κσ−κi

∣∣∣eλ
∑n−l

ν=1
ων

∣∣∣ . (25)

Отметим, что при n − k = l оценки (24) и (25) совпадают.

Замечание 1. Отметим, что в случае λ ∈ Π+
ε при n − k < l, i = 1, l вместо

оценки (24) имеет место не улучшаемая оценка сверху

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m− 3

2
+

∑n
σ=1

κσ−κi

∣∣∣eλ
∑k

ν=k+l−n ων

∣∣∣ ,

которая не позволяет получить в дальнейшем требуемый для доказательства основ-
ных теорем не более чем степенной рост функции |Θi(λ)|. Аналогично обстоит дело
в случае λ ∈ Π+

ε при n − k > l, i = l + 1, n.

Доказательство. Рассмотрим отдельно три случая: а) n − k < l; б) n − k = l;
в) n − k > l.

Случай а). Пусть n − k < l или n − l < k. Предположим i = l + 1, n. Возможны
два подслучая 1 6 j 6 k и k + 1 6 j 6 n.

Пусть 1 6 j 6 k. В этом подслучае разложим определитель в (23) по минорам
первых l строк и выделим главную часть. Так как n − l − 1 6 k − 1, то главная
часть есть член, который равен произведению минора l-го порядка на алгебраическое
дополнение n − l − 1-го порядка с элементами, стоящими в n − l − 1 столбцах с
номерами от k + l + 2 − n до k в случае 1 6 j 6 k + l + 1 − n и с номерами от
k + l + 1 − n до j − 1 и от j + 1 до k в случае k + l + 2 − n 6 j 6 k.

Следовательно, аналогично выводу формулы (21) получим следующие формулы:
(i) в подподслучае 1 6 j 6 k + l + 1 − n при |λ| ≫ 1

∆ij(λ) = ±λ
∑n

σ=1
κσ−κieλ

∑k
ν=k+l+2−n ων×

×
(
det(aστ )

τ=1,j−1;j+1,k+l+1−n;k+1,n

σ=1,l
det(bστ )

τ=k+l+2−n,k

σ=l+1,i−1;i+1,n
+ Oε(1/|λ|)

)
.

Таким образом, в этом подподслучае при |λ| ≫ 1 получим оценку сверху:

|∆ij(λ)| 6 C(ε)|λ|
∑n

σ=1
κσ−κi

∣∣∣eλ
∑k

ν=k+l+2−n ων

∣∣∣ . (26)

(ii) в подподслучае k + l + 2 − n 6 j 6 k при |λ| ≫ 1

∆ij(λ) = ±λ
∑n

σ=1
κσ−κieλ(

∑k
ν=k+l+1−n ων−ωj)×

×
(
det(aστ )

τ=1,k+l−n;k+1,n

σ=1,l
det(bστ )

τ=k+l+1−n,j−1;j+1,k

σ=l+1,i−1;i+1,n
+ Oε(1/|λ|)

)
.
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Таким образом, в этом подслучае при |λ| ≫ 1 получим следующую оценку сверху:

|∆ij(λ)| 6 C(ε)|λ|
∑n

σ=1
κσ−κi

∣∣∣eλ(
∑k

ν=k+l+1−n ων−ωj)
∣∣∣ . (27)

Пусть теперь k + 1 6 j 6 n. В этом подслучае разложим определитель в (23)
также по минорам первых l строк и выделим главную часть. Так как n − l − 1 < k,
то главная часть есть член, который равен произведению минора l-го порядка на
алгебраическое дополнение (n− l−1)-го порядка с элементами, стоящими в n− l−1
столбцах с номерами от k + l + 2 − n до k.

Следовательно, аналогично случаю (i), получим следующие формулы:

∆ij(λ) = ±λ
∑n

σ=1
κσ−κieλ

∑k
ν=k+l+2−n ων×

×
(
det(aστ )

τ=1,k+l+1−n;k+1,j−1;j+1,n

σ=1,l
det(bστ )

τ=k+l+2−n,k

σ=l+1,i−1;i+1,n
+ Oε(1/|λ|)

)
.

Таким образом, в этом подслучае при |λ| ≫ 1 получим следующую оценку сверху:

|∆ij(λ)| 6 C(ε)|λ|
∑n

σ=1
κσ−κi

∣∣∣eλ
∑k

ν=k+l+2−n ων

∣∣∣ . (28)

Подставим найденные оценки (26)–(28) в (22). Получим при |λ| ≫ 1 и i = l + 1, n

∆i(λ) = Oε

(
|λ|m−1+

∑n
σ=1

κσ−κi

∣∣∣eλ
∑k

ν=k+l+1−n ων

∣∣∣×

×
(

k+l+1−n∑

j=1

∣∣eλ(ωj−ωk+l+1−n)
∣∣
∣∣∣∣
∫ 1

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1) dξ

∣∣∣∣ +
k∑

j=k+l+2−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1) dξ

∣∣∣∣ +

+
n∑

j=k+1

∣∣e−λωk+l+1−n)
∣∣
∣∣∣∣
∫ 1

0

hm(ξ, λ)eλωjξ dξ

∣∣∣∣

))
.

Оценивая теперь интегралы сверху аналогично тому, как это сделано в [10,
с. 351–352], получим указанную в формулировке леммы 3 оценку сверху (24).

Случай б). В случае n − k = l предыдущие рассуждения полностью проходят с
оценкой сверху (24) не только при i = l + 1, n, но и при i = 1, l.

Случай в). Рассмотрим теперь оставшийся случай n − k > l. Здесь проходят
практически дословно рассуждения, аналогичные случаю n − k < l, но при i = 1, l,
если применять их к определителям ∆ij(λ) (см. формулу (22)), представленным в
следующем виде:

∆ij(λ) = λ
∑n

σ=1
κσ−κieλ

∑n
β=1

ωβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e−λω1a11 . . . e−λωka1k e−λωk+1a1,k+1 . . . e−λωna1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e−λω1al1 . . . e−λωkalk e−λωk+1al,k+1 . . . e−λωnaln

bl+1,1 . . . bl+1,k bl+1,k+1 . . . bl+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn1 . . . bnk bn,k+1 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ij

.

Применяя к определителю в этой формуле такие же рассуждения, что и в случае
n − k > l, но предполагая i = 1, l, получим в итоге оценку сверху (25). ¤
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2. Рассмотрим теперь случай λ ∈ Π−
ε .

Лемма 4. Если λ ∈ Π−
ε и |λ| ≫ 1, то при k 6 l и выполнении условий (7) имеет

место следующая оценка снизу:

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n

i=1
κi

∣∣∣eλ
∑n

ν=l+1
ων

∣∣∣ , (29)

а при k > l и выполнении условий (8) — оценка снизу

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n

i=1
κi

∣∣∣eλ(
∑n−l

ν=k+1
ων+

∑k−l
ν=1

ων)
∣∣∣ . (30)

Доказательство. Рассмотрим два подслучая.
Случай а). Пусть k 6 l или, что то же самое, n − l 6 n − k. Раскладываем

определитель ∆(λ) по первым l строкам, выделяем главный член, требуя отличия от
нуля соответствующих определителей, а именно выполнения условий (7). Получим
при |λ| ≫ 1

∆(λ) = ±λ
∑n

i=1
κieλ

∑n
ν=l+1

ων det(aστ )
τ=1,l

σ=1,l
det(bστ )

j=l+1,n

σ=l+1,n
[1]ε. (31)

Таким образом, при выполнения условий (7) и |λ| ≫ 1 получим оценку снизу (29).
Случай б). Пусть k > l или, что то же самое, n − l > n − k. Раскладываем

определитель ∆(λ) по первым l строкам, выделяем главный член, требуя отличия
от нуля соответствующих определителей, а именно выполнения условий (8). При
|λ| ≫ 1 по аналогии с (31) получим

∆(λ) = ±λ
∑n

i=1
κieλ(

∑n
ν=k+1

ων+
∑k−l

ν=1
ων) det(aστ )

j=k−l+1,k

σ=1,l
det(bστ )

j=1,k−l;k+1,n

σ=l+1,n
[1]ε.

Таким образом, при выполнения условий (8) и |λ| ≫ 1 получим оценку сни-
зу (30). ¤

Оценим теперь сверху ∆i(λ), i = 1, n. Справедлива следующая лемма.

Лемма 5. Если |λ| ≫ 1, то в случае 2) из леммы 1, т. е. когда λ ∈ Π−
ε , имеют

место следующие утверждения:
а) при k < l, i = l + 1, n справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m− 3

2
+

∑n
σ=1

κσ−κi

∣∣∣eλ
∑n

ν=l+1
ων

∣∣∣ ; (32)

б) при k = l, i = 1, n справедлива та же оценка (32);
в) при k > l, i = 1, l справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m− 3

2
+

∑n
σ=1

κσ−κi

∣∣∣eλ(
∑n

ν=k+1
ων+

∑k−l
ν=1

ων)
∣∣∣ . (33)

Отметим, что при k = l оценки (32) и (33) совпадают.

Замечание 2. Отметим, что в случае λ ∈ Π−
ε при k < l, i = 1, l вместо оценки (32)

имеет место не улучшаемая оценка сверху

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m− 3

2
+

∑n
σ=1

κσ−κi

∣∣∣eλ
∑n

ν=l ων

∣∣∣ ,

которая не позволяет получить в дальнейшем требуемый для доказательства основ-
ных теорем не более чем степенной рост функции |Θi(λ)|. Аналогично обстоит дело
в случае λ ∈ Π−

ε при k > l, i = l + 1, n.
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Доказательство. Доказательство проводится по той же схеме, что и доказатель-
ство соответствующей леммы 3. Поэтому не приводим подробностей. ¤

На основании формул (14) и лемм 2–5 получаем утверждения доказываемой ос-
новной леммы. Таким образом, лемма 1 полностью доказана. ¤

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ О КРАТНОЙ ПОЛНОТЕ

Доказательство теоремы 1

Пусть выполняются предположения теоремы 1, т. е. [k, n − k]+ 6 l, справедливы
условия (5) и (7) и m = 2(n − l).

Пусть h̄ := (h̄1, . . . h̄m)T ∈ Lm
2 [0, 1] и ортогональна всем производным m-цепочкам

(11). Тогда в силу (12)–(14) все особенности мероморфных функций Θ̃i(λ), i = l + 1, n,
устранимы и являются тем самым целыми функциями. На основании оценок (15) и
принципа Фрагмена –Линделёфа в случаях, когда m − 2 − κi > 0, функции Θ̃i(λ)
есть полиномы степени m − 2 − κi, которые могут быть записаны в виде

Θ̃i(λ) ≡ λm−2−κi
(
h̄, ζi0

)
+ λm−3−κi

(
h̄, ζi1

)
+ · · · +

(
h̄, ζi,m−2−κi

)
,

где ζiν ∈ Lm
2 [0, 1] есть вполне определенные вектор-функции (в.-ф.), а в случаях,

когда m − 2 − κi < 0, получим тождества

Θ̃i(λ) ≡ 0.

Проводя далее рассуждения, полностью аналогичные рассуждениям [11, с. 295–
297], получим, что справедливы тождества

k∑

j=1

∫ 1

0

γi
je

λωjx

m∑

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = 1, n − l (34)

для множества решений (γi
1, γ

i
2, . . . , γ

i
n), i = 1, n − l, системы

n∑

j=1

aijγj = 0, i = 1, l, (35)

для которых выполняется условие

G1 =

∣∣∣∣∣∣

γ1
k−n+l+1 . . . γ1

k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γn−l
k−n+l+1 . . . γn−l

k

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (36)

При получении последнего условия существенно использовалось первое неравен-
ство в предположении (5).

Далее проводим рассуждения, которые немного отличаются от рассуждений [11,
с. 297–298]. Переписываем систему (35) в виде

l∑

j=1

aijγj = −
n∑

j=l+1

aijγj, i = 1, l.

Если в правой части этой системы возьмем неизвестные γl+1, . . . , γn произвольно,
то в силу первого неравенства в предположении (7) неизвестные γ1, . . . , γl могут
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быть однозначно определены. Следовательно, существует такое множество решений
(γi

1, γ
i
2, . . . , γ

i
n), i = n − l + 1,m (m = 2(n−l)), системы (35), для которых выполняется

условие

G2 =

∣∣∣∣∣∣

γn−l+1
l+1 . . . γn−l+1

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm
l+1 . . . γm

n

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (37)

Для этого множества решений системы (35) аналогично [11, с. 297–298] можно
установить, что справедливы тождества

n∑

j=k+1

∫ 1

0

γi
je

λωjx

m∑

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = n − l + 1,m. (38)

Завершая рассуждения совершенно аналогично [11, с. 298–299] и используя со-
отношения (34), (36)–(38), приходим к выводу, что hj(x) = 0, j = 1,m, для п.в.
x ∈ [0, 1].

Следовательно, в случае выполнения условий теоремы 1 система к.ф. рассмат-
риваемого пучка m-кратно полна в L2[0, 1] с возможным конечным дефектом, не
превышающим числа d1. Тем самым теорема 1 полностью доказана. ¤

Замечание 3. Отметим, что при m = n или, что эквивалентно, при n = 2k = 2l,
в случае, когда κi ∈ {0, 1, . . . , n − 1} при i = 1, n дефект системы к.ф. будет равен
нулю, так как в этом случае рассматриваемый пучок может быть линеаризован в
пространстве Ln

2 [0, 1] и справедливо предложение [9, лемма 2.1, с. 49].

Доказательство теоремы 2

Пусть выполняются предположения теоремы 2, т. е. [k, n − k]− > l, справедливы
условия (6) и (8) и m = 2l.

Пусть h̄ := (h̄1, . . . h̄m)T ∈ Lm
2 [0, 1] и ортогональна всем производным m-цепоч-

кам (11). Тогда в силу (12)–(14) все особенности мероморфных функций Θ̃i(λ),
i = 1, l, устранимы и являются тем самым целыми функциями. На основании оце-
нок (15) и принципа Фрагмена –Линделёфа в случаях, когда m − 2 − κi > 0, функ-
ции Θ̃i(λ) есть полиномы степени m − 2 − κi, которые могут быть записаны в виде

Θ̃i(λ) ≡ λm−2−κi
(
h̄, ζi0

)
+ λm−3−κi

(
h̄, ζi1

)
+ · · · +

(
h̄, ζi,m−2−κi

)
,

где ζiν ∈ Lm
2 [0, 1] есть вполне определенные в.-ф., а в случаях, когда m − 2 − κi < 0,

получим тождества
Θ̃i(λ) ≡ 0.

Отсюда аналогично [11, с. 295], требуя дополнительную ортогональность к.ф.
некоторому вполне конкретному набору в.-ф., состоящему из d2 в.-ф., получим спра-
ведливость тождеств

∆̃i(λ) =

∫ 1

0

m∑

j=1

λj−1Φ̃i(x, λ)hj(x) dx ≡ 0, i = 1, l. (39)

В соответствии с предложением 1 система функций Φ̃1, . . . , Φ̃l есть система ли-
нейно независимых решений уравнения ℓ(y, λ) = 0, удовлетворяющих последним n−l
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краевым условиям (3) в точке 1. Тогда (39) влечет тождества

∫ 1

0

y(x, λ)
m∑

j=1

λj−1hj(x) dx ≡ 0 (40)

для любого решения y(x, λ) уравнения ℓ(y, λ) = 0, удовлетворяющего последним n− l
краевым условиям (3) в точке 1.

Ищем эти решения в виде (как раз в этом и состоит одно из главных отличий
доказательства теоремы 2 от доказательства теоремы 1)

y(x, λ) = γ̂1e
λω1(x−1) + γ̂2e

λω2(x−1) + · · · + γ̂ne
λωn(x−1). (41)

Удовлетворяя краевые условия (3) в точке 1, получим следующую однородную
систему n− l линейных алгебраических уравнений для нахождения неизвестных γ̂j:

n∑

j=1

bij γ̂j = 0, i = l + 1, n. (42)

Далее проводим рассуждения, аналогичные соответствующим рассуждениям при
доказательстве теоремы 1, но только вместо системы (35) рассматриваем систе-
му (42), а вместо первых неравенств в условиях (5) и (7) используем вторые нера-
венства в условиях (6) и (8).

Тогда из (40)–(42) получим, что справедливы тождества

n∑

j=k+1

∫ 1

0

γ̂i
je

λωj(x−1)

m∑

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = 1, l (43)

для множества решений (γ̂i
1, γ̂

i
2, . . . , γ̂

i
n), i = 1, l, системы (42), для которого выпол-

няется условие

Ĝ1 =

∣∣∣∣∣∣

γ̂1
n−l+1 . . . γ̂1

n

. . . . . . . . . . . . . . .

γ̂l
n−l+1 . . . γ̂l

n

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (44)

При получении последнего условия существенно использовалось второе неравен-
ство в условии (6).

Совершенно аналогично доказательству теоремы 1 переписываем систему (42) в
виде

k−l∑

j=1

bij γ̂j +
n∑

j=k+1

bij γ̂j = −
k∑

j=k−l+1

bij γ̂j, i = l + 1, n.

Если в правой части этой системы возьмем неизвестные γ̂k−l+1, . . . , γ̂k произволь-
но, то в силу второго неравенства в условии (8) оставшиеся неизвестные γ̂1, . . . , γ̂k−l,
γ̂k+1, . . . , γ̂n могут быть однозначно определены. Следовательно, существует такое
множество решений (γ̂i

1, γ̂
i
2, . . . , γ̂

i
n), i = l + 1,m (m = 2l) системы (42), для которого

выполняется условие

Ĝ2 =

∣∣∣∣∣∣

γ̂l+1
k−l+1 . . . γ̂l+1

k

. . . . . . . . . . . . . . . .

γ̂m
k−l+1 . . . γ̂m

k

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (45)
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Для этого множества решений системы (42) аналогично [11, с. 297–298] можно
установить, что справедливы тождества

n∑

j=k+1

∫ 1

0

γ̂i
je

λωj(x−1)

m∑

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = l + 1,m. (46)

Завершая рассуждения совершенно аналогично [11, с. 298–299] и используя со-
отношения (43)–(46), приходим к выводу, что hj(x) = 0, j = 1,m, для п.в. x ∈ [0, 1].

Следовательно, в случае выполнения условий теоремы 2 система к.ф. рассмат-
риваемого пучка m-кратно полна в L2[0, 1] с возможным конечным дефектом, не
превышающим числа d2. Тем самым теорема 2 полностью доказана. ¤

Замечание 4. Отметим, что при m = n или, что эквивалентно, при n = 2k = 2l
в случае, когда κi ∈ {0, 1, . . . , n − 1} при i = 1, n, дефект системы к.ф. будет равен
нулю, так как в этом случае рассматриваемый пучок может быть линеаризован в
пространстве Ln

2 [0, 1] и справедливо предложение [9, лемма 2.1, с. 49] .

Доказательство теоремы 3

Доказательство теоремы 3 вытекает из теорем 1 и 2 при n = 2k = 2l и замечаний 3
и 4.

3. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ТЕОРЕМ 1 И 2

Исследуем кратную полноту системы к.ф. пучка

y(5) − (7 + 4i)λy(4) + (11 + 28i)λ2y′′′ + (13 − 56i)λ3y′′ + (32i − 42)λ4y′ + 24λ5y, (47)

y(0) = y′(0) = y′′(0) = y(1) = y′(1) = 0. (48)

Для рассматриваемого пучка n = 5, l = 3

ω1 = 1, ω2 = 2, ω3 = 4, ω4 = i, ω5 = 3i, (49)

т. е. характеристики лежат на двух лучах, исходящих из начала, в количествах k = 3
и n − k = 2.

Так как [k, n − k]+ = max{3, 2} = 3 = l, то для исследования кратной полноты
можно воспользоваться теоремой 1. Для этого нужно проверить выполнение усло-
вий (5) и (7).

Подсчитаем параметры aij и bij. Из вида краевых условий (48) и (2)–(3) следует,
что для рассматриваемого пучка

κ1 = 0, κ2 = 1, κ3 = 2, κ4 = 0, κ5 = 1;

α100 = α210 = 1, α201 = 0, α320 = 1, α311 = α302 = 0, β400 = β510 = 1, β501 = 0.

Таким образом,

a1j = 1, a2j = ωj, a3j = ω2
j , b4j = 1, b5j = ωj, j = 1, 5,

т. е.
a11 = 1, a12 = 1, a13 = 1, a14 = 1, a15 = 1;

a21 = 1, a22 = 2, a23 = 4, a24 = i, a25 = 3i;

a31 = 1, a32 = 4, a33 = 16, a34 = −1, a35 = −9;

b41 = 1, b42 = 1, b43 = 1, b44 = 1, b45 = 1;

b51 = 1, b52 = 2, b53 = 4, b54 = i, b55 = 3i.
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Проверим отличие от нуля определителей, которые фигурируют в условиях тео-
ремы 2, а именно определителей (5) и (7):

det(aij)
j=1,k+l−n;k+1,n

i=1,l
=

∣∣∣∣∣∣

a11 a14 a15

a21 a24 a25

a31 a34 a35

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

1 i 3i

1 −1 −9

∣∣∣∣∣∣
= 8 − 4i 6= 0,

det(bij)
j=k+l−n+1,k

i=l+1,n
=

∣∣∣∣
b42 b43

b52 b53

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1 1

2 4

∣∣∣∣ = 2 6= 0,

det(aij)
j=1,l

i=1,l
=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

1 2 4

1 4 16

∣∣∣∣∣∣
= 6 6= 0,

det(bij)
j=l+1,n

i=l+1,n
=

∣∣∣∣
b44 b45

b54 b55

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1 1

i 3i

∣∣∣∣ = 2i 6= 0.

Следовательно, для рассматриваемого пучка (47)–(48) все условия теоремы 1
выполнены. Так как в данном случае m = 2(n − l) = 2(5 − 3) = 4 и

d1 = [m − 1 − κ4]+ + [m − 1 − κ5]+ = [3 − 0]+ + [3 − 1]+ = 3 + 2 = 5,

то по теореме 1 получим, что система к.ф. пучка (47)–(48) 4-кратно полна в L2[0, 1]
с возможным конечным дефектом не больше 5.

Исследуем теперь кратную полноту системы к.ф. пучка, порожденного тем же
д.в. (47), но другими краевыми условиями

y(0) = y(1) = y′(1) = y′′(1) = y′′′(1) = 0. (50)

Для рассматриваемого пучка n = 5, l = 1 и характеристики те же, что и для уже
рассмотренного примера, а именно (49), т. е. характеристики лежат на двух лучах,
исходящих из начала, в количествах k = 3 и n − k = 2.

Так как [k, n − k]+ = min{3, 2} = 2 > l = 1, то для исследования кратной пол-
ноты можно воспользоваться теоремой 2. Для это нужно проверить выполнение
условий (6) и (8).

Подсчитаем параметры aij и bij. Из вида краевых условий (50) и (2)–(3) следует,
что для рассматриваемого пучка

κ1 = 0, κ2 = 0, κ3 = 1, κ4 = 2, κ5 = 3;

α100 = 1, β200 = β310 = 1, β301 = 0, β420 = 1, β411 = β402 = 0,

β530 = 1, β521 = β512 = β503 = 0.

Таким образом,

a1j = 1, b2j = 1, b3j = ωj, b4j = ω2
j , b5j = ω3

j , j = 1, 5,

т. е.
a11 = 1, a12 = 1, a13 = 1, a14 = 1, a15 = 1;

b21 = 1, b22 = 1, b23 = 1, b24 = 1, b25 = 1;

b31 = 1, b32 = 2, b33 = 4, b34 = i, b35 = 3i;

b41 = 1, b42 = 4, b43 = 16, b44 = −1, b45 = −9;

b51 = 1, b52 = 8, b53 = 64, b54 = −i, b55 = −27i.

148 Научный отдел



В. С. Рыхлов. О кратной полноте корневых функций пучков

Проверим отличие от нуля определителей, которые фигурируют в условиях тео-
ремы 2, а именно определителей (6) и (8):

det(aij)
j=n−l+1,n

i=1,l
= det(a15) = det(1) = 1 6= 0,

det(bij)
j=1,n−l

i=l+1,n
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

b41 b42 b43 b44

b51 b52 b53 b54

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 4 i

1 4 16 −1

1 8 64 −i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −6 + 78i 6= 0,

det(aij)
j=k−l+1,k

i=1,l
= det(a13) = det(1) = 1 6= 0,

det(bij)
j=1,k−l;k+1,n

i=l+1,n
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b21 b22 b24 b25

b31 b32 b34 b35

b41 b42 b44 b45

b51 b52 b54 b55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 i 3i

1 4 −1 −9

1 8 −i −27i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −24 − 68i 6= 0.

Следовательно, для рассматриваемого пучка (47), (50) все условия теоремы 2 вы-
полнены. Так как в данном случае m = 2l = 2·1 = 2 и d2 = [m−1−κ1]+ = [1−0]+ = 1,
то по теореме 2 получим, что система к.ф. пучка (47), (50) 2-кратно полна в L2[0, 1]
с возможным конечным дефектом не больше 1.
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Статья посвящена изучению сильно непрерывных ограниченных полугрупп операторов. В простран-

стве равномерно непрерывных функций со значениями в комплексном банаховом пространстве рас-

сматривается подпространство интегрально исчезающих на бесконечности функций, включающее в

себя подпространство исчезающих на бесконечности функций. Изучаются свойства данного под-

пространства. Вводится понятие медленно меняющейся на бесконечности относительно этого под-

пространства функции, получены условия, при которых равномерно непрерывная функция будет

являться таковой. Вводится понятие медленно меняющейся на бесконечности (относительно подпро-

странства интегрально исчезающих на бесконечности функций) полугруппы операторов и изучаются их

свойства. Получены условия, при которых сильно непрерывная ограниченная полугруппа операторов

является медленно меняющейся на бесконечности относительно данного подпространства. Получен-

ные результаты будут полезны при исследовании вопросов стабилизации решений параболических

уравнений при неограниченном возрастании времени.

Ключевые слова: полугруппа операторов, медленно меняющаяся на бесконечности функция, мед-
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1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть X — комплексное банахово пространство, End X — банахова алгебра ли-
нейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X. Пусть J —
один из промежутков R+ = [0,∞), R = (−∞,∞). Символом Cb = Cb(J, X) обо-
значим банахово пространство непрерывных и ограниченных на J функций с нор-
мой ‖x‖∞ = sup

t∈J

‖x(t)‖X , Cb,u = Cb,u(J, X) — замкнутое подпространство равномерно

непрерывных функций из Cb, C0 = C0(J, X) – замкнутое подпространство исчеза-
ющих на бесконечности функций, т.е. функций, для которых выполняется условие
lim

|t|→∞
‖x(t)‖X = 0.

В банаховом пространстве Cb,u(J, X) рассмотрим (полу-)группу операторов сдвига
S : J → End Cb,u(J, X), действующих по правилу (S(t)x)(τ) = x(t + τ), t, τ ∈ J.

Наряду с подпространством C0(J, X) рассмотрим более широкое подпространство

C0(J, X) = {x ∈ Cb,u(J, X) : lim
ε→0

ε‖
∞∫
0

e−εt−iλ0tS(t)xdt‖ = 0 для любого λ0 ∈ R} инте-

грально исчезающих на бесконечности функций из Cb,u(J, X).
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Лемма 1. Подпространство C0(J, X) обладает следующими свойствами:
1) подпространство C0(J, X) образует замкнутое подпространство из

Cb,u(J, X), инвариантное относительно операторов S(t), t ∈ J;
2) подпространство C0(J, X) является банаховым L1(R)-модулем;
3) функция x ∈ Cb,u(J, X) принадлежит подпространству C0(J, X) тогда и

только тогда, когда для любой почти периодической функции f ∈ AP (J, X) вы-
полняется условие

lim
α→∞

1

α
‖

α∫

0

x(s + t)f(s)ds‖ = 0;

4) если функция x ∈ C0(J, X), то fx ∈ C0(J, X) для любой почти периодической
функции f ∈ AP (J, X);

5) функция x ∈ Cb,u(J, X) принадлежит пространству C0(J, X) тогда и только
тогда, когда для любого λ0 ∈ R для любой λ0-направленности (fα) выполняется
условие lim

α
fα ∗ x = 0.

Утверждения леммы 1 следуют из определения пространства C0(J, X), свойств
направленностей (fα) и того факта, что почти периодическая функция является рав-
номерным пределом линейных комбинаций экспонент.

Определение 1. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется медленно меняющейся на
бесконечности относительно подпространства C0(J, X), если для любого t ∈ J

выполняется условие
(S(t)x − x) ∈ C0(J, X).

Если в данном определении заменить подпространство C0(J, X) подпространством
C0(J, X), то получим определение медленно меняющейся на бесконечности функции
в обычном смысле (см. [1–6]).

Множество медленно меняющихся относительно подпространства C0(J, X) функ-
ций обозначим символом Csl,∞ = Csl,∞(J, X). Оно образует замкнутое подпростран-
ство из Cb,u(J, X), инвариантное относительно операторов S(t), t ∈ J, и является
банаховым L1(R)-модулем. Кроме того, любое продолжение y ∈ Cb,u(R, X) функции
x ∈ Csl,∞(R+, X) на R со свойством lim

t→−∞
‖y(t)‖X = 0 принадлежит Csl,∞(R, X).

В данной статье рассматривается сильно непрерывная ограниченная полугруп-
па операторов (полугруппа класса C0) T : R+ → End X с генератором (инфини-
тезимальным оператором) A : D(A) ⊂ X → X. Из условия ограниченности по-
лугруппы T следует, что спектр σ(A) ее генератора расположен в полуплоскости
C− = {λ ∈ C : Re λ 6 0}.

Определение 2. Полугруппа операторов T : R+ → End X называется медленно
меняющейся на бесконечности относительно подпространства C0(R+, X), если

lim
ε→0

ε‖
∞∫

0

e−εt−iλ0tT (t)(T (τ)x − x)dt‖ = 0

для любого λ0 ∈ R и для любого вектора x ∈ X (т.е. ϕx(t) = T (t)x, t > 0, принадле-
жит пространству Csl,∞(R+, X)).
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Медленно меняющиеся на бесконечности (в обычном смысле) полугруппы опера-
торов рассматривались в [7].

Основными результатами статьи являются следующие теоремы

Теорема 1. Пусть непрерывный спектр σc(A) генератора A сильно непрерыв-
ной ограниченной полугруппы T обладает свойством

σc(A) ∩ (iR) ⊂ σc(A)\{0}. (1)

Тогда полугруппа T является медленно меняющейся на бесконечности относи-
тельно подпространства C0(R+, X).

Теорема 2. Пусть сильно непрерывная ограниченная полугруппа T явля-
ется медленно меняющейся на бесконечности относительно подпространства
C0(R+, X). Тогда для любого ε > 0 существует медленно меняющаяся на беско-
нечности относительно подпространства C0(R+, X) функция B : R+ → End X,
допускающая голоморфное расширение на C до целой функции экспоненциально-
го типа ε и такая, что T (t) = B(t) + B0(t), t > 0, где B0(t)x, t > 0, принадлежит
пространству C0(R+, X) для каждого x ∈ X.

2. БАНАХОВЫ L1(R)-МОДУЛИ И МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ
ФУНКЦИИ

Пусть L1(R) — банахова алгебра определенных на R измеримых по
Лебегу и суммируемых комплекснозначных функций со сверткой функций
(f ∗ g)(t) =

∫
R

f(t − τ)g(τ)dτ, t ∈ R, f, g ∈ L1(R), в качестве умножения. Пусть

X — комплексное банахово пространство и End X — банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих в X . Будем считать, что X является
невырожденным банаховым L1(R)-модулем (см. [8, 9]). Невырожденность банахова
модуля X означает, что из равенства fx = 0, справедливого для любой функции
f ∈ L1(R), следует, что вектор x ∈ X — нулевой.

Далее через f̂ : R → C обозначается преобразование Фурье f̂(λ) =
∫
R

f(t)e−iλtdt,

λ ∈ R, функции f ∈ L1(R).

Определение 3. Спектром Бёрлинга вектора x ∈ X называется множество чи-
сел Λ(x) из R вида Λ(x) = {λ0 ∈ R : fx 6= 0 для любой функции f ∈ L1(R) c

f̂(λ0) 6= 0}.

Из определения следует, что Λ(x) = R\{µ0 ∈ R : существует функция f ∈ L1(R)

такая, что f̂(µ0) 6= 0 и fx = 0}.
Справедливы следующие свойства спектра Бёрлинга векторов из банахова L1(R)-

модуля X (см. [8–12]):

Лемма 2. Для любых f ∈ L1(R) и x ∈ X справедливы свойства:
1) из условия fx = 0 для любой функции f ∈ L1(R) следует, что x = 0 (т.е.

L1(R)-модуль X невырожден);
2) Λ(x) — замкнутое подмножество из R, причем Λ(x) = ∅ тогда и только

тогда, когда x = 0;
3) Λ(fx) ⊂ (suppf̂) ∩ Λ(x);
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4) fx = 0, если (suppf̂) ∩ Λ(x) = ∅, и fx = x, если множество Λ(x) компактно

и f̂ = 1 в некоторой его окрестности;
5) Λ(x) = {λ0} — одноточечное множество тогда и только тогда, когда

вектор x 6= 0 удовлетворяет равенствам U(t)x = exp(iλ0t)x, t ∈ R, при условии,
что структура банахова L1(R)-модуля на X задается равенством

f ∗ x =

∫

R

f(τ)U(−τ)xdτ, x ∈ X , f ∈ L1(R), (2)

т.е. структура L1(R)-модуля на X ассоциирована с сильно непрерывным изо-
метрическим представлением (группой изометрий) U : R → End X (для того
чтобы это подчеркнуть, иногда будет использоваться обозначение (X , U));

6) функция t 7→ U(t)x : R → X для X с компактным спектром Бёрлинга
допускает расширение до целой функции.

Банахово пространство Cb,u(R, X) является банаховым L1(R)-модулем с модуль-
ной структурой, определяемой равенствами

(f ∗ x)(t) =

∫

R

f(τ)x(t − τ)dτ =

∫

R

f(τ)(S(−τ)x)(t)dτ, t ∈ R, (3)

и эта структура ассоциирована с представлением (группой сдвигов функций)
S : R → End Cb,u(R, X).

Подпространства C0(R, X), C0(R, X) и Csl,∞(R, X) банахова пространства
Cb,u(R, X) являются замкнутыми подмодулями L1(R)-модуля Cb,u(R, X) с модульной
структурой, задаваемой формулой (3).

Рассмотрим фактор-пространство F (J, X) = Cb,u(J, X)/C0(J, X), которое являет-
ся банаховым пространством с нормой ‖x̃‖ = inf

y∈x+C0(J,X)
‖y‖, где x̃ = x + C0(J, X) —

класс эквивалентности, содержащий функцию x ∈ Cb,u(J, X). Банахово простран-
ство F (J, X) становится банаховой алгеброй, если умножение вводится следующим
образом x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈ F (J, X).

В фактор-пространстве F (J, X) структура банахова L1(R)-модуля задается фор-
мулой (2), где в качестве представления U берется сильно непрерывная группа
изометрических операторов S̃ : R → End F (J, X), описанная ниже. Для t > 0

под S̃(t) будем понимать фактор-оператор, построенный по оператору S(t), т.е.

S̃(t)x̃ = S̃(t)x для любой функции x ∈ Cb,u(J, X). Если t < 0, то S̃(t) = S̃(−t),

если J = R. Для J = R+ оператор S̃(t), t < 0, определим формулой S̃(t)x̃ = S̃(t)y,
x̃ ∈ F (R+, X), а ỹ — класс эквивалентности, построенный по функции y ∈ Cb,u(J, X).
Здесь y ∈ Cb,u(R, X) — произвольное равномерно непрерывное продолжение функ-
ции x ∈ Cb,u(R+, X) на R, удовлетворяющее условию lim

t→−∞
‖y(t)‖X = 0. Отметим, что

данное определение корректно, т.е. не зависит от выбора продолжения y функции x
на R.

Замечание 1. Непосредственно из определения следует, что фактор-пространство
Cb,u(R+, X)/C0(R+, X) вкладывается в фактор-пространство Cb,u(R, X)/C0(R, X),
являясь в нем замкнутым подпространством. Поэтому в дальнейшем при
доказательстве утверждений будем рассматривать банахов L1(R)-модуль
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F (R, X) = Cb,u(R, X)/C0(R, X), в котором действует изометрическая группа

операторов S̃ : R → End F (R, X).

Лемма 3. Для того чтобы функция x ∈ Cb,u(R, X) была медленно меняющейся
на бесконечности относительно подпространства C0(R, X), необходимо и до-
статочно, чтобы выполнялось одно из следующих трех эквивалентных условий:

1) Λ(x̃) ⊂ {0} для класса x̃ = x + C0(R, X);
2) f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию

f̂(0) = 0;
3) f ∗x−x ∈ C0(R, X) для любой функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию

f̂(0) = 1.
Для того чтобы функция x0 ∈ Cb,u(R+, X) была медленно меняющейся на

бесконечности относительно подпространства C0(R+, X), необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось одно из трех перечисленных условий для некото-
рого продолжения x ∈ Cb,u(R, X) функции x0 на R, удовлетворяющего условию
lim

t→−∞
‖x(t)‖X = 0.

Утверждения леммы 3 следуют из теоремы 3 и лемм 5 и 6.

Лемма 4. Пусть Φ : R+ → End X — сильно непрерывная ограниченная функ-
ция, для которой все функции ϕx(t) = Φ(t)x, t > 0, принадлежат Csl,∞(R+, X).
Тогда для любого ε > 0 функция Φ представима в виде Φ = Φ1 + Φ0, где каждая
функция t 7→ Φ0(t)x, x ∈ X, принадлежит C0(R+, X) и Φ1 : R+ → End X допус-
кает голоморфное расширение (обозначаемое тем же символом) на C до целой
функции экспоненциального типа ε, причем Φ1 ∈ Csl,∞(R, End X).

Доказательство. Рассмотрим функцию f ∈ L1(R), обладающую свойствами

f̂(0) = 1, suppf̂ ⊂ [−ε, ε] и функция f̂ бесконечно дифференцируема. Тогда из фор-

мулы f(t) = 1
2π

∫ ε

−ε
f̂(λ)eiλtdλ, t ∈ R, следует, что функция f допускает расширение

(обозначаемое тем же символом)

f(z) =
1

2π

∫ ε

−ε

f̂(λ)eiλzdλ =
1

2π

∫ ε

−ε

f̂(λ)eiλte−αλdλ, z = t + iα ∈ C, (4)

которое является целой функцией экспоненциального типа ε.
Из формулы (4) следует, что семейство функций fz, z ∈ C, вида fz(t) = f(z − t),

t ∈ R, z ∈ C, принадлежит алгебре L1(R), а функция F : C → L1(R) вида F (z) = fz,
z ∈ C, является целой функцией экспоненциального типа не выше ε. При этом для
любого b > 0 конечна величина

sup
|Imz|6b

‖F (z)‖L1 = sup
|Imz|6b

‖fz‖L1 .

Положим Φ1 = f ∗ Φ̃, где Φ̃ : R → End X — продолжение Φ на R со свойством
сильной непрерывности и lim

t→−∞
Φ̃(t)x = 0 для x ∈ X. Ее голоморфным продолже-

нием на C является функция Φ1(z) =
∫ ∞
−∞ f(z − t)Φ̃(t)dt, z ∈ C. Отметим, что

Φ1(t + z) = (fz ∗ Φ̃)(t), t ∈ R, z ∈ C. Следовательно, функция Φ1 является целой
функцией экспоненциального типа не выше ε. Непосредственно из определения сле-
дует, что Φ1 : R → End X непрерывна в равномерной операторной топологии (ввиду
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непрерывности функции t 7→ ft : R → L1(R)) и каждая из функций ϕx : R → X,
x ∈ X, вида ϕx(t) = Φ1(t)x : R → X является медленно меняющейся на бесконечно-
сти относительно подпространства C0(R, X) функцией.

Из свойства 3) леммы 3 следует, что функция Φ0 вида Φ0(t) = Φ(t)−Φ1(t), t > 0,
принадлежит пространству C0(R, X). ¤

Определение 4. Вектор x из банахова L1(R)-модуля (X , T ) называется почти
периодическим, если x ∈ Xc и множество {T (t)x, t ∈ R} (орбита вектора x) пред-
компактно в X .

Отметим, что множество AP (X ) почти периодических векторов из X образует
замкнутый подмодуль из X .

Для доказательства основных результатов статьи нам понадобится ряд определе-
ний (см. [8,9]).

Определение 5. Пусть M — некоторое направленное множество и λ ∈ R. Огра-
ниченная направленность (fα), α ∈ M, функций из алгебры L1(R) называется λ-
направленностью, если выполнены условия:

1) f̂α(λ) = 1 для всех α ∈ M ;

2) lim
α

fα ∗ f = 0 для любой функции f ∈ L1(R) со свойством f̂(λ) = 0.

Примерами 0-направленностей в алгебре L1(R) являются направленности

ϕα(t) =

{
(2α)−1, t ∈ [−α, α],

0, t /∈ [−α, α], α > 0,

fε(t) =

{
εe−εt, t > 0,

0, t < 0, ε > 0.

Первая из них направлена по возрастанию α, а вторая — по убыванию ε.

Определение 6. Число λ0 ∈ R отнесем к существенному спектру Λess(x) векто-
ра x из банахова L1(R)-модуля (X , T ), если существует λ0-направленность (fα) из
алгебры L1(R), для которой выполнено условие

lim
α
‖fαx‖ > 0. (5)

Отметим, что Λess(x) ⊆ Λ(x), x ∈ (X , T ).

Определение 7. Пусть x — ненулевой вектор из L1(R)-модуля (X , T ). Число
λ0 ∈ R из Λ(x) назовем эргодической точкой вектора x, если для некоторой λ0-
направленности из алгебры L1(R) существует

lim
α

fαx = x0 ∈ X .

Множество эргодических точек вектора будем обозначать символом Λerg(x). Если
при этом x0 6= 0, то число λ0 отнесем к дискретному спектру Λd(x) вектора x.
Отметим, что для x0 выполняется свойство T (t)x0 = λ0x0 для всех t ∈ R. Если же
x0 = 0, то число λ0 отнесем к непрерывному спектру Λc(x) вектора x.
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Замечание 2. Из [8, теорема 2.2.7] следует, что предел в формуле (5) не зави-
сит от выбора λ0-направленности (fα), причем если он существует для некоторой
λ0-направленности, то он существует и для любых других λ0-направленностей. Сле-
довательно, определения дискретного и непрерывного спектров корректны, а знак
неравенства (5) не зависит от выбора λ0-направленности (fα).

Замечание 3. Также из определения 7 следует, что для λ-направленности (fα)
свойство λ ∈ Λerg(x) ∪ (R\Λ(x)) имеет место тогда и только тогда, когда lim

α
fαx

существует хотя бы для одной, а значит, для всех λ-направленностей.

3. СВОЙСТВА МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИХСЯ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИЙ

Пусть M — некоторое направленное множество, на котором определена ограни-
ченная направленность (eα) из алгебры L1(R).

Определение 8. Ограниченная направленность (eα) из алгебры L1(R) называется
ограниченной аппроксимативной единицей (о.а.е.) в алгебре L1(R), если выполня-
ются следующие условия:

1) êα(0) = 1 для всех α ∈ M ;
2) lim

α
eα ∗ f = f для всех f ∈ L1(R).

Из леммы 4.3 в [9] следует, что lim
α

eα ∗ x = x для всех x ∈ Cb,u(R, X). Этот

результат будет существенно использоваться при доказательстве следующих двух
лемм.

Лемма 5. Для того чтобы функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежала простран-
ству Csl,∞(R, X), необходимо и достаточно, чтобы f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию f̂(0) = 0.

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим функцию f ∈ L1(R) вида

f = S(α)g − g, g ∈ L1(R), α ∈ R. Данная функция обладает свойством f̂(0) = 0.
Согласно тауберовой теореме Винера [13], множество таких функций плотно в мак-

симальном идеале M = {f ∈ L1(R) : f̂(0) = 0}. Поэтому утверждение леммы доста-
точно доказать для функции f рассматриваемого вида.

Возьмем произвольную функцию x ∈ Csl,∞(R, X). Из определения медлен-
но меняющейся относительно подпространства C0(R, X) функции следует, что
S(α)x − x ∈ C0(R, X), откуда f ∗ x = (S(α)g − g) ∗ x = g ∗ (S(α)x − x) ∈ C0(R, X).

Достаточность. Пусть x ∈ Cb,u(R, X) и f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R) с f̂(0) = 0. Пусть (eα) — о.а.е. из алгебры L1(R)
и t ∈ R. Из равенств eα ∗ (S(t)x − x) = (S(t)eα − eα) ∗ x = fα ∗ x и

f̂α(0) = 0 следует, что eα ∗ (S(t)x − x) ∈ C0(R, X). Но в силу того, что
S(t)x − x = lim

α
eα ∗ (S(t)x − x) ∈ C0(R, X), получаем, что x ∈ Csl,∞(R, X). ¤

Лемма 6. Для того чтобы функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежала простран-
ству Csl,∞(R, X), необходимо и достаточно, чтобы f ∗x−x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию f̂(0) = 1.

Доказательство. Необходимость. Пусть x ∈ Csl,∞(R, X). Пусть f — произ-

вольная функция из L1(R) со свойством f̂(0) = 1, а (eα) — о.а.е. из алгеб-
ры L1(R). Справедливо равенство lim

α
eα ∗ (x − f ∗ x) = x − f ∗ x. Кроме того,
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eα ∗ (x − f ∗ x) = (eα ∗ f − eα) ∗ x = fα ∗ x, где fα = eα ∗ f − eα. Учитывая, что

f̂α(0) = êα(0)f̂(0) − êα(0) = 0, из леммы 5 следует, что fα ∗ x ∈ C0(R, X), а значит, и
f ∗ x − x ∈ C0(R, X).

Достаточность. Пусть x ∈ Cb,u(R, X) и x − f ∗ x ∈ C0(R, X) для лю-

бой функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию f̂(0) = 1. Тогда с уче-

том того, что (Ŝ(t)f)(0) = 1, имеем f ∗ (S(t)x − x) = (S(t)f − f) ∗ x =
= ((S(t)f) ∗ x − x) + (x − f ∗ x) ∈ C0(R, X) для любого t ∈ R. Поскольку êα(0) = 1,
то lim

α
eα ∗ (S(t)x − x) = S(t)x − x ∈ C0(R, X) для любого t ∈ R, откуда следует, что

x ∈ Csl∞(R, X). ¤

Лемма 7. Если x ∈ Csl,∞(R, X), то множество Λ(x)\{0} содержится в непре-
рывном спектре Λc(x) функции x и Λess(x) ⊂ {0}.

Доказательство. Пусть 0 6= γ0 ∈ Λ(x). Рассмотрим функцию f ∈ L1(R),

обладающую свойствами γ0 /∈ supp f̂ и f̂(0) = 1. Из леммы 6 следует, что
функция x0 = x − f ∗ x принадлежит пространству C0(R, X). Следователь-
но, для любой γ0-направленности (fα) из L1(R) справедлива цепочка равенств
0 = lim

α
fα ∗ x0 = lim

α
(fα ∗ x − fα ∗ f ∗ x) = lim

α
fα ∗ x. В соответствии с определе-

нием 7 это означает, что γ0 ∈ Λc(x). ¤

Теорема 3. Функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежит подпространству Csl,∞(R, X)

тогда и только тогда, когда Λ(x̃) = Λ(x̃, S̃) ⊂ {0}.

Доказательство. Из леммы 5 следует, что функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежит
подпространству Csl,∞(R, X) тогда и только тогда, когда f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R) с f̂(0) = 0. Значит, x ∈ Csl,∞(R, X) тогда и только тогда, когда

f ∗ x̃ = 0̃, x̃ ∈ Cb,u(R, X)/C0(R, X), для любой функции f ∈ L1(R) с f̂(0) = 0.
Непосредственно из определения 3 следует, что x ∈ Csl,∞(R, X) тогда и только тогда,
когда Λ(x̃) ⊂ {0}. ¤

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

ẋ(t) − Ax(t) = y(t), t ∈ J, (6)

где y ∈ C0(J, X) и A : D(A) ⊂ X → X — генератор (инфинитезимальный оператор)
сильно непрерывной ограниченной полугруппы операторов T : R+ → End X

Определение 9. Непрерывная функция x : J → X называется слабым решени-
ем (mild solution) уравнения (6) (см. [14]), если для всех s 6 t из J имеет место
равенство

x(t) = T (t − s)x(s) +

∫ t

s

T (t − τ)y(τ)dτ, s 6 t, s, t ∈ J. (7)

При J = R+ равенство должно быть выполнено при s = 0 и t > 0. Ясно, что
функция x равномерно непрерывна.
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Уравнение (6) запишем в виде L x = y, где оператор L : D(L ) ⊂ Cb(J, X) →
→ Cb(J, X) имеет вид L = d

dt
− A (см. [15–19]). Функция x ∈ Cb(J, X) принадлежит

области определения D(L ) оператора L , если существует функция y ∈ Cb(J, X)
такая, что для всех s 6 t из J верны равенства (7).

Лемма 8. Пусть спектр генератора A полугруппы T удовлетворяет усло-
вию (1). Тогда каждое ограниченное на J слабое решение x0 уравнения (6) явля-
ется медленно меняющейся на бесконечности функцией относительно подпро-
странства C0(J, X).

Доказательство. Пусть сначала J = R. Число λ0 ∈ R выберем таким образом,
чтобы λ0 > α, где число α удовлетворяет условию ‖T (t)‖ 6 Meαt, t > 0, для некото-
рой постоянной M > 0. Тогда согласно [15] оператор L − λ0I непрерывно обратим и
обратный оператор B = (L − λ0I)−1 ∈ End Cb(R, X) представим в виде Bx = G0 ∗ x,
x ∈ Cb(J, X), где G0(τ) = T (τ)e−λ0τ , τ > 0, и G0(τ) = 0 для τ < 0. Следовательно,
оператор B перестановочен с оператором свертки, т.е. B(f ∗ x) = f ∗ Bx, для любых
f ∈ L1(R), x ∈ Cb(R, X). Таким же свойством обладает и оператор L . В частности,
f ∗ x0 ∈ D(L ) и для любой функции f ∈ L1(R) имеет место равенство

L (f ∗ x0) = f ∗ y ∈ C0(R, X). (8)

Рассмотрим произвольное ненулевое число µ0 ∈ R. В силу условия (1) суще-
ствует δ > 0 такое, что отрезок [µ0 − δ, µ0 + δ] не содержит точки 0. Рассмотрим

бесконечно дифференцируемую функцию f̂0 : R → C, для которой f̂0(µ0) 6= 0 и

suppf̂0 ⊂ [µ0− δ, µ0 + δ]. Тогда она является преобразованием Фурье некоторой функ-
ции f0 ∈ L1(R), а функция

F̂ (λ) =

{
f̂0(λ)(iλI − A)−1, λ ∈ [µ0 − δ, µ0 + δ],

0, λ /∈ [µ0 − δ, µ0 + δ]

является преобразованием Фурье некоторой суммируемой функции F : R → End X.
Тогда из (8) получаем, что F ∗ L (f0 ∗ x0) = F ∗ f0 ∗ y ∈ C0(R, X).

Отметим, что f0 ∗ x0 (ввиду ее бесконечной дифференцируемости) есть классиче-
ское решение уравнения (6) с правой частью f0 ∗y. Из последнего равенства следует,
что f0x̃0 = 0 для x̃0 = x0 + C0(R, X). Следовательно, µ0 /∈ Λ(x̃0). Ввиду произволь-
ности выбора числа µ0 6= 0 из R получаем, что Λ(x̃0) ⊂ {0}. Тогда из условия 1)
леммы 3 следует, что x0 ∈ Csl∞(R, X).

Пусть теперь J = R+. Рассмотрим непрерывно дифференцируемую функцию
ϕ : R → R, обладающую свойствами suppϕ ⊂ [1,∞) и ϕ(t) = 1 для всех t ∈ [2,∞).
Далее символом ϕx0 обозначена функция, равная нулю на промежутке (−∞, 0] и
являющаяся произведением функций ϕ и x0 на R+. Но тогда из определения опе-
ратора L следует, что ϕx0 ∈ D(L ) и L (ϕx0) = ϕ̇x0 + ϕy ∈ C0(R, X), где функция
ϕy считается равной нулю на промежутке (−∞, 0]. При этом оператор L считается
действующим в пространстве Cb(R, X). Таким образом, случай J = R+ сводится к
случаю J = R. ¤

Доказательство теоремы 1. Поскольку каждая из функций ϕx(t) = T (t)x, t > 0,
x ∈ X, принадлежащая пространству Cb,u(R+, X), является слабым решением урав-
нения (6), где y = 0, то из леммы 8 следует, что все эти функции являются медленно
меняющимися на бесконечности относительно подпространства C0(R+, X). Значит,
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согласно определению 2, полугруппа T : R+ → End X является медленно меняю-
щейся на бесконечности относительно подпространства C0(R+, X).

Доказательство теоремы 2 следует из леммы 4.
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The article focuses on studying of strongly continuous bounded operator semigroups. In the space of uniformly

continuous functions with values in a complex Banach space we consider the subspace of integrally vanishing

at infinity functions. This subspace includes the subspace of vanishing at infinity functions, but it is wider.

We study the properties of the subspace under consideration. We introduce the definition of slowly varying

at infinity (with regard to the subspace of integrally vanishing at infinity functions) function and study the

conditions under which a uniformly continuous function belongs to this type. We also introduce the definition

of slowly varying at infinity (with regard to the subspace of integrally vanishing at infinity functions) operator

semigroup, study its properties and derive the conditions under which a strongly continuous bounded operator

semigroup belongs to this type. The results derived in the article might be useful for research of stabilization

of parabolic equations solutions with unlimited increase of time.
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О разрешимости одной системы нелинейных интегральных
уравнений типа Гаммерштейна на прямой
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В последние годы возрос интерес к нелинейным интегральным уравнениям типа свертки в свя-

зи с их приложением в различных областях математической физики, в частности, в p-адической

теории открыто-замкнутой струны, кинетической теории газов, в теории переноса излучения в спек-

тральных линиях. Работа посвящена вопросам построения нетривиальных решений и изучению их

асимптотического поведения для одной системы нелинейных интегральных уравнений типа свертки

с симметричным ядром на всей числовой оси. Результаты работы базируются на сочетании мето-

дов построения инвариантных конусных отрезков для соответствующего нелинейного монотонного

оператора с методами теории линейных операторов типа свертки. Сформулирована и доказана кон-

структивная теорема о существовании двух асимптотически разных однопараметрических семейств

положительных и ограниченных решений, что является основным отличием от ранее полученных

результатов. Более того, из структуры указанной системы нелинейных уравнений следует, что все-

возможные сдвиги построенных решений также удовлетворяют данной системе. Особое внимание

уделено изучению асимптотического поведения этих решений на концах прямой. Вычислены преде-

лы построенных решений в ±∞ и доказана принадлежность построенных решений пространствам

L1(0, +∞) и L1(−∞, 0) соответственно. В конце работы приводятся конкретные частные примеры

указанных систем уравнений, удовлетворяющих всем условиям основной теоремы.

Ключевые слова: система уравнений, вектор-функция, спектральный радиус, монотонность, после-

довательные приближения, ядро, теорема Фробениуса – Перрона.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Работа посвящена исследованию следующей системы нелинейных интегральных
уравнений типа Гаммерштейна на всей прямой:

fi(x) =
n∑

j=1

∫

R

Kij(x − t)Gj(fj(t))dt, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R (1)

относительно искомой вектор-функции f(x) = (f1(x), f2(x), ...., fn(x))T (T — знак
транспонирования). Матричное ядро K(x) = (Kij(x))n×n

i,j=1 — определенная на R

непрерывная вектор-функция, удовлетворяющая следующим условиям:
I) Kij(x) > 0, x ∈ R, Kij ∈ L1(R) ∩ M(R), i, j = 1, 2, . . . , n, где L1(R) —

пространство суммируемых на R функций, а M(R) — пространство существенно
ограниченных функций на R;

c© Хачатрян Х. А., 2019



Х. А. Хачатрян. О разрешимости одной системы нелинейных интегральных уравнений

II) r(A) = 1, где r(A) — спектральный радиус матрицы A = (aij)
n×n
i,j=1 :

aij :=

∫

R

Kij(x)dx, i, j = 1, 2, . . . , n;

III) Kij(−x) = Kij(x), x ∈ R+ = [0, +∞), Kij(x) ↓ по x на R+, i, j = 1, 2, . . . , n;

IV)
∞∫
0

xKij(x)dx < +∞, i, j = 1, 2, . . . , n.

Система (1), кроме чисто теоретического интереса, имеет приложения в различ-
ных областях естествознания. В частности, такие уравнения возникают в p-адичес-
кой теории струны, в теории переноса излучения, в кинетической теории газов, в
теории марковских процессов, в теории географического распространения эпидемии
(см. [1–12]).

В линейном случае система (1) исследовалась при ν(Kij) :=
∫
R

xKij(x)dx 6= 0

(i, j = 1, 2, . . . , n) в работах [13–15], a в нелинейном случае она исследовалась, когда
n = 1, нелинейность зависит также от переменной t и ν(Kij) := ν(K) 6= 0 (см. [16]).

В настоящей работе при достаточно общих условиях на {Gj}n
j=1 мы будем за-

ниматься построением двух асимптотически разных однопараметрических семейств
положительных и ограниченных решений для систем (1) в случае, когда выполняют-
ся условия I)–IV). В конце будут приведены частные примеры функций {Kij(x)}n×n

i,j=1

и {Gi(u)}n
i=1, имеющих и теоретический, и прикладной интерес.

Для формулировки основной теоремы настоящей работы нам понадобятся ниже-
приведенные обозначения и вспомогательные факты. Из условия II) согласно теореме
Фробениуса –Перрона (см. [17]) существует вектор η = (η1, η2, ..., ηn)T с положитель-
ными координатами ηi, i = 1, 2, . . . , n, такой, что

n∑

j=1

aijηj = ηi, i = 1, 2, . . . , n. (2)

Рис. 1. Эскиз графика функции
y = gj(u) на [−η∗j , η

∗
j ]

Fig. 1. Sketch of y = gj(u) function
graph on [−η∗j , η

∗
j ]

Пусть gj : R → R, j = 1, 2, . . . , n —
непрерывные и нечетные функции, удовлетво-
ряющие следующим условиям (рис. 1):

A) gj(u) ↑ по u на [−η∗
j , η

∗
j ], j = 1, 2, . . . , n,

где

η∗
j =

ηj

min
16j6n

ηj

, j = 1, 2, . . . , n; (3)

B) функции {gj(u)}n
j=1 выпуклы вверх на

отрезках [0, η∗
j ], j = 1, 2, . . . , n соответствен-

но;

C) gj(η
∗
j ) = η∗

j , j = 1, 2, . . . , n, при-
чем η∗

j является первым положительным кор-
нем уравнения gj(u) = u, j = 1, 2, . . . , n.
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Рис. 2. Эскиз графика функции
y = Gj(u) на [0, η∗j ]

Fig. 2. Sketch of y = Gj(u) function
graph on [0, η∗j ]

Предположим, что {Gj(u)}n
j=1 допускают

следующие представления (рис. 2):

Gj(u) = η∗
j − gj(η

∗
j − u),

u ∈ R, j = 1, 2, . . . , n.
(4)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполняются усло-

вия I)–IV), A)–C) и (4). Тогда система

(1) обладает двумя покомпонентно поло-

жительными решениями f ∗(x) = (f ∗
1 (x),

f ∗
2 (x), ..., f∗

n(x))T , f̃(x) = (f̃1(x), f̃2(x), ...,

f̃n(x))T (рис. 3), причем

lim
x→+∞

f ∗
j (x) = 0, lim

x→−∞
f ∗

j (x) = 2η∗
j ,

lim
x→+∞

f̃j(x) = 2η∗
j , lim

x→−∞
f̃j(x) = 0, j = 1, 2, . . . , n,

(5)

f ∗
j ∈ L1(R

+), f̃j ∈ L1(R
−), j = 1, 2, . . . , n, (6)

f ∗
j (x) ↓ по x на R, f̃j(x) ↑ по x на R, j = 1, 2, . . . , n, (7)

f ∗
j , f̃j ∈ C(R) j = 1, 2, . . . , n. (8)

Рис. 3. Эскизы графиков функций y = f∗
j (x) и y = f̃j(x)

Fig. 3. Sketches of y = f∗
j (x) and y = f̃j(x) functions graphs

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Шаг 1. В силу непрерывности и монотонности функций {gj(u)})n
j=1 на отрезках

[−η∗
j , η

∗
j ], j = 1, 2, . . . , n существуют обратные к {gj(u)})n

j=1 функции

Qj := g−1
j , j = 1, 2, . . . , n. (9)

Наряду с системой (1) рассмотрим следующую вспомогательную систему:

Qi(ϕi(x)) =
n∑

j=1

∫

R

Kij(x − t)ϕj(t)dt, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R (10)
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относительно вектор-функции ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn(x))T . Прямой проверкой

можно убедиться, что если {ψi(x)}n
i=1 являются непрерывными и ограниченными

решениями системы

Qi(ψi(x)) =
n∑

j=1

∞∫

0

(Kij(x − t) − Kij(x + t)) ψj(t)dt, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R+ (11)

и

0 6 ψi(x) 6 η∗
i , x ∈ R+,

то их нечетные продолжения на R− := R \ R+ :

ϕi(x) =

{
ψi(x), если x ∈ R+,

−ψi(−x), если x ∈ R−,
i = 1, 2, . . . , n (12)

будут удовлетворять системе (10), при этом в силу непрерывности ядерных функций

{Kij(x)}n×n
i,j=1 и нелинейности {Qi(u)})n

i=1 функции {ϕi(x)})n
i=1 будут непрерывными

на множестве R и

−η∗
i 6 ϕi(x) 6 η∗

i x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n. (13)

Шаг 2. Пусть {εi}n
i=1 — числовые параметры из промежутка (0, 1). Рассмотрим

следующие характеристические уравнения:

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

Kij(t)e
−ptdt =

εiη
∗
i

2
, i = 1, 2, . . . , n. (14)

Ниже убедимся, что для любого i ∈ {1, 2, ..., n} характеристическое уравнение (14)

обладает единственным положительным решением pi.

Действительно, рассмотрим функции

χi(p) =
n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

Kij(t)e
−ptdt − εiη

∗
i

2
, i = 1, 2, . . . , n,

определенные на множестве [0, +∞). Заметим, что при любом i = 1, 2, . . . , n

χi(p) ↓ по p на [0, +∞), (15)

χi(0) =
1

2

n∑

j=1

aijη
∗
j −

1

2
εiη

∗
i =

1 − εi

2
η∗

i > 0, χi(+∞) = −εiη
∗
i

2
< 0, (16)

χi ∈ C[0, +∞). (17)

Из (15)–(17) в силу теоремы Больцано –Коши (см. [18]) следует, что для любого

i ∈ {1, 2, ..., n} уравнение (14) имеет единственное решение pi > 0. Обозначим через

p∗ = min{p1, p2, ..., pn}. (18)
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Совершая аналогичные рассуждения, как при доказательстве леммы 2.1 и фор-

мулы (2.7) из работы [19], приходим к следующему неравенству:

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

(Kij(x − t) − Kij(x + t))
(
1 − e−p∗t

)
dt > η∗

i εi

(
1 − e−p∗x

)
,

i = 1, 2, . . . , n, x > 0.

(19)

Шаг 3. Для системы (11) рассмотрим следующие итерации:

Qi(ψ
(m+1)
i (x)) =

n∑

j=1

∞∫

0

(Kij(x − t) − Kij(x + t))ψ
(m)
j (t)dt,

ψ
(0)
i (x) = η∗

i , x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . . .

(20)

Легко можно убедиться, что

ψ
(m)
i (x) ↓ по m. (21)

Ниже индукцией по m убедимся, что

ψ
(m)
i (x) > min

16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i

(
1 − e−p∗x

)
, x > 0, i = 1, 2, . . . , n, (22)

где ξi — единственный корень уравнения Qi(u) = εiu. При m = 0 неравенство (22)

сразу следует из цепочки неравенств:

min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i

(
1 − e−p∗x

)
6 η∗

i min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
6 η∗

i = ψ
(0)
i (x),

ибо ξi 6 η∗
i , i = 1, 2, . . . , n (рис. 4).

Рис. 4. Эскиз графика функции y = Qi(u)

на [0, η∗i ]

Fig. 4. Sketch of y = Qi(u) function graph

on [0, η∗i ]

Пусть (22) имеет место при некото-

ром m ∈ N. Тогда, учитывая (19) и вы-

пуклость вниз функций {Qi(u)}n
i=1 на от-

резках [0, η∗
i ], из (20) будем иметь:

Qi(ψ
(m+1)
i (x)) >

> min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
εiη

∗
i

(
1 − e−p∗x

)
, (23)

x > 0.

Так как

0 6 min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i

(
1 − e−p∗x

)
6 ξi,

i = 1, 2, . . . , n,

(24)

то с учетом выпуклости вниз функции

Qi на отрезке [0, η∗
i ] из (23) и (24) полу-

чаем
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Qi(ψ
(m+1)
i (x)) > Qi

(
min

16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i

(
1 − e−p∗x

))
, (25)

ибо Qi(u) 6 εiu, u ∈ [0, ξi], i = 1, 2, . . . , n.

В силу монотонности функций Qi на отрезке [−η∗
i , η

∗
i ] из (25) приходим к следу-

ющей оценке снизу:

ψ
(m+1)
i (x) > min

16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i

(
1 − e−p∗x

)
, x > 0, i = 1, 2, . . . , n. (26)

Индукцией по m нетрудно доказать, что

ψ
(m)
i ∈ C(R+), m = 0, 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . , n. (27)

Из (21) и (22) заключаем, что последовательность непрерывных на R+ вектор-

функций ψ(m)(x) = (ψ
(m)
1 (x), ψ

(m)
2 (x), ..., ψ

(m)
n (x))T , m = 0, 1, 2, . . . , имеет поточеч-

ный предел, когда m → ∞ :

lim
m→∞

ψ
(m)
i (x) = ψi(x), x > 0, i = 1, 2, . . . , n, (28)

причем предельная вектор-функция ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), ..., ψn(x))T согласно теоре-

ме Б. Леви (см. [20]) и непрерывности функций {Qi(u)}n
i=1 удовлетворяет системе

(11). Из (21) и (22) для предельной вектор-функции приходим также к следующим

оценкам:

min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i

(
1 − e−p∗x

)
6 ψi(x) 6 η∗

i , x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n. (29)

Из непрерывности функций {Qi(u)}n
i=1 на отрезках {[−η∗

i , η
∗
i ]}n

i=1 и ядерных функ-

ций {Kij(x)}n
i,j=1 на R с учетом (29) и (11) следует непрерывность функций {ψi(x)}n

i=1

на R+.

Шаг 4. Записывая итерации (20) в следующем виде:

Qi(ψ
(m+1)
i (x)) =

n∑

j=1

x∫

−∞

Kij(τ)ψ
(m)
j (x − τ)dτ −

n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x + t)ψ
(m)
j (t)dt,

ψ
(0)
i (x) = η∗

i , i = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . .

и учитывая монотонность ядер {Kij(x)}n
i,j=1, индукцией по m легко можно доказать,

что

ψ
(m)
i (x) ↑ по x на R+, i = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . . . (30)

Из (30) сразу следует, что

ψi(x) ↑ по x на R+, i = 1, 2, . . . , n. (31)

Таким образом, в силу (31), (29) и непрерывности функций {ψi(x)}n
i=1 на R+

можем утверждать, что существует предел

lim
x→+∞

ψi(x) = λi < +∞, i = 1, 2, . . . , n, (32)
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причем

min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i 6 λi 6 η∗
i , i = 1, 2, . . . , n. (33)

С другой стороны, используя известное свойство операции свертки о предельном

переходе под знаком интеграла, с учетом (32) будем иметь (см. [13, 14])

lim
x→+∞

n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x − t)ψj(t)dt =
n∑

j=1

aijλj, i = 1, 2, . . . , n. (34)

Заметим, что

lim
x→+∞

n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x + t)ψj(t)dt = 0, i = 1, 2, . . . , n. (35)

Действительно, с учетом (29) имеем

0 6

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x + t)ψj(t)dt

∣∣∣∣∣∣
6

n∑

j=1

∞∫

0

|Kij(x + t)| |ψj(t)| dt 6

6

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

x

Kij(τ)dτ −−−−→
x→+∞

0, i = 1, 2, . . . , n.

Итак, учитывая (34), (35), (30), непрерывность функций {Qi(u)}n
i=1 на отрезках

{[−η∗
i , η

∗
i ]}n

i=1 и переходя к пределу в (11), когда x → +∞, приходим к следующей

системе нелинейных алгебраических уравнений:

Qi(λi) =
n∑

j=1

aijλj, i = 1, 2, . . . , n (36)

относительно элементов {λi}n
i=1, удовлетворяющих двойным неравенствам (33).

Шаг 5. Во-первых, прямой проверкой можно убедиться, что числа λi = η∗
i ,

(i = 1, 2, . . . , n) удовлетворяют системе (36). Ниже докажем, что система (36) в

классе векторов

M :=

{
c = (c1, c2, ..., cn)T : min

16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i 6 ci 6 η∗
i

}

обладает единственным решением η∗ = (η∗
1, η

∗
2, ..., η

∗
n)T . Предположим обратное. Тогда

B := max
16i6n

η∗
i − λi

η∗
i

=
η∗

i0
− λi0

η∗
i0

> 0

и λ = (λ1, λ2, ..., λi0 , λi0+1..., λn)T является решением системы (36). Из выпуклости

вниз функций {Qi(u)}n
i=1 на отрезках {[0, η∗

i ]}n
i=1 сразу следует, что (рис. 5)

Qi0(λi0) 6
η∗

i0
− Qi0(δ

∗
i0
)

η∗
i0
− δ∗i0

λi0 + η∗
i0

Qi0(δ
∗
i0
) − δ∗i0

η∗
i0
− δ∗i0

, (37)
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где

δ∗i0 := min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i0
6 ξi0 < η∗

i0
. (38)

Рис. 5. Эскиз графика функции y = Qi0(u) на [0, η∗i0 ]
Fig. 5. Sketch of y = Qi0(u) function graph on [0, η∗i0 ]

С другой стороны, из (36) в силу теоремы Фробениуса –Перрона следует, что

0 < η∗
i0
− Qi0(λi0) =

n∑

j=1

ai0j(η
∗
j − λj) 6 max

16j6n

(
η∗

j − λj

η∗
j

)
η∗

i0
= B · η∗

i0
. (39)

Из (37) следует, что

η∗
i0
− Qi0(λi0) > (η∗

i0
− λi0)

η∗
i0
− Qi0(δ

∗
i0
)

η∗
i0
− δ∗i0

. (40)

Оценки (39) и (40) влекут за собой следующее неравенство:

B >
η∗

i0
− λi0

η∗
i0

· η∗
i0
− Qi0(δ

∗
i0
)

η∗
i0
− δ∗i0

,

из которого следует, что

B =
η∗

i0
− λi0

η∗
i0

6
η∗

i0
− δ∗i0

η∗
i0
− Qi0(δ

∗
i0
)
· B 6 ρ · B, (41)

где

ρ := max
16i6n

(
η∗

i − δ∗i
η∗

i − Qi(δ∗i )

)
< 1.

Из (41) приходим к противоречию. Таким образом, λi = η∗
i , i = 1, 2, . . . , n.

Шаг 6. На этом шаге докажем, что

η∗
i − ψi ∈ L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n. (42)

С этой целью сперва индукцией по m убедимся, что

η∗
i − ψ

(m)
i ∈ L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . . . (43)
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В случае m = 0 включение (43) сразу следует из (20). Предположим, что (43)

имеет место при некотором m ∈ N. Тогда, принимая во внимание (29) и простое

неравенство Qi(u) 6 u, для всех u ∈ [0, η∗
i ] на основании теоремы Фробениуса –

Перрона из (20) будем иметь

0 6 η∗
i − ψ

(m+1)
i (x) 6 η∗

i − Qi(ψ
(m+1)
i (x)) =

n∑

j=1

aijη
∗
j−

−
n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x − t)ψ
(m)
j (t)dt +

n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x + t)ψ
(m)
j (t)dt 6

6

n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x − t)
(
η∗

j − ψ
(m)
i (t)

)
dt + 2

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

x

Kij(t)dt =: Ji + Ii, i = 1, 2, . . . , n.

Так как Kij ∈ L1(R
+), η∗

j − ψ
(m)
j ∈ L1(R

+), то Ji ∈ L1(R
+). С другой стороны,

поскольку
∞∫
0

xKij(x)dx < +∞, i, j = 1, 2, . . . , n (см. условие IV )), то в силу теоремы

Фубини Ii ∈ L1(R
+). Следовательно, Ji + Ii ∈ L1(R

+). Из полученного неравенства

0 6 η∗
i − ψ

(m+1)
i (x) 6 Ji + Ii, i = 1, 2, . . . , n

с учетом вышесказанного получаем, что

η∗
i − ψ

(m+1)
i ∈ L1(R

+).

Теперь докажем следующую априорную оценку снизу:

η∗
i − Qi(ψ

(m+1)
i (x)) >

(
η∗

i − ψ
(m+1)
i (x)

) η∗
i − Qi(αi)

η∗
i − αi

, x > 1, m = 0, 1, 2, . . . , (44)

где

αi := min
16j6n

(
ξj

η∗
j

)
η∗

i

(
1 − e−p∗

)
, i = 1, 2, . . . , n. (45)

Для простоты дальнейшего изложения обозначим через

γi :=
η∗

i − Qi(αi)

η∗
i − αi

, i = 1, 2, . . . , n.

Сперва заметим, что из (29) следует:

η∗
i > ψ

(m+1)
i > αi > 0, x > 1, i = 1, 2, . . . , n. (46)

В силу выпуклости вниз функций {Qi(u)}n
i=1 на отрезках {[0, η∗

i ]}n
i=1 будем иметь

Qi(ψ
(m+1)
i (x)) 6

η∗
i − Qi(αi)

η∗
i − αi

ψ
(m+1)
i (x) + η∗

i

Qi(αi) − αi

η∗
i − αi

,

x > 1, i = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . . ,

откуда приходим к (44).
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Теперь проинтегрируем по x в пределах от 0 до +∞ обе части следующего нера-

венства:

η∗
i − Qi(ψ

(m+1)
i (x)) 6

n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x − t)
(
η∗

j − ψ
(m)
j (t)

)
dt+

+2
n∑

j=1

η∗
j

∞∫

x

Kij(t)dt, i = 1, 2, . . . , n, x > 0. (47)

Тогда, учитывая четность ядерных функций {Kij(x)}n
i,j=1, (21), (40), следующее

простое неравенство:

η∗
i − Qi(ψ

(m+1)
i (x)) > η∗

i − ψ
(m+1)
i (x), i = 1, 2, . . . , n, x > 0

и теорему Фробениуса –Перрона, будем иметь

1∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx + γi

∞∫

1

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx 6

6
2

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx +
1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

η∗
j − ψ

(m)
j (t)

η∗
j

∞∫

−t

Kij(τ)dτdt =

=
2

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx +
1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

1∫

0

η∗
j − ψ

(m)
j (t)

η∗
j

∞∫

−t

Kij(τ)dτdt+

+
1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

η∗
j − ψ

(m)
j (t)

η∗
j

∞∫

−t

Kij(τ)dτdt 6
2

ηi

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx+

+
1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

−1

Kij(τ)dτ · max
16j6n




1∫

0

η∗
j − ψ

(m)
j (t)

η∗
j

dt


 +

+
1

η∗
i

n∑

j=1

aijη
∗
j · max

16j6n




∞∫

1

η∗
j − ψ

(m)
j (t)

η∗
j

dt


 6

2

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx+

+


1 − 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ


 · max

16j6n




1∫

0

η∗
j − ψ

(m+1)
j (t)

η∗
j

dt


 +

+ max
16j6n




∞∫

1

η∗
j − ψ

(m+1)
j (t)

η∗
j

dt


 6 2 max

16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx


 +

+ max
16j6n




∞∫

1

η∗
j − ψ

(m+1)
j (t)

η∗
j

dt


 +


1 − min

16i6n

1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ


×

× max
16j6n




1∫

0

η∗
j − ψ

(m+1)
j (t)

η∗
j

dt


 .
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Из полученной оценки в силу неотрицательности слагаемых в правой части, в

свою очередь, следует, что

max
16i6n




1∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx


 + min

16i6n
γi · max

16i6n

∞∫

1

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx =

= max
16i6n




1∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx + min
16j6n

γj ·
∞∫

1

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx


 6

6 2 max
16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx


 + max

16i6n




∞∫

1

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx


 +

+


1 − min

16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ





 · max

16i6n




1∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx




или

(
min

16j6n
γj − 1

)
max
16i6n




∞∫

1

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx


 + min

16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ


×

× max
16i6n

1∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx 6 2 max
16i6n

1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx. (48)

Заметим, что

min
16j6n

γj − 1 = min
16j6n

η∗
j − Qj(αj)

η∗
j − αj

− 1 =
η∗

j0
− Qj0(αj0)

η∗
j0
− αj0

− 1 =

=
αj0 − Qj0(αj0)

η∗
j0
− αj0

> 0, j0 ∈ {1, 2, ..., n},

ибо αj0 = min
16i6n

(
ξi

η∗

i

)
η∗

j0
< η∗

j0
, а функции {Qi(u)}n

i=1 выпуклы вниз на отрезках

{[0, η∗
i ]}n

i=1.

Из (48) следует, что

min





(
min

16j6n
γj − 1

)
; min

16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ






×

×


max

16i6n

∞∫

1

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx + max
16i6n

1∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx


 6

6 2 max
16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx



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или

min





(
min

16j6n
γj − 1

)
; min

16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ






×

× max
16i6n




∞∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx


 6 2


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx




в силу неотрицательности подынтегральных функций. Откуда сразу получаем

max
16i6n




∞∫

0

η∗
i − ψ

(m+1)
i (x)

η∗
i

dx


 6

6 2

/
min





(
min

16j6n
γj − 1

)
; min

16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ






×

× max
16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx


 . (49)

Следовательно, из (49) в силу теоремы Б. Леви заключаем, что η∗
i −ψi ∈ L1(R

+),

i = 1, 2, . . . , n и

max
16i6n




∞∫

0

η∗
i − ψi(x)

η∗
i

dx


 6

6 2

/
min





(
min

16j6n
γj − 1

)
; min
16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

1

Kij(τ)dτ






×

× max
16i6n


 1

η∗
i

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

0

xKij(x)dx


 .

Шаг 7. Заметим также, что

η∗
i − Qi(ψi(x)) ∈ L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n. (50)

Действительно, из (11) с учетом (29) и теоремы Фробениуса –Перрона будем

иметь

0 6 η∗
i − Qi(ψi(x)) 6 2

n∑

j=1

η∗
j

∞∫

x

Kij(τ)dτ +
n∑

j=1

∞∫

0

Kij(x − t)
(
η∗

j − ψj(t)
)
dt. (51)

Так как η∗
j − ψj ∈ L1(R

+), Kij ∈ L1(R) и
∞∫
0

xKij(x)dx < +∞, i, j = 1, 2, . . . , n,

то в силу теоремы Фубини правая часть неравенства (51) принадлежит простран-

ству L1(R
+). Из (51) приходим к (50). В силу (42) и (50) из (12), (11), (31) и (10)

следует, что

• η∗
i ± ϕi ∈ L1(R

∓), η∗
i ± Qi(ϕi) ∈ L1(R

∓), i = 1, 2, . . . , n,
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• ϕi(x) ↑ по x на R, i = 1, 2, . . . , n,

• ϕi ∈ C(R), i = 1, 2, . . . , n.

Следовательно, функции

f ∗
i (x) := η∗

i − Qi(ϕi(x)), x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, (52)

f̃i(x) := η∗
i + Qi(ϕi(x)), x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n (53)

обладают свойствами (5)–(8) соответственно.

Шаг 8. Для завершения доказательства теоремы нам остается проверить, что

функции вида (52), (53) удовлетворяют системе (1).

Действительно, учитывая (9), (4), нечетность функций {Qj(u)}n
j=1, условие II) и

теорему Фробениуса –Перрона, имеем

n∑

j=1

∫

R

Kij(x − t)Gj(f̃j(t))dt =
n∑

j=1

∫

R

Kij(x − t)
(
η∗

j − gj(η
∗
j − f̃j(t))

)
dt =

=
n∑

j=1

aijη
∗
j −

n∑

j=1

∫

R

Kij(x − t)gj(−Qj(ϕj(t)))dt =

= η∗
i −

n∑

j=1

∫

R

Kij(x − t)gj(Qj(−ϕj(t)))dt = η∗
i +

n∑

j=1

∫

R

Kij(x − t)ϕj(t)dt =

= η∗
i + Qi(ϕj(x)) = f̃i(x), i = 1, 2, . . . , n.

Аналогично можно доказать, что функции вида (52) также удовлетворяют систе-

ме (1). Таким образом, теорема полностью доказана. ¤

Замечание 1. Прямой проверкой можно убедиться, что всевозможные сдвиги по-

строенных решений f ∗(x) = (f ∗
1 (x), f ∗

2 (x), ..., f∗
n(x))T , f̃(x) = (f̃1(x), f̃2(x), ..., f̃n(x))T

также удовлетворяют системе (1). Таким образом, мы получаем два асимптотически

разных однопараметрических семейства положительных решений.

3. ПРИМЕРЫ

Рассмотрим следующую матрицу:

A =




∫

R

Kij(x)dx




n×n

i,j=1

=

(
7
8

1
8

3
8

5
8

)
.

Очевидно, что r(A) = 1. Следовательно, согласно теореме Фробениуса –Перрона,

существует вектор (η∗
1, η

∗
2)

T с положительными координатами, такой что

{
7
8
η∗

1 + 1
8
η∗

2 = η∗
1,

3
8
η∗

1 + 5
8
η∗

2 = η∗
2.

(54)

Из (54) сразу следует, что η∗
1 = η∗

2. В качестве (η∗
1, η

∗
2)

T выберем столбец (1, 1)T .
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Рассмотрим теперь нелинейность вида

Qi(u) = u3, i = 1, 2. (55)

Очевидно, что Qi(η
∗
i ) = η∗

i , i = 1, 2. Убедимся, что система (36) в случае нели-

нейности (55) в классе векторов с положительными координатами обладает только

решением (1, 1)T . В данном случае система принимает следующий вид:

{
7
8
η1 + 1

8
η2 = η3

1,
3
8
η1 + 5

8
η2 = η3

2.
(56)

Обозначив через t := η1/η2 > 0, приходим к следующему алгебраическому урав-

нению 4-го порядка относительно t :

3t4 + 5t3 − 7t − 1 = 0

или

(t − 1)(3t3 + 8t2 + 8t + 1) = 0. (57)

Из (57) получаем, что t = 1, а уравнение 3t3 +8t2 +8t+1 = 0, очевидно, не имеет

положительных решений.

Итак, η1 = η2. Из (56) получаем, что η3
1 = η1, откуда η1 = 0 или η1 = ±1. Так как

ηi > 0, i = 1, 2, то η1 = η2 = 1.

Замечание 2. В работе [19] система (36) исследовалась в том частном слу-

чае, когда Qi(u) = ciu
3 + (1 − ci)u, i = 1, 2, . . . , n, ci ∈ (0, 1], а элементы матрицы

A =

(∫
R

Kij(τ)dτ

)n×n

i,j=1

удовлетворяют условиям II) и
min

16i,j6n
aij

max
16i,j6n

aij

>
1√
3
.

Заметим, что для рассматриваемой матрицы A последнее условие не выполняется,

так как
min

16i,j62
aij

max
16i,j62

aij

=
1/8

7/8
=

1

7
<

1√
3
.

Однако система (36) в классе M обладает единственным решением (1, 1)T .

В качестве примеров ядерных функций (Kij(x))n×n
i,j=1 могут служить следующие

функции:

1) Kij(x) =
aij√

π
· e−x2

, i, j = 1, 2, . . . , n;

2) Kij(x) =
aij

2
· e−|x|, i, j = 1, 2, . . . , n.

Приведем теперь примеры функций {Gj(u)}n
j=1. С этой целью сперва рассмотрим

примеры функций {gj(u)}n
j=1:

1) gj(u) = p

√
(η∗

j )
p−1u, j = 1, 2, . . . , n, u ∈ R, где p > 2 — любое нечетное число;

2) gj(u) =





1−e−u

1−e
−η∗

j
η∗

j , u > 0,

eu−1

1−e
−η∗

j
η∗

j , u < 0,
j = 1, 2, . . . , n;
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3) gj(u) =





u +
2η∗

j

π
sin2 πu

2η∗

j
, u > 0,

u − 2η∗

j

π
sin2 πu

2η∗

j
, u < 0,

j = 1, 2, . . . , n.

Тогда функции {Gj(u)}n
j=1 имеют структуру (4).
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МЕХАНИКА
УДК 536.423:532.52

Влияние пузырьков на структуру течения
и трение в восходящем турбулентном

газожидкостном потоке

Б. А. Снигерев

Снигерев Борис Александрович, доктор технических наук, ведущий

научный сотрудник, Институт механики и машиностроения — обособ-

ленное структурное подразделение ФИЦ КазНЦ РАН, Россия, 420111,

Казань, ул. Лобачевского, д. 2/31, snigerev@imm.knc.ru

В работе представлены результаты расчетного исследования локаль-

ной структуры восходящего газожидкостного потока в вертикальной

трубе. Математическая модель основана на использовании двухжид-

костного эйлерова подхода с учетом обратного влияния пузырьков на

осредненные характеристики и турбулентность несущей фазы. Запи-

сываются уравнения сохранения массы и количества движения в ви-

де уравнений Навье – Стокса, осредненных по Рейнольдсу для каж-

дой фазы. Для турбулентных напряжений записываются соотношения

в предположении гипотезы Буссинеска. Турбулентная вязкость для

несущей жидкой фазы определяется с использованием двухпарамет-

рической модели турбулентности, модифицированной для двухфаз-

ных сред. В уравнения для переноса кинетической энергии турбулент-

ности и ее диссипации вводятся дополнительные слагаемые для ки-

нетической энергии, вызванные пульсациями пузырьков. Движение

дисперсной фазы определяется действием сил межфазного взаи-

модействия. В качестве основных сил рассматриваются следующие

компоненты: сила Архимеда, сила сопротивления, присоединенная

сила, вращательная сила Магнуса, пристеночная сила. Для описания

распределения пузырьков по размерам в двухфазном потоке записы-

вается уравнение для сохранения количества частиц, учитывающее

процессы коалесценции и дробления. Для решения уравнения со-

хранения количества пузырьков применяется подход, основанный на

методе фракций. Спектр распределения частиц по размерам делится

на ряд фракций с фикcированными границами, при этом предпола-

гается возможность обмена пузырьками между разными фракция-

ми в результате коалесценции и дробления. В рамках этого метода

распределение пузырьков по размерам аппроксимируется кусочно-

равновероятным распределением, таким образом, задача описания

спектра капель по размерам сводится к решению уравнений для объ-

емных концентраций отдельных фракций. Численно исследовано вли-

яние изменения степени дисперсности газовой фазы, объемного рас-

ходного газосодержания, скорости дисперсной фазы на локальную

c© Снигерев Б. А., 2019
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ВВЕДЕНИЕ

Двухфазные пузырьковые турбулентные течения широко распространены в раз-
личных областях промышленности, таких как химическая, пищевая, фармацевтиче-
ская, атомная и теплоэнергетика. Сложность моделирования этих потоков связана с
большим количеством явлений различной природы, поскольку такие течения харак-
теризуются сильным взаимным влиянием несущей и дисперсной фазы, сопровожда-
ются процессами теплообмена, фазовых переходов, коалесценции, дробления и т. д.
Поэтому моделирование турбулентных пузырьковых потоков представляет немалый
практический интерес и ему посвящено большое количество публикаций [1–3]. Тем
не менее, недостаточно изученными остаются вопросы о детальной турбулентной
структуре для двухфазных потоков, полидисперности распределения пузырьков, за-
кономерностях динамики двухфазного потока. Это связано с тем, что на структуру
течения и гидравлическое сопротивление в газожидкостных потоках влияет боль-
шое число гидродинамических и геометрических параметров, что особенно важно
в инженерных приложениях. В настоящее время в литературе имеется большое ко-
личество экспериментальных данных и расчетных рекомендаций по гидродинамиче-
скому сопротивлению и теплоотдаче при течении газожидкостных потоков в трубах
разного диаметра (см., например, монографию [3]). Экспериментальному изучению
турбулентных пузырьковых течений посвящены работы [4–8]. Важная информация
содержится в [5], где изложены результаты экспериментального исследования гидро-
динамического сопротивления при течении пароводяной смеси в обогреваемой трубе.
Определено влияние обогрева на сопротивление трения смеси и дана эмпирическая
зависимость для расчета потери давления трения в области небольших паросодержа-
ний. Также для сравнения приводятся результаты для необогреваемых труб. Пока-
зано, что на относительный перепад давления в трубе при течении газожидкостного
потока оказывает влияние не только давление, но и массовая скорость. С увели-
чением массовой скорости происходит уменьшение относительной потери давления
на трение, а также уменьшение значения паросодержания, при котором начинается
«кризис сопротивления». В работах [5, 6] в результате измерений гидравлического
сопротивления и трения в вертикальных каналах была обнаружена область течения
с аномальными значениями этих величин. Измеренные величины сопротивления на
порядок превышают значения, получающиеся по соответствующим расчетным ме-
тодикам. Эта область соответствует режиму пузырькового течения при малых при-
веденных скоростях жидкой фазы. Наряду с экспериментальными исследованиями
газожидкостных потоков проводятся численные моделирования двухфазных пузырь-
ковых течений. На основе эйлерова континуального подхода в работах [9–11] пред-
ложены эффективные методы, получены аппроксимации уравнения, описывающие
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эволюцию функции распределения частиц по размерам в газожидкостном потоке.
Целью настоящей работы является детальное численное исследование характери-

стик турбулентного восходящего потока в трубе при изменении массовых скоростей и
расходных газосодержаний сред. Основное внимание уделено анализу турбулентной
структуры течения, полидисперсности газожидкостного потока, а также поверхност-
ного трения двухфазного течения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для математического описания пространственного движения двухфазной среды
применяется эйлеров подход, основанный на модели взаимопроникающих и взаи-
модействующих континуумов, который сводится к описанию условий разделенного
движения фаз и определению величин, описывающих межфазное взаимодействие.
Система уравнений Навье –Стокса, осредненных по Рейнольдсу, для описания ди-
намики газожидкостного потока имеет следующий вид [2, 11]:

∂

∂t
(̺m αm) +

∂

∂xj

(αm ̺m Vmj) = 0, αl + αg = 1, m = l, g, i, j = 1, 2, 3, (1)

∂

∂t
(αm ̺m Vmj) +

∂

∂xj

(αm ̺m Vm i Vm j) = −αm
∂P

∂xi

+ αm ̺m gi + Mmi+

+
∂

∂xj

[
αm µeff, m

(
∂Vmi

∂xj

+
∂Vmj

∂xi

)]
− 2

3

∂

∂xi

(
αm µeff, m

∂Vm n

∂xn

δij

)
. (2)

В системе уравнений (1)–(2) t — время, ̺l, ̺g — плотности сплошной и газовой
фаз соответственно, αl, αg — объемные концентрации несущей и дисперсной фазы,
gi — сила тяжести, Vmi — компоненты скорости m фазы, Mmi — силы межфазно-
го взаимодействия, P — давление, µeff,m — эффективная динамическая вязкость m
фазы. Для описания турбулентных характеристик газожидкостного потока применя-
ется расширенная двухпараметрическая модель турбулентности, определяемая через
эффективную вязкость µeff,m, состоящую из динамической вязкости несущей среды
µlam,l , турбулентной вязкости µt,l, вязкости µBI,l [12], учитывающая влияние нали-
чия пузырьков в несущей среде на турбулентные характеристики газожидкостного
потока в виде

µeff,l = µlam, l + µt,l + µBI,l. (3)

Для вычисления µt,l применяется формула Колмогорова, а для µBI,l — соотноше-
ние, предложенное в работе [12]:

µt, l =
Cµ ̺l k

2
l

εl

, µBI,l = Cµb ρl αl ds |Vgi − Vli| , µeff, g =
̺g

̺l

µeff, l, Cµb = 0.6. (4)

Для определения кинетической энергии турбулентности k и скорости диссипации
жидкой фазы ε используется модель турбулентности k − ε, модифицированная для
двухфазных сред [11, 12]:

∂

∂t
(αl ̺l kl) +

∂

∂xi

(αl ̺l Vl i kl) =
∂

∂xj

(
αl

µeff, l

σl

∂kl

∂xj

)
+ αl(Gl − ̺l ε), (5)

∂

∂t
(αl ̺l εl) +

∂

∂xi

(αl ̺l Vl i εl) =
∂

∂xj

(
αl

µeff, l

σl

∂εl

∂xj

)
+ αl

εl

kl

(Cε1
Gl − Cε2

̺l εl), (6)
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Gl =
1

2
µeff, l

[
∂Vmi

∂xj

+

(
∂Vmj

∂xi

)T
]2

. (7)

Значения постоянных в модели турбулентности приняты равными

Cµ = 0.09, Cε1 = 1.44, Cε2 = 1.92, σl = 1.0. (8)

Для полидисперсного потока вклад межфазного взаимодействия в эйлеровом при-

ближении складывается из силы сопротивления
−−→
MD

g , подъемной силы
−→
FL

g , присоеди-

ненной силы
−−−→
MV M

g :

Mli = −Mgi = −
(
MD

g i + ML
g i + MV M

g i

)
. (9)

Эти силы рассчитываются по следующим формулам:

MD
g i =

3

4
αg ̺l

Cd

ds

|Vgi − Vli| (Vgi − Vli), ML
g i = CL αg ̺l(Vgi − Vli) × (∇× Vli), (10)

MV M
g i = CV M αg ̺l

(
∂Vli

∂t
− ∂Vgi

∂t

)
, CV M = 0.5. (11)

Здесь CD — коэффициент сопротивления частицы:

CD =

{
24(1 + 0.15Re0.687)/Re, Re 6 1000,

0.44, Re > 1000,
(12)

где Re = 2̺l|Vgi − Vli|ds/µl — число Рейнольдса относительного движения фаз, ds —
средний диаметр пузырьков.

Коэффициент подъемной силы CL определяется как

CL =





min[0.288tanh(0.121Re); f(Eod)], Eod < 4,

f(Eod), 4 6 Eod 6 10,

−0.29, Eod > 10,

(13)

f(Eod) = 0.00105Eo3
d − 0.0159Eo2

d − 0.0204Eod + 0.474, Eod = g(̺l − ̺g)d
2
s/σ.

Здесь f(Eod) — функция, зависящая от числа Этвоша Eod, σ — коэффициент по-
верхностного натяжения.

Для описания полидисперсности двухфазных потоков записываются уравнения
для расчета распределения пузырьков по размерам вследствие фазовых переходов,
слияния, разрушения и других процессов с учетом турбулентности.

В данной работе принимаются во внимание только процессы коалесценции
и дробления, которые являются основными механизмами, приводящими к поли-
дисперсному распределению пузырьков по размерам. Предполагается, что пузырьки
при этом сохраняют сферическую форму. Эволюция спектра капель описывается ки-
нетическим уравнением для удельной концентрации пузырьков n(v, t) [11].

Для расчета полидисперсности пузырьков применяется метод эйлеровых фрак-
ций, основанный на разбиении всего спектра частиц на отдельные дискретные клас-
сы с фиксированными размерами vi(i = 1,Mf , Mf — число фракций). Количество
частиц в каждом классе, объем которых находится в пределах между vi и vi+1,
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определяется через Ni =
∫ vi+1

vi
n(v, t)dv. Метод предполагает возможность обмена

пузырьками между классами частиц с разными диаметрами в результате процессов
коалесценции и разрушения.

Введем функцию fi, определяемую как доля концентрации пузырьков i-го
размера от общего числа пузырьков, для которой выполняются соотношения
fi = αi/αg, αgfi = Nivi. Запишем уравнение для эволюции функции fi в виде

∂

∂t
(αgfi) +

∂

∂xj

(αgVgjfi) = Bi
a − Di

a + Bi
b − Di

b, i = 1,Mf , (14)

Bi
a =

∫ vi+1

vi

Badv, Di
a =

∫ vi+1

vi

Dadv, Bi
b =

∫ vi+1

vi

Bb dv, Di
b =

∫ vi+1

vi

Db dv.

Слагаемое Ba определяет прирост концентрации пузырьков за счет слияния ча-
стиц с суммарным объемом v, а Da — убыль за счет слияния частиц v с осталь-
ными. Изменение концентрации за счет процессов дробления описывают следующие
два слагаемых: Ba определяет прирост за счет дробления частиц большего объе-
ма, Da — убывание в результате дробления частиц c объемом v. Для завершения
постановки задачи требуется задание начального распределения частиц на входе.

В данной работе для определения функций Ba, Bb, Da, Db используются эмпири-
ческие выражения, полученные в [13, 14].

Для замыкания системы уравнений (1)–(14) требуется найти силы межфазного
взаимодействия, определяемые соотношениями (9)–(13). Неизвестный параметр ds,
выражающий средний объемно-поверхностный диаметр пузырьков в объеме vi, опре-
деляется через fi:

ds =

Mf∑

i=1

fi/




Mf∑

i=1

fi/di


 . (15)

Движение газожидкостного потока описывается системой уравнений сохране-
ния для несущей и газовой фаз (1)–(2), дополненной модифицированной двух-
параметрической моделью турбулентности для двухфазной среды (5)–(7). Силы меж-
фазного взаимодействия (9)–(13), действующие на элементарный объем среды, опре-
деляются через характеристики потока, доли объемного газосодержания αg, средне-
го диаметра пузырьков ds. Зная характеристики потока в текущий момент времени,
решаем систему уравнений (14) и находим распределение fi для каждой группы
пузырьков, что позволяет определить ds в каждом элементарном конечном объеме
сетки. Распределение fi дает дополнительную информацию о распределении частиц
по размерам в объеме потока двухфазной среды. В рамках данного подхода движе-
ние полидисперсного двухфазного газожидкостного потока описывается замкнутой
системой уравнений (1)–(7), (9)–(15).

Рассчитанные в данной работе потери давления на трение сравниваются с извест-
ными расчетными соотношениями, полученными в результате обработки большого
числа экспериментальных данных для различных режимов течения двухфазного по-
тока. Для расчета потери давления на трение в двухфазном потоке ∆P TP

F различают
два типа моделей: гомогенные и модели с разделением движения фаз [2,15]. Потери
давления на трение определяются через значения градиента давления двухфазного
потока (dp/dz)TP

F . Для гомогенной модели двухфазная среда рассматривается в виде
смеси с переменной плотностью ̺TP , вязкостью µTP . Градиент давления вычисляется
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по аналогичной формуле для однофазной жидкости в виде

(dp/dz)TP
F =

G2
TP

2 D ̺TP

fTP , (16)

где GTP = ̺l〈Jl〉 + ̺g〈Jg〉 — полный расход смеси, а для плотности ̺TP и вязкости
смеcи µTP применяются соотношения

̺TP =

(
x

̺g

+
1 − x

̺l

)−1

, µTP = xµg + (1 − x)µl. (17)

В (17) x — массовое содержание газовой фазы x = ̺g〈Jg〉/GTP . Для определения
коэффициента трения fTP применяется соотношение, аналогичное для однофазного
потока в виде

fTP =

{
16/ReTP ReTP 6 2000,

0.079 × Re−0.25
TP ReTP > 2000,

ReTP =
GTPD

µTP

. (18)

Для сравнения потери давления рассчитываются с помощью эмпирического со-
отношения, полученного в работе [15], где авторы исходят из известной формулы
для перепада давления при течении однородной смеси. Градиент потери давления
на трение для двухфазного потока (dp/dz)TP

F выражается в виде некоторой функ-
ции, зависящей от градиентов давления для однофазных потоков dp/dz)lo

F , (dp/dz)go
F ,

предполагая, что однородные среды с жидкостью или газом при течении по трубе
имеют тот же расход GTP . В работе [15] аппроксимация для определения (dp/dz)TP

F

предложена в виде

(dp/dz)TP
F = F (1 − x)1/3 + (dp/dz)lo

F x3, (19)

F = (dp/dz)lo
F + 2[(dp/dz)go

F − (dp/dz)lo
F ] x.

В соотношении (19) градиенты давления для однофазных потоков dp/dz)lo
F ,

(dp/dz)go
F вычисляются по формулам

(dp/dz)lo
F =

G2
TP

2 D ̺l

flo, (dp/dz)go
F =

G2
TP

2 D ̺g

fgo,

где flo, fgo — коэффициенты трения для несущей и дисперсной фаз, вычисляемыe
аналогично (18).

2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Для численного решения систем уравнений используется метод конечных объе-
мов с использованием библиотеки OpenFOAM, предоставляющей пользователю ин-
струменты для аппроксимации дифференциальных операторов на структурирован-
ных и неструктурированных сетках [16]. При помощи метода Гаусса интегралы по
контрольному объему сводятся к поверхностным, а значение искомой функции на по-
верхности ячейки получается путем интерполяции ее значений в центроидах сосед-
них ячеек. Для конвективных слагаемых дифференциальных уравнений применяется
процедура QUICK. Для дискретизации производной по времени использовалась неяв-
ная схема Эйлера первого порядка точности. Коррекции поля давления осуществля-
ются по конечно-объемной согласованной процедуре SIMPLEC. В ходе реализации
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метода конечных объемов задача сводится к решению систем линейных алгебраи-
ческих уравнений. Решение системы выполняется методом сопряженных градиентов
с предобусловливанием. Расчетная область представляет собой канал с входной и вы-
ходной частями и твердыми стенками. Во входном сечении S1 задаются следующие
условия:

S1 : V l
3 = V l

0 , V g
3 = V g

0 , V l
1 = V l

2 = V g
1 = V g

2 = 0, p = p0, αg = α0, kl = k0
l , εl = ε0

l ,

Mf = 6, f3 = 1, d3 = 0.0025, fi = 0 (i = 1, 6, i 6= 3), dmin
1 = 0.001, dmax

6 = 0.012,

на выходной границе —

S2 : ∂Vi/∂x3 = ∂fi/∂x3 = ∂p/∂x3 = ∂kl/∂x3 = ∂εl/∂x3 = 0.

На твердой стенке S3 принимаются условия прилипания и граничные условия для
турбулентных переменных в виде

V l
ψ = V l

ψ = V l
τ = V l

τ = 0, fi = 0, kl = 0, εl = µt(∂
2Vi/∂ψ2) = 0,

где (ψ, τ) — компоненты единичного вектора нормали к поверхности. Условия на
границе симметрии имеют вид S4: V l

ψ = V g
ψ = 0.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Проверка представленной модели была проведена путем сравнения результатов
расчетов с экспериментальными данными. Был выбран эксперимент, проведенный
в работе [17], в котором изучалось полидисперсное пузырьковое течение в верти-
кальной трубе. Эксперимент проводился с водовоздушной смесью при атмосферном
давлении и постоянной комнатной температуре.

В таблице представлены основные параметры для выбранного эксперимента, где
〈Jl〉, 〈Jg〉 — приведенные скорости жидкости и газа соответственно.

Характеристика экспериментов [17]

Characteristics of the experiments [17]

〈Jl〉 м/c 〈Jg〉 м/c α d мм D мм

L1 0.986 0.0473 0.051 2.5 50.8

L2 0.986 0.321 0.231 2.5 50.8

На входе подается монодисперс-
ный пузырьковый поток. С учетом
приведенных значений сред вычис-
лялись начальные значения ско-
рости текущей среды. Двухфаз-
ное течение в вертикальной тру-

бе предполагается осесимметричным, поэтому для численного моделирования
выбирается расчетная область, состоящая из кругового сектора с радиусом
r0 = D/2 = 2.54 × 10˘3 м, длиной H = 3.06м и углом раствора 50. Проведены чис-
ленные расчеты на сетках конечных объемов, состоящих из Me = 32600, 84200,
168600 узлов. В сечении плоскости ox1x2 число разбиений по координатам вдоль
оси трубы и по длине для различных сеток составляет L1 = 20× 200, L2 = 40× 400,
L3 = 60×600. Численное решение на сетке L2 отличается от L3 менее чем на 2%, по-
этому все приведенные численные результаты выполнены с помощью сетки конечных
объемов с разбиением L2.

Задаются следующие параметры компонентов двухфазной среды вода–воздух:
ρl = 998.2 кг/м3, ρg = 0.2 кг/м3, µl = 1.1 × 10−3 Па·с, µg = 1.7 × 10−5 Па·с. Распре-
деление частиц по размерам представлено в виде шести групп пузырьков (Mf = 6)
с минимальным диаметром dmin

1 = 10−3 м и максимальным dmax
6 = 1.2 × 10−2 м.
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На рис. 1 показаны картины течения газожидкостного потока при 〈Jl〉 = 0.986м/c,
〈Jg〉 = 0.321м/c в виде изолинии осевой скорости несущей фазы V l

3 , изолинии объ-
емного газосодержания αg, среднего диаметра пузырьков ds.

V

1.17
1.40 1.34

0.353
l

а / a

ag

0.05

0.03

0.10
0.20

б / b

ds

2.5
3.1 3.5 4.02.9

в / c

Рис. 1. Картина течения газожидкостного потока (L1) в виде изолиний осе-
вой скорости V l

3 , м/c (a), объемного газосодержания αg (б) и среднего
диаметра пузырьков ds, мм (в)

Fig. 1. Flow pattern of the gas-liquid flow (L1) in the form of isolines of the axial
velocity V l

3 , m/s (a), gas content αg (b), mean diameter of bubbles ds, mm (c)

Видно, что на входном участке наблюдается треугольная область перестройки

поля скоростей с равномерного профиля скорости пузырьков на входе к параболиче-

скому по мере продвижения вверх по трубе, а также увеличение скорости пузырьков

в центральной части канала и замедление скоростей пузырьков, находящихся бли-

же к стенкам. Две зоны равномерного распределения скорости разделяет полоса,

характеризующаяся наиболее резким изменением как направления, так и величины

скорости. Наиболее выраженно проявляется наличие данной зоны в распределении

объемного газосодержания во входной части трубы, что иллюстрирует рис. 1, б. От-

четливо видна зона с равномерным распределением объемного газосодержания, что

является следствием потока пузырьков одинакового диаметра во входной части тру-

бы. Поскольку на входе в эксперименте [17] подаются пузырьки постоянного размера

с диаметром ds = 2.5мм, то отчетливо наблюдается сужающаяся по ширине трубы

зона с равномерным распределением αg.

Представлены расчетные и экспериментальные данные по распределению харак-

теристик несущего и полидисперсного потока в развитом турбулентном течении

в сечении x2/D = 53.6 вдоль радиуса трубы (r — расстояние от оси трубы). На

рис. 2, а приведены сравнительные данные осредненного профиля осевой состав-

ляющей скорости несущей фазы V l
3 газожидкостного потока для 〈Jl〉 = 0.98м/с
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и 〈Jg〉 = 0.0473, 0.321м/c (режимы L1, L2). Введение небольшой концентрации пу-

зырьков (αg = 0.051) приводит к тому, что профиль скорости жидкой фазы стано-

вится практически плоским в ядре потока (рис. 2, а, кривая 1). Влияние пузырьков

проявляется в том, что вблизи стенки происходит увеличение градиента скорости.

Повышение скорости и концентрации пузырьков (αg = 0.231) приводит к уменьше-

нию влияния дисперсной фазы на профиль скорости. Градиенты профиля скорости

в пристеночной области уменьшаются, а сам профиль становится более параболиче-

ским, соответствующим однофазному потоку.

o o o o o o o
o o o ooo

oo

× × × × × ×
× ××××××××

r/r

1

2

0.0 0.5

1

2

0

V3
l ag

r/r0.0 0.5

0.2

0.4

o o o o o o o
oo

o

o

o

o
o
o

× × × × × × × ×××××××
×1

2

0

а / a б / b

Рис. 2. Сравнение расчетных результатов (линии 1, 2) и эксперимен-

тальных данных L1, L2 (символы) для V l
3 , м/c (a) и αg (б)

Fig. 2. Comparison of calculated results (lines 1, 2) and experimental

data L1, L2 (symbols) for V l
3 , m/s (a) and αg (b)

При небольших скоростях течения смеси наблюдаются пиковая концентрация пу-

зырьков в пристеночной области и равномерное пологое распределение концентрации

пузырьков в ядре потока при различных концентрациях газа (рис. 2, б). Аналогич-

ные результаты в эпюре распределения αg вдоль радиуса трубы подтверждаются

экспериментальными данными многих исследователей. Так, седлообразные профи-

ли газосодержания вдоль сечения трубы обнаружены экспериментально при течении

восходящего газожидкостного потока в [8–10]. В этих работах пиковое распределе-

ние объемного газосодержания в пристеночной области и равномерное в ядре потока

(называемого «скин-эффектом») получено при течении пузырьковой смеси в трубе

при Rel = 6.0 × 103 − 6.0 × 104.

Отличие степени воздействия межфазных сил на пузырьки различного размера

приводит к тому, что пузырьки с диаметром меньше исходного смещаются в при-

стеночную область. Отметим, что рассматриваемый режим течения можно характе-

ризовать как поток, в котором основная масса пузырьков движется в пристеночной

области.

На рис. 3 в сечении x3/D = 53.6 показано распределение частиц по размерам

в виде доли частиц Ni соответствующего диаметра di от общего числа пузырьков

в области потока Ns. Переход от режима L1 (рис. 3, а) к режиму L2 (рис. 3, б)

приводит к увеличению Ns = 0.62 × 106 до 1.22 × 106. Увеличение скорости потока

ведет к более интенсивному вовлечению пузырьков в турбулентные пульсационные

движения, которые сопровождаются процессами коалесценции пузырьков.
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Рис. 3. Распределение частиц по размерам для режимов течения L1, L2:

Ni/Ns для L1 (а) и L2 (б)

Fig. 3. Particle size distribution for flow regimes L1, L2: Ni/Ns for L1 (a)

and L2 (b)

На рис. 4, а показано распределение среднего объемно-поверхностного диаметра
пузырьков ds вдоль радиуса трубы для двух режимов. При малых скоростях течения
жидкости (кривая 1) наблюдается равномерное распределение среднего диаметра пу-
зырьков по сечению канала. В этом случае в единице объема находится небольшое
число пузырьков и их влияние мало, также интенсивность процессов коалесцен-
ции и дробления при этом незначительна, заметно некоторое равновесное состояние.
При этом число пузырьков, образующихся в результате слияния, примерно равно
количеству частиц, которые распались на более мелкие в результате столкновения
с другими частицами. Увеличение скорости и концентрации газовой фазы приводит
к росту ds до 4мм, что свидетельствует о преобладании интенсивности процессов
коалесценции пузырьков над их скоростью распада.

o o o o o o oo o oo
oo

o

× × × × × × × ××××××××

ds

r/r
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Рис. 4. Сравнение расчетных (линии 1, 2) и экспериментальных данных
L1, L2 (символы) для среднего диаметра пузырьков ds (а); результатов

∆P TP
F /∆PF (б): 1 — расчет, 2 — [15], 3 — [2]

Fig. 4. Comparison of calculated (lines 1, 2) and experimental data L1,
L2 (symbols) for the mean diameter of bubbles ds (a); the results of

∆P TP
F /∆PF (b): 1 — calculation, 2 — [15], 3 — [2]

На рис. 4, б представлены результаты расчета потери давления на трение в двух-

фазном потоке ∆P TP
F по отношению к потерям давления ∆PF в однофазном потоке
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при идентичных условиях. Здесь расчеты данной работы помечены линией 1, по

формуле (16) —линией 3, (19) — линией 2. Результаты расчетов потерь давления

по гомогенной модели (рис. 4, б, линия 3) дают заниженные результаты, а расчеты

по соотношениям [15] (рис. 4, б, линия 2) близки с результатами данной работы.

Увеличение трения для двухфазного потока по сравнению с однофазным подтвер-

ждаются в экспериментах [4–7]. Это объясняется возрастанием градиента скорости

в жидкости в пристенной зоне (рис. 2, a) за счет более пологой формы в централь-

ной части для двухфазного по сравнению с однофазным. Увеличение расхода газовой

фазы приводит к росту гидравлического сопротивления трения, однако, как отмече-

но в работах [4–7], с увеличением общего расхода смеси относительное давление

∆P TP
F /∆PF уменьшается. Добавление газовой фазы в турбулентный поток приводит

к возрастанию перепада давлений на трение. Это влияние возрастает с увеличени-

ем объемного газосодержания. Увеличение скорости двухфазного потока приводит к

уменьшению относительного давления на трение за счет более сильного роста тре-

ния в однофазном потоке по сравнению с пузырьковым потоком. Результаты расчетов

удовлетворительно согласуются с зависимостями из работы [15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлена эйлерова двухжидкостная модель для описания процесса перено-

са полидисперсных пузырьков в турбулентных газожидкостных потоках при значи-

тельных газосодержаниях газовой фазы. Для моделирования турбулентного потока

жидкой фазы используется модифицированная двухпараметрическая модель турбу-

лентности k−ε. Учет распределения пузырьков по размерам в газожидкостном потоке

реализуется на основе разбиения всей системы частиц на отдельные группы (фрак-

ции) с фиксированными диаметрами, для каждой из которых записывается уравне-

ние сохранения частиц с учетом процессов коалесценции и дробления пузырьков.

Наблюдается удовлетворительное согласие между результатами расчетов и измере-

ний профилей скорости и локального газосодержания по сечению трубы. Увеличение

объемного газосодержания в газожидкостном потоке приводит к возрастанию трения

на стенке по сравнению с однофазным течением. Это влияние возрастает с увеличе-

нием объемного расходного газосодержания дисперсной фазы. Увеличение скорости

двухфазного потока приводит к снижению трения на стенке за счет более силь-

ного роста трения в однофазном потоке по сравнению с многофазным. На основе

сопоставления результатов численной модели с экспериментальными данными при

течении пузырькового восходящего потока в вертикальной трубе показана примени-

мость предложенной модели для численного моделирования газожидкостных потоков

при значительных газосодержаниях дисперсной фазы.
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The Effect of Bubbles on the Structure of Flow and the Friction
in Upward Turbulent Gas–Liquid Flow
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This paper presents the computational study results of the ascending gas-liquid flow local structure in a vertical

pipe. The mathematical model is based on the use of two-fluid Eulerian approach taking into account the

inverse influence of bubbles on averaged characteristics and turbulence of the carrying phase. The equations

conservation of mass and momentum quantity of motion in the form of Navier – Stokes equations averaged

over Reynolds for each phase are written down. For turbulent stresses the relations under the assumption of

the Boussinesq hypothesis are written. Turbulent viscosity for the carrier liquid phase is determined using a

two-parameter turbulence model modified for two-phase media. In the equations for transferring the kinetic

energy of turbulence and its dissipation, additional terms for the kinetic energy, caused by pulsations of

bubbles are introduced. As the main forces, the following components are considered: Archimedes force,

resistance force, attachment force, Magnus rotational force, near-wall frictional force. To describe the bubble

size distribution in a two-phase flow, an equation for preservation of the number of particles, taking into

account the processes of coalescence and breakup is written. To solve the number of bubbles conservation

equation, an approach based on the method of fractions is applied. The particle size distribution spectrum is

divided into a number of fractions with fixed boundaries. It is assumed that bubbles can be exchanged between

different fractions as a result of coalescence and breakups. In the framework of this method, the bubble size

distribution is approximated by a piecewise equiprobable. Thus, the problem of describing the spectrum of

drops by size reduces to the solution of equations for the volume concentrations of individual fractions. The

effect of changes in the degree of dispersion of the gas phase volumetric gas flow rate, the velocity of the

dispersed phase to the local structure and surface friction in a two-phase flow are numerically investigated.

Comparison of the simulation results with experimental data showed that the developed approach allows to

adequately describe turbulent gas-liquid flows in a wide range of gas content and initial bubble sizes.

Keywords: multi-phase flow, turbulence, Euler method, pressure drop.
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Предотвращение аварийных комбинаций
событий при управлении

человеко-машинными системами

А. С. Богомолов

Богомолов Алексей Сергеевич, кандидат физико-математических на-

ук, старший научный сотрудник, Институт проблем точной механи-

ки и управления РАН, Россия, 410029, Саратов, ул. Рабочая, д. 24;

доцент кафедры математической кибернетики и компьютерных на-

ук, Саратовский национальный исследовательский государственный

университет имени Н. Г. Чернышевского, Россия, 410012, Саратов,

ул. Астраханская, д. 83, alexbogomolov@ya.ru

В работе исследуется проблема аварийных комбинаций событий. Ава-

рийной комбинацией событий называется совокупность дефектов тех-

ники, программного обеспечения и человеческих ошибок, относитель-

но неопасных по отдельности, но приводящих к аварии при возникно-

вении в определенном порядке на определенном отрезке времени.

Современные средства предупреждения могут парировать преиму-

щественно отдельные неблагоприятные воздействия, а для эффек-

тивного предотвращения критических режимов необходимо матема-

тическое обеспечение системного анализа аварийных комбинаций со-

бытий на различных интервалах времени. Задача управления предот-

вращением аварийных комбинаций событий поставлена как задача ва-

риационного исчисления на условный экстремум. Предлагается метод

решения поставленной задачи на основе анализа деревьев отказов

и путей успешного функционирования. Предлагаемый метод позво-

ляет выделять минимальные множества неблагоприятных событий,

парирование которых дает возможность снизить вероятность ава-

рийных комбинаций до безопасного уровня. Определены и доказаны

свойства путей успешного функционирования, включая точные оценки

для их количества, что позволяет ранжировать задачи по временной

сложности и повысить эффективность их решения. Разработаны эври-

стические подходы, позволяющие учитывать порядок возникновения

событий при управлении процессом предотвращения их аварийных

комбинаций. Заданные последовательности инцидентов учитываются

за счет выделения подграфов и агрегирования событий. Полученные

результаты предназначены для использования в системах поддержки

принятия решения на различных уровнях при управлении предотвра-

щением критических режимов и аварий человеко-машинных и органи-

зационных систем.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ

Исследуется проблема аварийных комбинаций событий при управлении человеко-
машинными системами. Полагаем, что события e1 и e2 находятся в аварийной ком-
бинации, если событие e1 вызывает нехватку ресурса для реакции R(e2) системы на
событие e2. Таким образом, аварийные комбинации снижают безопасность системы
за счет влияния некоторых событий на возможность парирования других событий.
В настоящей работе для решения проблемы аварийных комбинаций событий при
управлении человеко-машинными системами рассматривается задача со следующей
формальной постановкой.

Пусть Ā = {A1, . . . , An} — множество ситуаций, вызываемых аварийными комби-
нациями событий на отрезке времени [tн, tк], P (A, t) — вероятность аварии A ∈ Ā,
s(t) — состояние системы, x(t) — состояние внешней среды, u(t) — управляющие
воздействия на систему в момент времени t, s(t) ∈ S(t), x(t) ∈ X(t), u(t) ∈ U(x).

Требуется определить управляющие воздействия u(t1), . . . , u(tк) на [tн, tк], при ко-
торых справедливо

∀ t ∈ [tн, tк] ∀ x(t) ∈ X(t) ∀ i ∈ {1, . . . , n} p(Ai, t) 6 ε ; (1)
n∑

i=1

F (s(ti), x(ti), u(ti), ti) → min , (2)

где ε — заданное достаточно малое число (ограничение для вероятности аварий),
F (s(t), x(t), u(t), t) — заданная функция, определяющая затраты заданного ЛПР под-
множества ресурсов системы, и выполняются граничные условия, определяющие по-
ведение системы в начальный и конечный моменты времени:

Fн(s(tн), x(tн), u(tн), tн) = 0, Fк(s(tк), x(tк), u(tк), tк) = 0,

и ограничения
C(t) 6 Fр(s(t), x(t), u(t), t) 6 D(t),

связанные с функционированием системы соответственно ее целям и нормативам, где
Fн(s(t), x(t), u(t), t), Fк(s(t), x(t), u(t), t), C(t), D(t), Fр(s(t), x(t), u(t), t) — заданные
функции.

2. РАЗРАБОТАННОСТЬ ПРОБЛЕМАТИКИ

Для анализа влияния различных событий на функционирование сложных си-
стем используются методы общей теории систем и системного анализа, дискрет-
ной и непрерывной математики, теории вероятностей и математической статистики,
применяемые для количественного и качественного решения задач на различных
этапах жизненного цикла. Определены в стандартах и исследованы методы анали-
за логических деревьев отказов (FTA, Fault Tree Analysis) и событий (ETA, Event
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Tree Analysis), анализа видов и критичности отказов (FME(С)A, Failure Modes
Effects (and Criticality)), анализа работоспособности системы (HAZOP, Hazardand
Operability Studies) и анализа структурных схем надежности (RBD, Reliability Block
Diagram). Существующие системы предупреждения критических режимов работают
с отдельными неблагоприятными событиями без количественного и качественного
анализа их суммарного эффекта, взаимодействия с уже произошедшими событиями
и рекомендаций по предотвращению наступающих аварийных комбинаций событий.
Определенный анализ возможного совокупного эффекта разнородных неблагоприят-
ных событий осуществляется, как правило, на этапах проектирования, а системы,
действующие в процессе эксплуатации, в качестве результата анализа опасности вы-
дают значения качественных характеристик.

В исследовании нарушений функционирования человеко-машинных систем и
определении методов предупреждения таких нарушений получен широкий диапазон
значимых результатов, которые лежат как преимущественно в технической обла-
сти [1, 2], так и в области анализа человеческого фактора [3] и социотехнических
систем [4]. При этом в качестве причин, обусловливающих негативное воздействие
человека в системе, рассматриваются как физические недомогания, возникающие из-
за условий работы [5, 6], так и умышленное причинение вреда [7–9]. В области
изучения совместного действия неблагоприятных событий достаточно давно задо-
кументирован и широко исследуется «эффект домино» (Domino Effect, каскадный
эффект) [10–13], являющийся частным случаем развития рассматриваемых в насто-
ящей работе опасных комбинации событий. Для случаев пожароопасных и взрыво-
опасных производств, а также природных катаклизмов каскадные эффекты иссле-
довались методами анализа риска и вероятностными методами. Критические соче-
тания событий первоначально рассматривались преимущественно для авиационных
транспортных систем [14–18]. При этом определялась вероятность возникновения
критического сочетания в случае, если порядок событий неважен. Для этого исполь-
зовались деревья отказов, графы событий и системы линейных дифференциальных
уравнений Колмогорова –Чепмена [19, 20]. При этом под отказами понимались про-
явление дефектов техники, ошибки операторов, компьютерных программ, а также
неблагоприятные внешние события, комбинации которых приводят к инцидентам,
авариям и катастрофам. Для представления модели аварийных комбинаций событий
используются минимальные сечения деревьев отказов, характеризующих развитие
аварий из заданного множества Ā. Для каждого минимального сечения из m эле-
ментов составлялась система из 2m уравнений Колмогорова –Чепмена относительно
P0(t), . . . , P2m−1(t) — вероятностей событий, соответствующих вершинам графа собы-
тий Gm, отражающего возможные варианты последовательностей развития событий
из заданной комбинации. Для построения такой системы дифференциальных уравне-
ний должны быть известны векторы λ и µ значений интенсивности возникновения и
парирования отказов, представляемых концевыми вершинами дерева. При этом λ по-
нимались как выражение возмущающих воздействий, а мероприятия, позволяющие
обеспечить значения µ, при которых будет выполняться условие (1), понимались как
искомые управляющие воздействия u(t).

Таким образом, в основе решения обозначенной выше проблемы рассматривалась
следующая задача. Пусть известно дерево отказов, описывающее множество аварий
Ā = {A1, . . . , An}, и вектор λ интенсивности возникновения отказов E = {e1, . . . , ek},
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приводящих к авариям из Ā. Требуется найти вектор µ значений интенсивности
парирования отказов E = {e1, . . . , ek}, при котором для вероятностей аварий из мно-
жества Ā будут выполняться условия (1), (2), а также требуемые граничные и на-
чальные условия.

Следует заметить, что если при известных λ и µ вероятности аварий можно при
определенных условиях найти из решения систем уравнений Колмогорова –Чепмена,
то подходы к снижению перебора для нахождения таких векторов µ, которые при
известных значениях векторов λ приводили бы в исходной задаче к выполнению
условия (1), не были разработаны в достаточной степени. Без таких методов реше-
ние задачи является затруднительным, так как показано, что для мощности N(T )
множества минимальных сечений дерева T справедливы точные оценки

|Or(T )| + 1 6 |N(T )| 6
∏

d∈Or(T )

|deg (d)| ,

где Or(T ) — множество вершин дерева T , связанных с оператором дизъюнкции,
deg(d) — множество вершин, входящих в вершину d дерева T . Это означает, что
количество уравнений Колмогорова –Чепмена может быть достаточно велико уже
для одной аварии. В случае большой мощности множества аварий Ā переборный
поиск одного вектора µ, доставляющего условие (1) для всех минимальных сечений,
еще менее продуктивен.

Для преодоления указанных ограничений предлагается следующий подход, позво-
ляющий выделять минимальные множества событий для предотвращения заданных
аварийных комбинаций с учетом того значения, которое имеет порядок возникающих
событий.

3. ПРЕДЛАГАЕМЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ

Предлагаемый подход основывается на использовании путей успешного функцио-
нирования (ПУФ) дерева T , множество которых M(T ) находится по тем же алгорит-
мам, что и множество минимальных сечений N(T ), применяемым к инвертированно-
му дереву. ПУФ представляют собой минимальные подмножества E = {e1, . . . , ek},
каждый из которых пересекается со всеми минимальными сечениями дерева T . ПУФ
считается реализованным, если все события, входящие в него, не произошли. Со-
ответственно, если ПУФ реализуется, то минимальные сечения реализоваться не
могут.

Показано, что количество ПУФ подчиняется точной оценке

|And(T )| + 1 6 |M(T )| 6
∏

d∈And(T )

|deg (d)| ,

где And(T ) — множество вершин дерева T , связанных с оператором конъюнкции.
Предлагается в упомянутой выше задаче искать вектор µ′ интенсивностей пари-

рования событий из некоторого ПУФ E ′ ⊆ E = {e1, . . . , ek} такой, что вероятность
реализации этого ПУФ будет

∀ t ∈ [tн, tк] ∀ x(t) ∈ X(t) p(E ′, t) > 1 − ε , (3)

где ε — заданное достаточно малое число из (1).
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В силу несовместимости реализации минимальных сечений и ПУФ условие (3)
предполагается заменой для условия (1). Эта замена, с одной стороны, позволяет
рассматривать в случае каждого отдельно взятого ПУФ только одну систему диффе-
ренциальных уравнений Колмогорова –Чепмена. С другой стороны, множество ПУФ
доставляет совокупность вариантов, каждый из которых потенциально может быть
использован для решения задачи и нахождения необходимых значений µ′. Выбор
конкретного варианта ПУФ связан с требованием (2), а также граничными и началь-
ными условиями задачи. При выборе ПУФ следует учитывать, что ни один ПУФ не
пересекается одновременно со всеми остальными ПУФ и ни один ПУФ дерева T не
совпадает ни с одним минимальным сечением дерева T , если дерево нетривиально.
Выбор ПУФ для решения задачи упрощается также за счет использования операции
сокращения числа элементов в ПУФ.

Использование сокращенных ПУФ

Наблюдение, на котором основана предлагаемая эвристика, заключается в том,
что не всегда требуется предотвратить реализацию всех минимальных сечений де-
рева T . На практике в ряде случаев требуется противодействовать реализации неко-
торого подмножества N ′ ⊆ N(T ) множества минимальных сечений. В этом случае
использовать ПУФ полностью не требуется и показано, что для любого множества
подмножества N ′ ⊆ N(T ) множества минимальных сечений дерева T справедливы
следующие утверждения:

1) если E0 ∈ M(T ), то множество E ′
0 =

⋃
B∈N ′

B ∩ E0 является ПУФ для предупре-

ждения реализации сечений из N ′, B — элементы множества N ′;

2) если E ′ — ПУФ для N ′, то E ′ ⊆ E0, где E0 — некоторый ПУФ для исходного
дерева T .

Таким образом, для заданного подмножества минимальных сечений N ′ ⊆ N(T )
по указанной выше формуле для E ′

0 можно получить все варианты ПУФ, которые
представляют собой усеченные варианты ПУФ из M(T ). Так как для реализации
усеченных вариантов при тех же ограничениях требуется меньше ресурсов, чем для
реализации полных ПУФ, приведенные результаты позволяют расширить возможно-
сти для решения задачи для различных подмножеств N(T ).

Ниже предлагаются эвристические методы, позволяющие учесть порядок собы-
тий в аварийных комбинациях и снизить количество решаемых систем уравнений
Колмогорова –Чепмена.

4. ЭВРИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ДЛЯ УЧЕТА ПОРЯДКА СОБЫТИЙ В АВАРИЙНЫХ
КОМБИНАЦИЯХ

При нахождении вероятностей реализации минимальных сечений из m элемен-
тов традиционно решаются системы из 2m уравнений Колмогорова –Чепмена. При
решении этих систем порядок событий в минимальном сечении не учитывается, что
может не согласовываться с практикой: не все m! последовательностей из событий
e1, . . . , em обычно являются аварийной комбинацией. Вычисляемая в результате ре-
шения этих систем вероятность без учета порядка больше вероятности комбинаций
в определенных порядках. Заметим, что если вычисляемые вероятности мажориру-
ются заданным ε как в условии (1), то и вероятности комбинаций в определенных
порядках также подпадают под это условие.
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Однако иногда порядок наступления событий в аварийной комбинации более ва-
жен. Например, к пожару обычно приводит ситуация, когда сначала выходит из
строя противопожарное средство, а уже затем происходит возгорание, а не наоборот.
Для таких случаев имеет смысл разрабатывать подходы, позволяющие определять
вероятность наступления событий в заданном (полностью или частично) порядке.

Ниже предлагается концепция эвристических методов, позволяющих учитывать
порядок событий и вместе с тем сокращать количество дифференциальных урав-
нений, решаемых для определения вероятностей развития аварийных комбинаций
событий.

Агрегирование событий

Пусть требуется найти вероятность реализации набора событий e1, . . . , em, ко-
торые составляют минимальное сечение или ПУФ. При этом известно, что события
e1, . . . , em′ для некоторого m′ < m должны произойти до событий em′+1, . . . , em. Такая
ситуация может иметь место в случае, если порядок событий в аварийной комбина-
ции важен. Например, именно события e1, . . . , em′ приводят к невозможности пари-
рования событий em′+1, . . . , em и, таким образом, весь набор составляет аварийную
комбинацию.

Для решения системы Колмогорова –Чепмена требуются начальные условия, а
также интенсивности возникновения λ1, . . . , λm и парирования µ1, . . . , µm событий
e1, . . . , em.

Рассмотрим два события ē1, ē2, которые получаются объединением событий

e1, . . . , em : ē1 = e1, . . . , em′ , ē2 = em′+1, . . . , em .

Задачу нахождения вероятности комбинации событий e1, . . . , em представим как
задачу нахождения вероятности комбинации двух событий ē1, ē2. Вероятности ē1,
ē2 можно определить отдельно как вероятности комбинации событий e1, . . . , em′ и
em′ , . . . , em путем решения систем Колмогорова –Чепмена из 2m′

+ 2m−m′

+ 4 урав-
нений соответственно, а вероятность комбинации событий ē1, ē2 — путем решения
системы из четырех аналогичных уравнений. Общее количество решаемых уравне-
ний, таким образом, будет равно 2m′

+ 2m−m′

+ 4, что при росте m существенно
меньше 2m, и, кроме того, при небольших значениях m′ соответствующей системы
дифференциальных уравнений могут решаться аналитически.

Ограничением описанного подхода является первенство событий e1, . . . , em′ и то,
что после решения систем Колмогорова –Чепмена, в которых будут найдены вероят-
ности событий ē1 и ē2, нужно будет установить частоты их возникновения и пари-
рования в виде постоянных величин λ̄1, λ̄2, µ̄1, µ̄2, а также начальные условия для
решения системы из четырех уравнений для определения вероятности наступления
комбинации событий ē1, ē2. Сделать это можно, используя эвристические сообра-
жения, связанные с начальными условиями для исходной системы и поведением
найденных вероятностей Pē1

(t), Pē2
(t). Например, если эти вероятности достаточно

мало меняются на исследуемых отрезках, полагать их практически постоянными при
некоторых условиях.

Учет заданного порядка событий

Пусть требуется определить вероятность аварийной комбинации, в которой собы-
тия идут в заданном порядке e1, . . . , em. В этом случае из графа событий предлагает-
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ся высечь только один путь, соответствующий заданной последовательности разви-
тия событий, и уравнения Колмогорова –Чепмена строятся только для вероятностей
событий P0(t), Pe1

(t), Pe1,e2
(t), . . . , Pe1,e2,...,em

(t) соответственно в количестве m + 1.
Это количество существенно меньше 2m, что снижает количество дифференциаль-
ных уравнений в системе. Ограничение данного подхода заключается в том, что
требуется определить условия для выполнения эвристик, касающихся вероятностей
возникновения событий e1, . . . , em в прочих порядках, отличных от заданного.

При соблюдении условий, допускающих применение предлагаемых эвристических
методов, эти методы могут комбинироваться (в том числе применяясь неоднократно)
и существенно снижать сложность вычисления вероятностей развития аварийных
комбинаций событий в случаях, когда задан порядок или несколько его вариантов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предлагается метод определения управляющих воздействий по предотвращению
аварийных комбинаций событий в человеко-машинных системах. В предлагаемом
подходе используются пути успешного функционирования системы, позволяющие
определять минимальные множества событий для предотвращения аварийных ком-
бинаций. Предлагаются эвристические методы, позволяющие учесть порядок собы-
тий в аварийной комбинации и снизить количество дифференциальных уравнений,
решаемых для определения вероятностей развития аварийных комбинаций событий.
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In the work the problem of accidental combinations of events is investigated. An accidental combination of

events is a set of defects in equipment, software and human errors, relatively non-dangerous separately but

leading to an accident when they occur in a certain order at a certain time interval. Modern warning tools

can parry mainly individual adverse effects and to effectively prevent critical modes it is necessary to provide

mathematical analysis of systems for accidental combinations of events at different time intervals. The task of

managing the prevention of accidental combinations of events is set as the task of the variational calculus on

the conditional extremum. A method for solving the problem based on the analysis of failure trees and ways of

successful operation is proposed. The given method allows selecting the minimum set of adverse events, the

parrying of which makes it possible to reduce the likelihood of emergency combinations to a safe level. The

properties of the paths of successful functioning were determined and proved including accurate estimates

for their number which allows ranking tasks by time complexity and increasing the efficiency of their solution.

Heuristic approaches were developed which allow to take into account the order of occurrence of events when

managing the process of preventing their emergency combinations. The specified sequence of incidents are

taken into account by allocating graphs and event aggregation. The obtained results are intended for use in

decision support systems at various levels in managing the prevention of critical conditions and accidents of

human-machine and organizational systems.

Keywords: combination of events, human-machine system, tree of failures, probability of an accident, way of

successful functioning, order of events.
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При оценке качества линейных систем широко используются прямые показатели качества, к кото-

рым относятся: время регулирования, перерегулирование, декремент затухания. Наряду с прямыми

показателями используются косвенные оценки качества. Для нелинейных систем одним из таких по-

казателей качества является степень устойчивости или, иначе, мера быстродействия. Как показано в

ряде работ, исследование свойств нелинейных систем в этом случае сводится к анализу абсолютной

устойчивости процессов. В данной работе рассматривается структурное представление нестационар-

ной линеаризованной системы, которое позволяет более наглядно показать постановочную часть

задачи и обосновать переход к системе с обобщенной нелинейностью. Нестационарная параметриче-

ская характеристика, обусловленная множительным звеном, может находиться в четырех квадрантах.

Однако для большинства практических задач характеристика множительного звена может быть пред-

ставлена как двухквадрантная, поскольку одна из переменных, характеризующая текущее значение

параметра, выступает как положительная величина. Основные особенности структурной схемы свя-

заны с тем, что изменение коэффициента ∆k эквивалентно возмущающему воздействию ∆kx0,

вызванному начальными условиями. Нестационарные свойства сопряженного контура являются ос-

новной причиной свободного процесса, который характеризует переход от некоторого начального

состояния к устойчивому состоянию равновесия. Начальные условия определены исходным контуром

и эквивалентны входному воздействию. Таким образом, система с множительным звеном в общем слу-

чае может быть представлена как система с обобщенной нелинейностью. Исследование производится

в плоскости обратной частотной характеристики, что позволяет упростить задачу анализа систем с

двухмерной нелинейностью множительных звеньев. В качестве практического приложения рассмот-

рен алгоритм расчета и анализа частотных характеристик с целью графического их представления и

определения областей устойчивости.

Ключевые слова: двухмерная нелинейность множительных звеньев, степень устойчивости, круговой

критерий, обратная частотная характеристика.
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ВВЕДЕНИЕ

При оценке качества линейных систем широко используются прямые показатели
качества, к которым относятся: время регулирования, перерегулирование, декремент
затухания. Наряду с прямыми показателями используются косвенные оценки каче-
ства. Для нелинейных систем одним из таких показателей качества является степень
устойчивости или, иначе, мера быстродействия.

Как показано в работах [1, 2], исследование свойств нелинейных систем в этом
случае сводится к анализу абсолютной устойчивости процессов. Основополагающей

c© Иванов В. М., 2019
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работой в этом направлении была статья А. И. Лурье и В. Н. Постникова [3], в кото-
рой с помощью функций Ляпунова отыскивались условия устойчивости равновесия.
В дальнейшем решение данной задачи получило развитие в работах [4–9].

В начале 1960-х гг. румынским ученым В. М. Поповым было получено анали-
тическое условие абсолютной устойчивости для нелинейных систем и дана его гео-
метрическая интерпретация [10, 11]. На основании этого критерия можно судить об
абсолютной устойчивости по модифицированной частотной характеристике линейной
части. Работы В. М. Попова значительно упростили исследование абсолютной устой-
чивости нелинейных систем и сделали его наглядным [12]. Частотные характеристи-
ки в инженерной практике широко используются как для анализа, так и синтеза
динамических систем. Однако процесс построения частотных характеристик явля-
ется трудоемким и, несмотря на существование современных программных пакетов,
используемых для научных и инженерных вычислений [13, 14], требует разработки
дополнительных алгоритмов применительно к нелинейным системам.

В данной работе рассматривается структурное представление нестационарной ли-
неаризованной системы, которое позволяет более наглядно представить постановоч-
ную часть задачи и обосновать переход к системе с обобщенной нелинейностью.
Исследование производится в плоскости обратной частотной характеристики [15],
что позволяет упростить задачу анализа систем, нелинейность которых обусловлена
двухмерной нелинейностью множительных звеньев. В качестве практического при-
ложения рассмотрен алгоритм расчета и анализа частотных характеристик с целью
графического их представления и определения областей устойчивости.

1. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ

В наиболее общем случае нестационарная параметрическая характеристика, обу-
словленная множительным звеном (МЗ), может находиться в четырех квадрантах,
однако для большинства практических задач характеристика МЗ может быть пред-
ставлена как двухквадрантная, поскольку одна из величин, характеризующая теку-
щее значение параметра, представляет собой положительную величину. Это позволя-
ет свести задачу анализа к исследованию систем с нестационарной нелинейностью
y = Φ(x, t), характеристика которой не выходит из заданного сектора [0, k] или
[k1, k2], образованного прямолинейными лучами y = k1x и y = k2x, т. е. удовлетво-
ряющая условиям

0 6
Φ(x, t)

x
6 k или k1 6

Φ(x, t)

x
6 k2.

f t( ) x t( ) y t( ) W t( ) z t( )

f p( ) x p( ) y p( ) W p( ) z p( )

k t( )

F( )x,t

Рис. 1. Структурная схема системы управления
с множительным звеном

Fig. 1. Structural diagram of a control system with
a multiplier link

Рассмотрим систему, где объ-
ект управления обозначен переда-
точной функцией W (p), а нели-
нейность определена нестационар-
ной характеристикой множительного
звена (рис. 1).

Один из методов, используемых
при исследовании нелинейных си-
стем, основан на их линеаризации.
Линеаризацию можно производить
по звеньям. При этом функцию двух
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переменных F (x, y) в некоторой окрестности точки M(x0, y0) можно разложить в ряд
Тейлора

F (x, y) = F0(x, y) + F1(x, y) + F2(x, y) + F3(x, y) + ...,

где F0(x, y) = F (x0, y0);

F1(x, y) = F ′
x(x, y)∆x +

1

2!
F ′′

xx(x, y)∆x2 +
1

3!
F ′′′

xxx(x, y)∆x3 + ...;

F2(x, y) = F ′
y(x, y)∆y +

1

2!
F ′′

yy(x, y)∆y2 +
1

3!
F ′′′

yyy(x, y)∆y3 + ...;

F3(x, y) = F ′′
xy(x, y)∆x∆y +

1

2!
F ′′′

xxy(x, y)∆x2∆y +
1

2!
F ′′′

xyy(x, y)∆x∆y2 + ....

Для множительного звена Φ(x, t) = y = kx обозначим отклонения входных и
выходных величин: ∆x = x − x0, ∆k = k − k0, ∆y = y − y0.

Тогда, полагая равными нулю частные производные выше первого порядка и сме-
шенные производные выше второго порядка, получим

y0 + ∆y = k0x0 + ∆kx0 + ∆xk0 + ∆x∆k.

f p( )

Dk W p( )

Dz p( )

k

W p( )
z p( ) z p( )x y

0
k0

0

Dy

0

0

Рис. 2. Структурная схема линеаризованной системы
Fig. 2. Structural diagram of a linearized system

Структурная схема в виде
двух взаимосвязанных подси-
стем показана на рис. 2. Здесь
в качестве исходного принят
контур, характеризующий на-
чальные условия x0, y0, z0.
Сопряженный контур, харак-
теризующий приращение вы-
ходной координаты ∆z, сфор-
мирован из условия измене-
ния ∆k в момент времени
t = t0 > 0. Изменение входного сигнала f(t) к этому моменту закончено, и мож-
но считать приращение ∆x = −∆z.

Основные особенности структурной схемы связаны с тем, что изменение коэффи-
циента ∆k эквивалентно возмущающему воздействию ∆kx0, вызванному начальны-
ми условиями. Нестационарные свойства сопряженного контура являются основной
причиной свободного процесса, который характеризует переход от некоторого на-
чального состояния к устойчивому состоянию равновесия. Начальные условия опре-

f p( ) x p( )
W p( )

z p( )
F( )x,t

k0 k0

n

Рис. 3. Структурная схема преобразованной нелиней-

ной системы

Fig. 3. Structural diagram of the transformed nonlinear

system

делены исходным контуром и
эквивалентны входному воз-
действию

fn(p) =
f(p)

1 + k0W (p)
.

С учетом этого, структур-
ную схему (см. рис. 2) можно
представить в виде преобра-
зованной нелинейной систе-
мы (рис. 3), где коэффициен-
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ты k0 не оказывают влияния на основную обратную связь. Таким образом, система
с множительным звеном в общем случае может быть представлена как система с
обобщенной нелинейностью.

Передаточная функция преобразованной линейной части будет равна

Wn(p) =
W (p)

1 + k0W (p)
.

Приращение ∆k(t) соответствует характеристике преобразованного нелинейного эле-
мента

Φn(x, t) = k0 − Φ(x, t).

Так как эквивалентные преобразования не изменяют свойств системы, то преоб-
разованная и исходная система (см. рис. 1) имеют одни и те же свойства и, следова-
тельно, тождественны друг другу. В случае абсолютно устойчивой исходной системы
преобразованная система также будет устойчива.

2. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА ПО МЕРЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ

Одной из оценок свободного процесса в нелинейных системах является степень
устойчивости или, иначе, мера быстродействия. Под степенью устойчивости понима-
ется абсолютное значение вещественной части ближайшего к мнимой оси корня [16]

ξ0 = min
v

|Re pv| .

Величина ξ0 определяет наибольшую постоянную времени системы и косвенно
характеризует наибольшее быстродействие.

При рассмотрении свободных процессов [17], вызываемых убывающими воздей-
ствиями, временная характеристика линейной части преобразованной системы равна

w1(t) = w(t)eξ0t.

С учетом этого частотная характеристика линейной части преобразованной нели-
нейной системы может быть представлена в виде смещенной частотной характери-
стики

W1(jω) =

∞∫

0

w1(t)e
−jωtdt =

∞∫

0

w(t)e−(jω−ξ0)tdt = W (jω − ξ0).

Для систем с неустойчивой или нейтральной линейной частью достаточные усло-
вия [17, 18], при выполнении которых процессы в нелинейной системе абсолютно
устойчивы и все отклонения будут иметь степень устойчивости ξ = ξ0 не меньше
заданной, имеют следующий вид:

Re(1 + qjω)
W (jω − ξ0)

1 + rW (jω − ξ0)
+

1

k − r
> 0;

r < Φ(x) < k − r.

Критерий Попова обобщается также на системы с нестационарной нелинейно-
стью, где для абсолютной устойчивости процесса, вызванного ограниченным воз-
действием, достаточно, чтобы смещенная частотная характеристика удовлетворяла
условиям

Re
W (jω − ξ0)

1 + rW (jω − ξ0)
+

1

k − r
> 0 (1)
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для всех 0 6 ω 6 ∞ при соответствующих ограничениях r < dΦ(x, t)/dx < k,
наложенных на нелинейный элемент.

Как следует из формулировки критерия, никаких ограничений на характер из-
менения коэффициента во времени не накладывается, кроме ограничений на его
максимальное и минимальное значения.

В случае использования обратной смещенной частотной характеристики усло-
вие (1) можно записать в виде

Re
1

1
W (jω−ξ0)

+ r
+

1

k − r
> 0. (2)

Представим обратную частотную характеристику линейной части в виде

1

W (jω − ξ0)
= P (ω, ξ0) + jQ(ω, ξ0),

где P (ω, ξ0) = Re[1/W (jω − ξ0)], Q(ω, ξ0) = Im[1/W (jω − ξ0)].
Тогда после подстановки 1/W (jω) в неравенство (2) получим

Re
1

P (ω, ξ0) + r + jQ(ω, ξ0)
+

1

k − r
> 0

или

Re
P (ω, ξ0) + r − jQ(ω, ξ0)

(P (ω, ξ0) + r)2 + Q2(ω, ξ0)
+

1

k − r
> 0.

Выделяя действительную часть и производя тождественные преобразования, по-
лучим

P 2(ω, ξ0) + (k + r)P (ω, ξ0) + Q2(ω, ξ0) + kr > 0.

Прибавим в правую и левую части равенства члены (k+r)2

4
, тогда уравнение

(P (ω, ξ0) +
k + r

2
)2 + Q2(ω, ξ0) =

(k + r)2

4

на плоскости обычной обратной частотной характеристики 1/W (jω) определит
окружность с центром на действительной оси и пересекающую последнюю в точ-
ках −r, −k. Координата центра окружности определяется точкой −k+r

2
, а ее радиус

величиной R = k−r
2
. При этом для выполнения условий абсолютной устойчивости

процессов достаточно, чтобы смещенная частотная характеристика 1/W (jω − ξ0) не
пересекала (k, r) — окружность.

Следует отметить, что аналитические методы исследования абсолютной устойчи-
вости процессов в нелинейных системах имеют определенные ограничения, так как
распространяются на системы с невозрастающей амплитудно-частотной характери-
стикой. При этом данные условия выполняются в системах с передаточной функцией
линейной части

W (p) =
Klp

p
n∏

i=2

(1 + Tip)
,

где n — порядок системы, Klp — коэффициент передачи линейной части системы.
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Пример. Оценим быстродействие (степень устойчивости) системы как системы с
переменным коэффициентом усиления k(t), передаточная функция линейной части
которой равна

W (p) =
k

T1p[T2p(T3p + 1) + 1]
,

где T1 = 2T2, T2 = 2T3, T3 = 0, 04, K = 1.
Смещенная частотная характеристика линейной части, полученная заменой p на

(jω − ξ0), запишется так:

W (jω − δ) =
K

T1(jω − ξ0){T2(jω − ξ0)[T3(jω − ξ0) + 1] + 1} .

Обратные смещенные частотные характеристики

1

W (jω − ξ0)
= T1T2T3(3ω

2 − ξ2
0)ξ0 + T1T2(ξ

2
0 − ω2) − T1ξ0+

+j[T1T2T3(3ξ
2
0 − ω2) + 2T1T2ωξ0 + T1ω] =

= 0, 000512(3ω2 − ξ2
0)δ0 + 0, 0128(ξ2

0 − ω2) − 0, 16ξ0+

+j[0, 000512(3ξ2
0 − ω2)ω − 0, 0256ωξ0 + 0, 16ω].

Графические и программные возможности системы MATLAB позволяют произ-
водить промежуточный анализ матричных данных и находить взаимосвязанные ре-
шения при их построении. Алгоритм расчета и вывода графической информации
включает в себя следующие основные шаги:

– для заданного интервала изменения частоты w от 0 до 20 с шагом 0.1 произ-
водят расчет векторов (p — действительной и q — мнимой части) смещенной на e

частотной характеристики;
– по ряду точек строят график параметрической функции (q от p);
– для области графика, соответствующего выпуклому множеству, определяют

вектор r радиусов из условий определения вписанной окружности;
– анализируют вектор радиусов на максимум, определяют центр окружности и

производят вывод окружности на график.
Ниже представлена программа и графики функции (рис. 4) с областями устойчи-

вости.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 -6

-2

-1

-1.5

-0.5

0

0.5

1

1.5 Q

P

Рис. 4. Смещенные частотные характеристики и
их области абсолютной устойчивости

Fig. 4. Displaced frequency characteristics and their
areas of absolute stability

function graphic
w=[0:0.1:20]; % угловая частота
for e=0:0.5:2 % степень устойчивости
p1=0.000512*(3*e.*w.̂2-e.̂3)
p2=0.0128*(e.̂2-w.̂2)
p3=-0.16*e
p=p1+p2+p3 % действительная часть
q1=0.000512*(3*e.̂2*w-w.̂3)
q2=-0.0256*e.*w q3=0.16*w
q=q1+q2+q3 % мнимая часть
hold on
plot(p,q) % вывод графика кривой
% D-разбиения
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grid on % определение максимального радиуса вписанной окружности
k=1
while (q(k)>=0) % для внутренней области D-разбиения
ds(k)=q(k)+p(k)
if (ds(k)<=0) % если окружность вписывается,
r(k)=q(k) % то загружаем радиус
d(k)=p(k) % и его центр
else
r(k)=0
d(k)=−1
end
k=k+1;
end
[rm,m]=max(r) % выборка максимального радиуса
dm=d(m) % и его центра
t=[0:0.01:2*pi]; % круговая интерполяция
x1=-rm.*(1−sin(t))
x1=x1+(dm+rm) % смещение по действительной оси
y1=rm.*cos(t)
hold on
plot(x1,y1,’R’) % вывод вписанной окружности
r=0
d=0
end
end

rg

P

jQ

Рис. 5. Смещенные частот-
ные характеристики и обла-
сти устойчивости для объек-
та управления, представлен-
ного интегрирующим звеном

Fig. 5. Offset frequency cha-
racteristics and areas of stabi-
lity for the control object re-
presented by the integrating

element

Окружности, касательные к частотным характе-
ристикам, определяют критические значения kg и
rg коэффициентов передачи, соответствующие обла-
стям абсолютной устойчивости состояния равновесия,
внутри которых система имеет степень устойчивости,
не менее заданной ξ0. Откуда следует, что при увели-
чении меры быстродействия ξ0 соответствующие обла-
сти абсолютной устойчивости сужаются. Кривая D —
разбиения по коэффициенту усиления — представля-
ет собой отрицательную обратную частотную харак-
теристику, что позволяет довольно легко сопоставить
области устойчивости по линейному частотному кри-
терию.

Представленный метод анализа применим и для
системы с передаточной функцией W (p) =

Klp

p
, т. е.

для случая n = 1.
Данный вариант, связанный с построением сме-

щенных частотных характеристик для интегрирующе-
го звена (рис. 5), можно интерпретировать следую-
щим образом:

1) области абсолютной устойчивости исходной си-
стемы (см. рис. 1) соответствуют окружностям бесконечного радиуса;
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2) для обеспечения быстродействия не меньше заданного минимальный коэффи-
циент множительного звена k0min должен выбираться из условия rg = ξ0 = |Re p1|,
что соответствует значению k0min = ξ0/Klp для всех ξ0 > 0.

Таким образом, использование кругового критерия в данном случае с учетом сек-
торальных ограничений на характеристики множительного звена не противоречит
условиям абсолютной устойчивости интегрирующего звена, охваченного отрицатель-
ной обратной связью.
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Direct quality parameters, such as time of regulation, overshoot, damping decrement are widely used for

estimation of linear systems quality. Alongside with direct parameters indirect estimations of quality are used.

One of such quality parameters for nonlinear systems is the degree of stability or response speed. A number

of research studies show that properties of nonlinear systems investigation is reduced to the analysis of

absolute stability of processes. The study considers structural representation of non-stationary linearized

system, which allows to present additional evidence the statement of problem and to prove transition to the

system with the generalized non-linearity. In general, the non-stationary parametrical characteristic caused by

a multiplying part, can be present in four quadrants. However, in most practical problems the characteristic of

the multiplying part can be presented as two quadrants, because one of the variables, describing the current

value of the parameter is represented by a positive value. The basic features of the block diagram are defined

by the fact that a change of ∆k factor is equivalent to ∆kx0 revolting influence caused by entry conditions.

Non-stationary properties of the interfaced contour define the free process characterized by transition from

the initial state to a steady status of the balance. Entry conditions are defined by an initial contour and are

equivalent to the input impact. Thus, the system with a multiplying part can be generally presented as a

system with the generalized non-linearity. We studied return the frequency characteristic plane that allows to

simplify analytical problems of the systems with two-dimensional non-linearity of multiplying parts. Practical

applications demonstrate the algorithm of calculation and analysis of the frequency characteristics for the

purpose of their graphic representation and definition of stability.

Keywords: two-dimensional nonlinearity of multipliers, degree of stability, circular criterion, return frequency

characteristic.

Received: 05.09.2018 / Accepted: 09.02.2019 / Published online: 28.05.2019

References

1. Naumov B. N., Tsypkin Ya. Z. Frequency criterion for process absolute stability in non-
linear automatic control system. Avtomat. i Telemekh. [Automation and Remote Control],
1964, vol. 25, iss. 6, pp. 852–867 (in Russian).

2. Naumov B. N. An investigation of absolute stability of the equilibrium state in nonlin-
ear automatic control systems by means of logarithmic frequency characteristics. Autom.

Remote Control, 1965, vol. 26, iss. 4, pp. 593–601.

3. Lur’e A. I., Postnikov V. N. K teorii ustoichivosti reguliruemykh sistem [To the theory of
stability of adjustable systems]. Prikladnaya matematika i mekhanika [Journal of Applied
Mathematics and Mechanics], 1944, vol. 8, no. 3, pp. 246–248 (in Russian).

4. Letov A. M. Ustoichivost’ nelineinykh reguliruemykh system [Stability of nonlinear ad-
justable systems]. Moscow, Gosenergoizdat, 1955. 312 p. (in Russian).

5. Ajzerman M. A., Gantmaher F. R. Absolyutnaya ustoichivost’ reguliruemykh system

[Absolute stability of adjustable systems]. Moscow, Izd-vo AN SSSR, 1963. 140 p. (in
Russian).

6. Megretski A., Rantzer A. System analysis via integral quadratic constraints. IEEE Trans.

Automat. Contr. 1997, vol. 42, no. 6, pp. 819–830. DOI: https://doi.org/10.1109/9.587335

Информатика 215



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2019. Т. 19, вып. 2
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The research proposes an approach to solving the problem of selecting layered nanocomposite components

with given electrical properties. The known methods for modeling the nanocomposites electrical characteristics

are based on a preliminary analysis of such characteristics as the dielectric constant and electrical conductivity

of the materials that make up a nanocomposite. The study proposes an algorithm for the selection of

components of a layered nanocomposite using a genetic algorithm. Mathematical modeling of nanocomposite

electrical properties is carried out using an effective medium model. We consider composite materials based

on nanoporous silicon and partially oxidized porous silicon as an example. We have analyzed the frequency

dependences of the dielectric constant and nanocomposite electrical conductivity when interacting with

electromagnetic radiation. We have also studied efficiency of the proposed method depending on the rate of

convergence and various parameters (mutation coefficient, population size, etc.). We developed a software

package for modeling the electrical properties of a nanocomposite using a genetic algorithm. The results of

the research can reduce the time and cost of creating new functional materials.

Keywords: genetic algorithm, mathematical modeling, layered nanocomposite, software package, effective

medium model.
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Fig. 1. Structure of layered nanocomposite

Layered nanocomposites are promising
materials that are used in applied science
(aircraft industry, astronautics, microelec-
tronics, radar, etc.). Recent studies [1–3]
show high potential for the development of
design and prediction methods for nanocom-
posites with specified electrical properties.
Works [4,5] present the problem of nanocom-
posite electrical properties modeling using
the effective medium model (Fig. 1), the
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essence of which is that a heterogeneous medium is considered as homogeneous with the
same level of polarization. Such model has been proved in numerous experiments [6,7],
however, it has several limitations, for example, the wavelength of external radiation
must be an order of magnitude larger than the dimensions of the inhomogeneities that
make up the nanocomposite medium. In addition, with an increase in the number of
components that make up a nanocomposite, the number of model parameters increases,
which is reduced to solving polynomial equations of higher orders. When using algo-
rithms for sequential search for roots, we can observe high computational error. Methods
of simultaneous search for roots (the Abert –Erlich method [8] and the Duran –Kerner
method [9]) solve this problem, however, the computation time increases, which is an
important factor when conducting express analysis and observing lack of access to high-
performance computing systems. In some cases, to simulate nanocomposites electrical
properties we can use the method of equivalent circuits, where the nanocomposite com-
ponents are represented as electrical equivalents [10]. The essence of the method lies in
the possibility of using the theory of electrical circuits methods, where the task is partly
solved at the stage of its formulation. In works [11,12] electrical properties were modeled
using quantum mechanical methods of calculation (for example, Agranovich –Ginsburg,
Kudo –Greenwood methods), which provide the most accurate results, but also require
more computational power compared to other methods of modeling.

Today, researchers in the field of mathematical modeling of nanocomposites use
specialized software systems, such as Gaussian, Abinit, GAMESS, SIESTA, and others.
As a rule, the indicated modeling methods and their toolsets are aimed at solving the
problem of direct determination of property of the resulting nanocomposite. One of
the urgent tasks is the selection of nanocomposite material composition that satisfies
a number of properties, for example, the dielectric constant, electrical conductivity,
etc., depending on the frequency of external electromagnetic field, which is an inverse
problem. Automating the process of finding the optimal composition of a nanocomposite
is an important area at the crossroads of information technologies and materials science
[13], which allows reducing the time and cost of designing and creating new materials
with desired properties.

In the present study, the search for nanocomposite components with the required
properties is implemented using a genetic algorithm [14], which is heuristic.

1. MATHEMATICAL MODEL OF A LAYERED NANOCOMPOSITE

A layered nanocomposite consisting of two different materials is the object of the
present study (Fig. 1). The nanocomposite is described by the following parameters: ε
is the complex dielectric constant; σ is electrical conductivity; d is the width of the
block entering into the plane-parallel layer, consisting of 2 material types (a grey block
and a white block, respectively; n is the layer number (the index corresponds to ordinal
numbering); a, b, c are the length, width and height of the nanocomposite. The values
ε and σ are parameters that depend on the composition of the nanocomposite and the
wavelength of the incident radiation λ. The alternation of blocks, which correspond to
certain msterials and constitute the nanocomposites, occurs as the layer number grows.
The values of the parameters d, a, b, c can be controlled.

An effective medium model is proposed to be used as a simulation for the dielectric
constant and electrical conductivity of the research object, since we consider a com-
posite medium with parameters for which the use of this theory is permissible within
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the framework of the study. We view the layers including blocks of 5 to 40 nm width.
The wavelength of electromagnetic radiation is an order of magnitude larger than the
block sizes (from 400 to 1000 nm). In this research an anisotropic medium is inves-
tigated, radiation propagates perpendicular to the layers, therefore, the corresponding
pixel permittivity will appear as the tensor:

εeffij
=




εeffxx
0 0

0 εeffyy
0

0 0 εeffzz


 = f (εij1 , εij2 , ∆) ,

where εij1, εij2 is dielectric constant tensor of the blocks of 1st and 2nd material types,
respectively. For the components of the tensor εeffxx

, εeffyy
:

εeff =

∑n
k=1 εijk

∆k∑n
k=1 ∆k

for εeffzz
:

εeff =

(∑n
k=1 ε−1

ijk∆k∑n
k=1 ∆k

)−1

,

i.e. for the investigated nanocomposite that consists of 2 materials:

εeffxx
=

εxx1∆1
+ εxx1∆2

∆1 + ∆2

, εeffyy
=

εyy1∆1
+ εyy1∆2

∆1 + ∆2

, εeffzz
=

(
ε−1

zz1
∆1 + ε−1

zz2
∆2

∆1 + ∆2

)−1

.

The nanocomposite conductivity tensor will have the form:

σeffij
=




σeffxx
0 0

0 σeffyy
0

0 0 σeffzz


 = f (σij1 , σij2 , ∆) ,

where σij1 is the conductivity tensor of the blocks of the 1st and 2nd material types,
respectively. The effective conductivity is found from the basic macroscopic equations
rotE = 0, div j = 0 and Ohm’s law: j = σE. When substituting averaged magni-

tude
〈∫ ¤

Vi
E dV

〉
i
with the integral of the electric field strength Ei inside a separate

block placed in a layer with conductivity tensor σeff we obtain basic equation for the
conductivity model:

n∑

i=1

vi(σeff − σi) 〈E〉i = 0,

where vi is the dimensionless concentration of the i component (
∑n

i=1 vi = 1).
Models for a layered structure corresponding to the components σeffxx

, σeffyy
are of

the form:

j = (∆1σxx1
+ ∆2σxx2

)E, σeffxxu
= ∆1σxx1 + ∆2σxx2.

For σeffzz
component:

E = j

(
∆1

σzz1

+
∆2

σzz2

)
, σeffzz

=
σzz1σzz2

∆1σzz1
+ ∆2σzz2

.
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2. GENETIC ALGORITHM

The genetic algorithm is a method of optimization [15], which is based on the imi-
tation of natural selection processes. We propose using genetic algorithm in this study.
The algorithm helps to solve the problem of searching for the composition of a layered
nanocomposite with specified electrical properties. The genetic algorithm works with a
finite set of solutions generating new data by applying selection, mutation and crossing
operators. Output, external and internal parameters are a quantitative assessment of the
object properties.

The external parameters x̄ = (x1, x2, ..., xn) affect the research object (external elec-
tromagnetic radiation) and are defined as constants or functions. Internal parameters
or control variables ȳ = (y1, y2, ..., xm) (composite composition, geometric parameters
of blocks, etc.) describe the internal state of the object and take combination of values
ȳ ∈ Y . Output parameters or quality parameters of the object z̄ = (z1, z2, ..., zk) (the
dielectric constant or electrical conductivity of a nanocomposite) provide a numerical
estimate of the nanocomposite properties and depend on the control variables z̄ = z̄(Ȳ )
To solve the problem, it is necessary to choose the most accurate solution based on
quantitative index ϕ

(
ϕ

(
Ȳ

)
∈ σ

)
. Where ϕ is the output parameter scale γi. The choice

of the best solution comes down to the choice of those solutions that match the low-
est value of the criteria ϕ(ϕ′ = ϕ(Ȳ ′) = minβ∈B ϕ(Ȳ )), where Ȳ ′ is the best solution,
ϕ′ = ϕ(Ȳ ′) is the lowest value of the criteria in the search field. As a result it is neces-
sary to find such nanocomposite composition, where the value of the dielectric constant
(conductivity) is as close as possible to the given one.

Development of the algorithm begins with the use of the smallest indivisible unit of
a species subjected to evolutionary transformation. This is an individual species, which
is a layered nanocomposite. It is represented by a vector of internal parameters or a

Generating

a population

Cross-breeding

Mutation

Selection

Adaptability

level is

reached

Algorithm is completed

resources are released

Fig. 2. General view of the genetic algorithm

genotype. A phenotype (a manifesta-
tion of external features) appears in
the case individual’s interaction with
external environment. This pheno-
type is characterized by individual’s
adaptation. Thus, there is a criterion
for assessing one individual in rela-
tion to the others. The set of individ-
uals with a similar genotype consti-
tute a population, the area of which
is the set, where individuals are lo-
cated. Fig. 2 shows a general view
of the genetic algorithm consisting
of several main phases: generation,
crossing, mutation, selection.

In the initial stage we generate
the starting population and assess
adaptability of an individual species.
We calculate the objective function
for this purpose. The next stage
is cross-breeding and increasing the
size. The population size depends on
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the choice of a cross-breeding mechanism, so the population can double, triple or grow
in any proportion. The genotype that determines descendants of individuals varies, i.e. a
new generation goes through a phase of mutation, which can take place either randomly
or according to a predetermined algorithm. The next stage is the analysis of adaptability
(we calculate the objective function of a nanocomposite and decide to what extent the
obtained characteristics are approximate to the desired ones).

The analysis of adaptability is carried out for each individual in the next stage.
Only the fittest individuals remain in the population, the rest are killed. If we find
nanocomposite composition with the desired properties in this stage, the process stops,
otherwise we perform transition to the cross-breeding stage.

We have implemented the genetic algorithm in the programming language C ++.
Fig. 3 shows the main classes of the developed software package.

Evolution Materials G_manager Genotype

P_manager Person G_001 G_N

M_creator Model A_creator Algoritm

Model_1_1 Model_N_M Algoritm_1 Algoritm_N

Fig. 3. Class hierarchy

The Evolution class mo-
dels evolution process (cross-
ing, mutation, selection). We
have developed the Materials
class that allows us to use the
properties of materials. This
class allows to obtain char-
acteristics of various materi-
als and compounds depending
on the wavelength of external
electromagnetic radiation (we have downloaded the data about the properties from the
source [16]).

We have created and configured a genotype (the Genotype class) for the current
task before initiation of the evolution process. Settings and management of a genotype
are performed using the G-Manager class. Genotype contains a set of genotypes for
various composites (structure, number of components, shape of inclusions). Then we
have a generated population (the Person class) and the evolution process starts. We
have developed the Model class for the objective function. This class encapsulates a
method for calculating composite properties and the Algorithm class for implementing
numerical methods to find the roots of polynomial equations with complex variables.

Fig. 4 shows the block diagram of the implemented genetic algorithm of the developed
software package.

3. RESULTS OF A COMPUTATIONAL EXPERIMENT

We have considered the task of selecting layered nanocomposite components (the
object of the present study) as a computational experiment. The research object
should satisfy the following properties: the dielectric constant must be varied within
εeff ∈ [0, 2; 0, 8] at the wavelength of external electromagnetic radiation λ ∈ [400; 1000].
The results of the calculations have showed that the most suitable materials are
T iO2 − SiO2 components. Such materials can be used for creating a nanocomposite
with the characteristics and structure considered as the research object. Fig. 5 shows
graphs of the T iO2−SiO2 nanocomposite dependencies on the wavelength of the electro-
magnetic radiation. The graph shows that only a nanocomposite with parallel connection
of layers corresponds to the conditions of the problem.
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Fig. 4. Block diagram of the implemented genetic algorithm [17]
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Fig. 5. The dependence of the dielectric constant
on the wavelength of electromagnetic radiation:
1 — parallel connection of layers, 2 — series

connection of layers

Received information about the
composition of the material allows to
conduct additional computational ex-
periments which will provide addi-
tional information about the nanocom-
posite, for example, the dependence
of the complex dielectric constant on
TiO2 volume fraction entering into the
nanocomposite (Fig. 6).

The results of the genetic algorithm
affect such parameters as population
size, mutation probability, etc. We have
analyzed the effect of these parameters.

We have generated 100 experiments with random characteristics of the genotype and
the same objective function for each population from 10 to 500 individuals in increments
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of 10. The number of iterations has limited evolution. Population size influences the con-
vergence rate of the genetic algorithm. High population size allows you to describe the
largest possible area for solution variants and perform more calculations per iteration.
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Fig. 6. The dependence of the real (a) and imaginary (b) parts of dielectric constant on the
volume fraction: 1 — parallel connection of layers, 2 — series connection of layers

CONCLUSION

The research presents the possibility of using genetic algorithm in problems of mod-
eling the electrical properties of a layered nanocomposite. We have developed a software
package to solve the problem of predicting the electrical properties of a nanocomposite.
The software package allowed us to carry out a computational selection experiment on
finding optimal components for creating materials with specified characteristics. The
obtained results can reduce time and cost of creating new functional materials.
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В статье рассматривается подход к решению задачи подбора компонент слоистого нанокомпозита с

заданными электрическими свойствами. Известные методы моделирования электрических характе-

ристик нанокомпозитов основаны на предварительном анализе таких характеристик, как диэлектриче-

ская проницаемость и электропроводность материалов, входящих в состав нанокомпозита. В работе

предлагается алгоритм подбора компонент слоистого нанокомпозита с использованием генетиче-

ского алгоритма. Математическое моделирование электрических свойств нанокомпозита (в качестве

примера рассмотрены композиционные материалы на основе нанопористого кремния и частично

окисленного пористого кремния) осуществляется с использованием модели эффективной среды.

Проведены анализ частотных зависимостей диэлектрической проницаемости и электропроводности

нанокомпозита при взаимодействии с электромагнитным излучением, а также анализ эффективности

предложенного метода в зависимости от скорости схождения и различных параметров (коэффици-

ента мутации, численности популяции и проч.). Разработан программный комплекс моделирования

электрических свойств нанокомпозита с использованием генетического алгоритма. Полученные ре-

зультаты могут сократить сроки и издержки создания новых функциональных материалов.

Ключевые слова: генетический алгоритм, математическое моделирование, слоистый нанокомпозит,

программный комплекс, модель эффективной среды.
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the graph administration model of hyper-converged system resources compliant with required performance

on the one hand and economic requirements on the other. Based on the proposed model, the implementation

of a greedy control algorithm for the virtual data processing center over OpenFlow was examined. This

algorithm assigns the requests to physical resources by using of dedicated server software. The advantages
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Virtual data processing center (VDPC) refers to hyper-converged infrastructure
(HCI) that allows us to create virtual machines, data warehouses, switchers and routers,
and communication channels. The main task of VDPC is to accept a client connection
(tenant1) and update it with the help of virtualization technology in network topology.
The basis of the mechanism of VDPC resources administration refers to a model ex-
tended for HCI tasks [1]. The network topology in this model is represented by graph
T = (C ∪ M ∪ K ∪ L), C is a plurality of computing nodes, M is a plurality of data
warehouses, K is a plurality of switching elements, L is a plurality of communica-
tion channels. Each of plurality has its own vectors of scalar argument defined. This
argument sets up the parameters of computing nodes — c ∈ C, of data (memory) ware-
houses — m ∈ M, of crosspoints — k ∈ K and of communication channels — l ∈ L
respectively.

fct(c) = (ct1(c), ct2(c), . . . , ctn(c)),

fmt(m) = (mt1(m),mt2(m), ...,mtn(m)),

fkt(k) = (kt1(k), kt2(k), ..., fkn(k)),

f lt(l) = (lt1(l), lt2(l), ..., ltn(l)).

(1)

1A tenant represents the requests for virtual machines, data warehouses, switchers, routers, commu-
nication channels, and all virtual communication channels.

c© Solovyev V. M., Belousov A. A., 2019
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In this model VDPC resources are specified by graph R = (V ∪ S ∪ D),V is a
plurality of applications deployed in virtual machines, S is a plurality of virtual data
warehouses, D is a plurality of communication channels between virtual machines and
data warehouses. Each plurality has its own vectors of scalar argument defined. This
argument sets up the parameters of virtual machines — v ∈ V, virtual data warehouses —
s ∈ S, communication channels including switching elements that provide required
service level agreement (SLA2) — d ∈ D respectively:

fvr(v) = (vr1(v), vr2(v), ..., vrn(v)),

fsr(s) = (sr1(s), sr2(s), ..., srn(s)),

fdr(d) = (dr1(d), dr2(d), ..., drn(d)).

(2)

The parameters (2) providing SLA coincide with corresponding parameters (1) and
are represented by mapping of resource requests to HCI topology:

O : R → T ∪ {⊘} = {V → C ∪ {⊘}, S → M ∪ {⊘}, D → K ∪ {⊘}, L{⊘}}. (3)

Resource requests from the expression(3) determine three relationship types between
request parameters ri and physical resources ti, based on HCI topology:

– the requested resources correspond to resources identified by topology ri = ti;
– overload of physical resources ri > ti that violates SLA;
– underload of physical resources ri < ti that requires a topology reconfiguration for

economic reasons.
In the last case available resources can be represented by residual graph

Tres = ( ∪ M ∪ K ∪ L) that redefines the parameters as follows:

fctres(c) = fct(c) −
∑

v∈V

fvr(v), fmtres(m) = fmt(m) −
∑

s∈S

fsr(s),

fktres(k) = fkt(k) −
∑

d∈D

fdr(d), f ltres(l) = flt(l) −
∑

l∈L

fdr(d).
(4)

Automatic migration of HCI structures managed by controllers over OpenFlow en-
ables us to meet both SLA and economic requirements. Migration is carried out even
if it is not possible to assign the warehouse on demand, and data is added to multiple
warehouses. In that case, one part of the applications can work with data warehouse,
meanwhile the other part can work with data located in different physical storage. In
accordance with migration plan, virtual structure relocation should comply with the
following requirements:

– there is no SLA violation during relocation;
– relocation is implemented at given time constraints. Automatic operation of con-

trollers enables us to achieve that.
Input to migration is a plurality of incoming requests Z = {Ri}, a plurality of

queried requests W = {Ri}, a graph of remaining resources Tres, and time constraint
on migration τ . During migration, a new node s′ and a virtual communication channel
between nodes s and s′ are added to the graph of requested resources R.

2SLA (Service Level Agreement) is a formal contract between a service provider and a client that sets
out agreed service quality, service description and the rights of the parties. Such agreement serves as an
assessment tool for quality of provided network services.
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The administration of VDPC over OpenFlow is based on a greedy algorithm3 of
request assignment to physical resources, with the use of controller (server) software.
Expression (4) describes such a greedy algorithm. As an optimization criterion, the
most compact allocation of request elements (2) is applied. A similar approach is widely
used in data processing centers and by cloud providers [2, 3]. The quality of VDPC
administration depends on selected greedy criteria: next request — KR, virtual node —
KV , physical node — KC . Criteria KV and KC rely on the cost function defined as
a weighted sum of required parameters considering the resource deficit. This function
is represented as follows: d(i) = (

∑
R

∑
e∈R rr,i −

∑
c∈C rc,i)/

∑
R

∑
e∈R re,i. Then the

cost function of an assignment of element e will appear as r(e) =
∑n

i=l d(i)re,i. In this
equation the selected element HCI is characterized by a vector of values of required
resource parameters (re,1, re,2, . . . , re,n). To calculate the measure of the resource deficit,
firstly, it is necessary to subtract the values of available physical resources for the
required resource parameter from the common value of this resource parameter in all
requests. Then the measure is calculated as a quotient of this difference by total sum of
required resources. We can define the cost function as weighted sum of required resource
parameters considering the resource deficit. According to criterion KV , the HCI virtual
element with maximum cost function is chosen. This allows us to assign primarily
the most resource-deficient elements and then assign all the other virtual elements.
According to criterion KC , the HCI physical element with minimum cost function is
chosen. By this, we can ensure maximal utilization (loading) of computing resources.
According to criterion KC , the query with the maximum weighted sum of requested
resources is chosen.

The general framework of administration algorithm will be as follows.
1. Scheduler4 analyses incoming requests of resources Z = {Ri}.
2. If plurality {Ri} /∈ ⊘ is not empty, the program selects another request Ri accord-

ing to greedy criterion KR. Otherwise, algorithm terminates its functioning.

3. Using the elements of request Ri, the program forms a plurality of virtual nodes
U = {V ∪ S}. Where it is not possible to form a plurality of virtual nodes U , it
proceeds to step 14.

4. Scheduler selects another element N from formed plurality of virtual nodes U on
the basis of greedy criterion KV . Then this element is placed in queue Q which
contains the elements awaiting an assignment.

5. Using the elements Ci, scheduler forms a plurality of physical nodes {Ci} /∈ ⊘. It is
possible to assign the element N to these nodes based on correct accomplishment
of mapping(3). Otherwise, if {Ci} ∈ ⊘, program calls the procedure of limited
enumeration.

6. The program selects a physical resource from the formed plurality of physical nodes
on the basis of greedy criterion KC . It redefines the values of physical resources
parameters according to functions (4).

7. Scheduler selects all virtual channels Di that link element N to elements of request
Ri to be assigned.

8. Scheduler sorts a plurality of channels {Di} /∈ ⊘ by the value of the capacity in
ascending order.

3The greedy algorithm is an optimization algorithm based on locally optimal decisions that are made
at each stage. Whereby, we assume that the final decision will also prove optimal.

4Scheduler is a program (service) driven by controller software. The principal scheduler function is to
start other programs.
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9. The program selects a virtual channel Li from a plurality of channels {Di}. It
should ensure the shortest route that links element N to elements of request Ri.
Where it is not possible to plot the route, it calls the procedure of virtual channel
assignment on a physical resource. It redefines the values of physical resources
according to functions (4).

10. Scheduler adds the virtual nodes linked with N to queue Q. By this, it follows the
order of virtual channels from sorted plurality {Di}. These channels connect the
nodes.

11. Scheduler deletes N from U and Q.

12. If Q is not empty, program proceeds to step 4.

13. If U is not empty, program proceeds to step 3. Otherwise, if U is empty, program
proceeds to step 1.

14. The program cancels all assignments of the elements of request Ri and removes
the request from a plurality Z = {Ri}. Then it proceeds to step 2.

This algorithm contains two procedures described in [2]. The first one is a procedure
of limited enumeration; the second one refers to a procedure of virtual channel assign-
ment to a physical resource. A scheduler calls the procedure of limited enumeration if
it is not possible to assign the next virtual node N from a plurality of requests to any
physical resource. This procedure analyses a subset of a plurality of physical nodes {Ci}
from a graph of physical resources. Specified enumeration depth determines the subset
capacity; the quantity of viewed subsets is limited. The program views only subsets
whose total quantity of nodes’ remaining resources allows us to assign the current ele-
ment N . The procedure ensures the execution of step 5 if the program changes (selects)
the enumeration depth and quantity of viewed subsets. Scheduler calls the procedure of
virtual channel assignment to a physical resource when it is not possible to plot a route
that links element N to element of request Ri via virtual channel. The route searching
mechanism is based on modified Dijkstra’s algorithm [4]. However, it can include only
switching elements and communication channels of the physical network to which ratios
of mapping accuracy are applied (3). If it is not possible to assign a virtual channel
that connects the storage element, the storage search is accomplished. This storage
should have the resources to create storage element replication. The replication requires
the quantity of resources equivalent to the quantity of storage element resources. All
storages selected for replication creation are considered in ascending order of total route
length. Furthermore, the possibility of creation of communication channel l for replica-
tion is considered. This channel provides capacity and required data-flow intensity. If the
communication channel l can not provide the required parameters, program considers
another variation of replication mapping. The result is the route that provides coherence
between element N and replication. The parameter variations of route and communica-
tion channel provide favorable result. The same approach to virtual machines has been
widely recognized and studied [5].

Analyzed HCI control algorithm over OpenFlow enables us to plan the computing
resources, resources of data storage and network resources of self-organizing cloud plat-
form, by using of SDN technological solutions. This algorithm mechanism also complies
with SLA. The algorithm allows us to use physical resources rationally by eliminating
their segmentation, with the help of virtual resources migration. The algorithm enables
us to administrate the hyper-converged system by specifying the data flows routing
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policies. Whereby, it uses the virtual network control functions of virtual and physical
devices from different manufacturers. We refer to devices that support OpenFlow proto-
col. The proposed solution allows us to integrate different networks administrated over
OpenFlow and transfer data flows between them effectively, by means of multi-threaded
routing (MRT).

We can consider hyper-converged systems as applied to any computing platforms
(e.g., hard, programming, cloud, neuromorphic, quantum) which provide user an access
to various services. These systems should be user-friendly and support multiple infras-
tructure layers, surely including layers of safety, reliability, communication services;
providing QoS for various data. Furthermore, the network behind HCI should have the
opportunities to work with different types of terminals (mobile, desktop, active network,
advanced UX/UI5 etc.). This network should also have single management platform
(controller, server) for the full package of services, applications, hardware, and data
transfer channels. Whereby, it should select data transfer channel in real time based
on QoS and applications needs for capacity and nature of traffic. Convergent technolo-
gies are not the endpoint in evolution of the next-generation computing systems. These
technologies already allow us to take a content-centric approach onto prevalidated HCI
infrastructure. They enable us to create computing systems that leapfrog over end-to-end
paradigm towards content or data addressing paradigm (Information Centric Network-
ing, or ICN). This paradigm implies data organization, regardless of location (server,
host), through distributed network caching. Expected benefits of this approach include
more efficient use of expensive network resources, scalability of computing systems and
their adaptability to volatile QoS. The paradigm is based on the primitives publish/sub-

scribe, that is to publish the content (make it available) and declare it. These primitives
are realized in Data Oriented Network Architecture (DONA). It works as follows: the
element of such system receives a request from a similar element or host. Whereby, two
scenarios are possible. If the element contains required data in cash, it will implement
the request. If the DONA element does not contain the content, it will request similar
elements which have data. When it gets a response, it caches the content and imple-
ments the request. This universal mechanism is applicable to any protocol, forming a
global single mechanism of caching and content delivery. In addition, this mechanism
is supported by all network nodes and aimed at all users, not just ICN users. Such a
network ensures content security, not security of its delivery. It relies on a content-based
model and draws on the concept of reputation, because the provider must sign the con-
tent, so users can always define it. Data Oriented Network Architecture interacts well
with blockchain6 technology that provides the high reliability of content storage and
protection. Network entry is protected cryptographically. Unauthorized entry requires
enormous computing resources proportional to the network size. It allows us to exclude

5UX/UI (User Experience/User Interface) refers to an interface design that meets current require-
ments.

6The revolutionary technology of blockchain was created by Satoshi Nakamoto. This technology helps
to allocate the digital content without copying it. Pertinently, it resembles a digital book data of which
and their modifications are duplicated in the network for several thousands of times and are regularly
updated. This distributed database without a central storage node is stored in the network. It provides its
users the hosting, such as Google Docs during collective work. Each group of blockchain transactions is
a block, and miners conduct the audit of them (digital content). Therefore, this technology operates with
chain of blocks created by complex cryptographic algorithms.
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human or machine error, missed operations, unauthorized entry etc. In future, over the
course of evolution, HCI will employ other network technologies.
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В работе рассмотрены принципы построения виртуальных центров обработки данных на основе ги-

перконвергентных вычислительных систем и управление ими по протоколу OpenFlow. Приведены

особенности реализации таких виртуальных центров на основе программно-конфигурируемой сети,

управляемой выделенным контроллером (сервером). Предложена графовая модель управления ре-

сурсами гиперконвергентной вычислительной системы, отвечающая требованиям заданного качества
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ной модели рассмотрен вариант реализации жадного алгоритма управления виртуальным центром

обработки данных по протоколу OpenFlow и осуществляющего назначение запросов на физические

ресурсы, используя программное обеспечение выделенного сервера. Показаны преимущества такой

модели гиперконвергентной вычислительной системы в вопросах производительности за счет много-
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что детерминированный автомат во многих случаях является удобной
и адекватной моделью многих реальных процессов и систем. Вместе с тем модели
их функционирования могут носить приближенный характер. Это связано с тем,
что соответствующая информация по объективным причинам порою формулируется
в терминах плохо формализуемых понятий (например, «мало», «много», «высокий»,
«низкий» и т. п.). Понятно, что представление подобной информации на традицион-
ном математическом языке, включающем классические понятия (множества, отно-
шения, двузначная логика и т. п.), приводит к огрублению математической модели.

Очевидно, что для адекватного отражения нечеткости исходной информации тре-
буется соответствующий математический инструментарий. Важным шагом на пути
его получения явилось создание Л. Заде теории нечетких множеств [1]. Подтвер-
ждением полезности и эффективности концепции нечеткости (размытости) явля-
ются многочисленные практические приложения теории в различных предметных
областях.

В последние годы значительный интерес проявляется к агрегированным систе-
мам. Отдельные компоненты таких систем могут быть как детерминированными, так
и нечетко функционирующими блоками. В таких системах появляются новые каче-
ства, не сводящиеся к качествам их частей по отдельности. Это позволяет создавать
более адекватные модели реальных сложных систем. Упомянутая нечеткость может
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относиться и к алгоритмам функционирования, и к исходным данным, и к значениям
на выходах системы. Сейчас известны различные разновидности нечетких автоматов,
используемых в качестве моделей систем. Одна из них для произвольных автоматов
предложена в [2]. Конкретизация этой разновидности для случая нечетких линейных
автоматов (НЛА) описана в [3] и использована нами в предлагаемой статье.

Целью нашего исследования является изучение проблемы тестирования нечетких
дискретных линейных систем, описываемых моделями НЛА. Важность этой пробле-
мы в практическом аспекте не нуждается в комментариях.

1. ОПИСАНИЕ НЛА

Напомним вначале понятие детерминированного линейного автомата (ЛА), за-
данного над полем GF (p), подробное описание которого имеется в [4, 5]. ЛА — это
система с l входами и m выходами. Входные и выходные сигналы ЛА — это элемен-
ты поля GF (p), где p — простое число. Состояниями ЛА являются упорядоченные
совокупности элементов задержек, входящих в состав ЛА. Обозначим число задер-
жек ЛА через n, которое называют размерностью ЛА. Функции переходов и выходов
ЛА над полем GF (p) задаются уравнениями

s̄(t + 1) = As̄(t) + Bū(t), (1)

ȳ(t) = Cs̄(t) + Dū(t). (2)

Здесь A = [aij]n×n, B = [bij]n×l, C = [cij]m×n, D = [dij]m×l — характеристические мат-
рицы с элементами из поля GF (p). Входной вектор ū(t) = [u1(t), . . . , ul(t)]

′, выходной
вектор y(t) = [y1(t), . . . , ym(t)]′, вектор состояний s(t) = [s1(t), . . . , sn(t)]′представляют
собой упорядоченные столбцы из элементов того же поля. Известно [4, 5], что ко-
нечное состояние ЛА и его выходная реакция в результате подачи на его входы
последовательности длины t + 1 из начального состояния s(0) вычисляются по фор-
мулам

s(t + 1) = At+1s(0) + AtBu(t) + . . . + ABu(t − 1) + Bu(t), (3)

y(t) = CAts(0) + CAt−1Bu(0) + . . . + CBu(t − 1) + Du(t). (4)

Перейдем теперь к определению НЛА. Вначале отметим, что все сказанное выше
о ЛА в полной мере относится и к НЛА. Что же касается нечеткости функциониро-
вания НЛА, то ее можно реализовать, закладывая соответствующий механизм в лю-
бую комбинацию из четырех матриц, фигурирующих в уравнениях (1)–(4).Поясним
принцип работы такого механизма на примере одной матрицы, участвующей в реали-
зации нечеткости функционирования совместно с некоторыми другими матрицами
из уравнений (1)–(4). Пусть, например, нечеткость функционирования НЛА моде-
лируется с использованием матрицы B. Элементы матрицы B будем записывать в
форме bij = b1 ∨ b2 ∨ . . . ∨ bf , где bi (i = 1, . . . , f) — символьная запись элементов
из поля GF (p), над которым задан НЛА. Эта запись означает, что на любом такте
дискретного времени функционирования НЛА элемент bij может оказаться замещен-
ным любым из элементов b1, b2, . . . , bf . Отсюда следует, что форма записи уравнений
переходов (1) и выходов (2) НЛА не изменится, так же как и вид формул (3) и (4).

Заметим, что описанный механизм возникновения нечеткости функционирования
автомата вполне согласуется с ситуацией, имеющей место в реальных дискретных
устройствах. Проиллюстрируем это на примере RS — триггера. Известно, что ком-
бинация входных сигналов R = 1, S = 1 является для него запрещенной. Причиной
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запрета служит неопределенность состояния триггера (0 или 1), в котором он может
оказаться после ее подачи. Иными словами, если запрещенная комбинация на входы
триггера не попадает, то дискретное устройство, содержащее его в своем составе,
функционирует как детерминированное. В случае возникновения на входах триггера
запрещенной комбинации это же устройство превращается в нечетко функциониру-
ющее.

Операции умножения и сложения матриц в приведенных формулах (1)–(4) вы-
полняются как обычные матричные операции, но с учетом символьной формы записи
элементов матриц-операндов. Отметим, что в символьных записях в формулах (1)–
(4) участвуют три операции — умножения (·), сложения (+) и (∨), которую назовем
операцией выбора.

Две первые операции — это классические операции над элементами поля GF (p).
При вычислениях по упомянутым формулам предполагается, что операция выбо-
ра «∨» обладает свойствами коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности
(относительно операций умножения и сложения). Конечной целью вычислений яв-
ляется перевод символьных выражений из формы

∏∑
в форму

∑ ∏
.

Проиллюстрируем сказанное на примере умножения двух следующих матриц с
элементами в символьном представлении:

[
(p1 ∨ p2) (p4 ∨ p5) p7

p3 p6 (p8 ∨ p9)

]
·




r1 ∨ r2

r3

r4 ∨ r5


 =

=

[
(p1 ∨ p2) (r1 ∨ r2) + (p4 ∨ p5) r3 + p7(r4 ∨ r5)

p3(r1 ∨ r2) + p6 r3 + (p8 ∨ p9) (r4 ∨ r5)

]
=

=

[
(p1 r1 ∨ p1 r2 ∨ p2 r1 ∨ p2 r2) + (p4 r3 ∨ p5 r3) + (p7 r4 ∨ p7 r5)

(p3 r1 ∨ p3 r2) + p6 r3 + (p8 r4 ∨ p8 r5 ∨ p9 r4 ∨ p9 r5)

]
.

Пусть эти матрицы состоят из элементов поля GF (2) = {0, 1} и элементы pi и rj

таковы: p1 = 1, p2 = 0, p4 = 0, p5 = 1, p7 = 1, p3 = 1, p6 = 1, p8 = 0, p9 = 1, r1 = 0,
r2 = 1, r3 = 0, r4 = 1, r5 = 0.

Тогда матрица-результат, поскольку операции сложения и умножения выполня-
ются по правилам двоичной арифметики, примет следующий вид:

[
(0 ∨ 1 ∨ 0 ∨ 0) + (0 ∨ 0) + (1 ∨ 0)

(0 ∨ 1) + 0 + (0 ∨ 0 ∨ 1 ∨ 0)

]
. (5)

Эта матрица интерпретируется как множество матриц-столбцов вида [a11a12]
′, эле-

менты a11 которых получаются при всех возможных вариантах выбора трех слагае-
мых из первой строки в (5). Легко подсчитать, что этот элемент может быть получен
из 16 = 4× 2× 2 возможных вариантов сумм, элемент a12 — из 8 = 2× 1× 4 вариан-
тов. Таким образом, общее число различных способов получения матрицы-результата
равно 16×8 = 128. Понятно, что среди них могут быть совпадающие. Следовательно,
число различных матриц-результатов может оказаться значительно меньше. Так, в
нашем примере первое слагаемое в a11 имеет два возможных варианта выбора (0∨1),
второе — один вариант (0) и третье – два варианта (0∨ 1). Аналогично дело обстоит
и с элементом a12 — в нем те же варианты выбора. Поэтому матрица (5) упрощается

и принимает вид

[
(0 ∨ 1) + (0) + (0 ∨ 1)

(0 ∨ 1) + (0) + (0 ∨ 1)

]
.
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Понятно, что из нее матрица-результат может быть получена 16 различными
способами. Ясно, что и среди этих матриц также могут быть совпадающие. В нашем
примере, как легко проверить, попарно различных результатов будет четыре:

[
0

0

]
,

[
0

1

]
,

[
1

0

]
,

[
1

1

]
.

На основе матриц с элементами последнего вида за счет выбора различных аль-
тернатив элемента можно получить все множество вариантов матриц, соответствую-
щих исходной НЛА.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Далее рассматривается следующая задача. Пусть задан НЛА A и некоторая его
неисправная модификация из множества допустимых. Требуется построить такую
входную последовательность (тест), которая эту неисправность обнаруживает.

Опишем множество допустимых неисправностей. Предполагается, что появле-
ние неисправностей в НЛА приводит к замещению некоторых элементов матриц
НЛА другими. Если замещаемый элемент имеет множество альтернатив (например
bij = b1 ∨ b2 ∨ . . . ∨ bf ), то он замещается каким-либо одним конкретным элементом
из соответствующего множества. Если элемент матрицы не имеет альтернативных
вариантов, то он замещается некоторым конкретным элементом поля GF (p) в случае
возникновения соответствующей неисправности. В противном случае элемент матри-
цы сохраняет свое прежнее значение. Таким образом, описанный процесс представ-
ляет собой механизм порождения неисправностей в НЛА. Неисправности введенного
типа вполне естественно трактовать как традиционные константные неисправности
дискретных устройств. Понятно, что возникающие неисправности преобразуют ис-
ходный НЛА в детерминированный ЛА.

Отметим, что любому НЛА A можно поставить в соответствие множество
G() = {A1, A2, . . . , Aq} детерминированных ЛА, полученных из A фиксацией в его
матрицах одного из конкретных вариантов выбора альтернативных элементов. Ины-
ми словами, множество G(A) есть множество детерминированных ЛА, которые в
совокупности моделируют все возможные варианты поведения исходного НЛА.

Исходя из сказанного, естественно считать проверяемый НЛА A исправным, если
в результате тестирования будет установлено, что его реакция на тест совпадает с
реакцией на тот же тест одного из ЛА, входящих в состав множества G(A). Если
же реакция на тест проверяемого НЛА A не совпадет с реакцией на тот же тест ни
с одним из детерминированных ЛА из множества G(A), то проверяемый НЛА будем
считать неисправным.

3. МЕТОД СИНТЕЗА ТЕСТОВ ДЛЯ НЛА

Задача, аналогичная сформулированной выше, была рассмотрена в [6] для детер-
минированных ЛА. В основу описываемого ниже метода положен подход, использо-
ванный в [6]. Для простоты изложения ограничимся рассмотрением задачи для так
называемых µ-определенных и синхронизируемых НЛА.

Напомним, что детерминированный ЛА имеет конечную память глубины µ, если
для любого t справедливо соотношение

y(t) = f(u(t), u(t − 1), . . . , u(t − µ, ), y(t − 1), . . . , y(t − µ)),

236 Научный отдел



Д. В. Сперанский. Тестирование нечетких линейных автоматов

где u(t) и y(t) — входные и выходные векторы ЛА. Из [4, 5] известно, что каждый
ЛА имеет конечную память глубины µ, где µ — размерность ЛА.

ЛА называется µ-определенным, если его выход y(t) зависит только от предыду-
щих µ входов:

y(t) = g(u(t), u(t − 1), . . . , u(t − µ, )).

Известно [4,5], что необходимым и достаточным условием µ-определенности ЛА
A является выполнение равенства CAµ = [0], где [0] — нулевая матрица (вектор), C,
A — матрицы, фигурирующие в формулах (1) и (2).

Напомним [4, 5], что входная последовательность ЛА называется синхронизиру-
ющей (СП), если независимо от начального состояния ЛА она переводит его в одно
и то же конечное состояние. В [5] доказано, что необходимым и достаточным усло-
вием для существования СП длины µ ЛА A является выполнение равенства Aµ = [0].
Отсюда вытекает, что каждый синхронизируемый ЛА является одновременно и µ-
определенным.

Введем теперь аналогичные понятия для нечетких автоматов. НЛА A будем на-
зывать µ-определенным (синхронизируемым), если таковыми являются все ЛА из
множества G(A) = {A1, A2, . . . , Aq}, введенного выше.

Пусть A∗, B∗, C∗, D∗ — матрицы некоторого тестируемого НЛА, а A0, B0, C0,
D0 являются матрицами какого-либо конкретного ЛА Ai0 из множества G(A), со-
ответствующего исправному НЛА. Далее оба этих автомата предполагаются µ-оп-
ределенными и синхронизируемыми. В общем случае они имеют разную глубину
памяти — µ1 и µ2 соответственно. Положим µ = max(µ1, µ2), тогда легко понять, что
CAk = [0] и C∗(A∗)k = [0] для всех k > µ.

Если на исправный и неисправный ЛА подать одну и ту же входную последова-
тельность T = u(0), u(1), . . . , u(µ) длины µ + 1, то с учетом только что приведенных
равенств и формулы (4) полной реакции детерминированного линейного автомата
реакции тестируемого и исправного автомата Ai0 независимо от их начальных состо-
яний имеют вид

y∗(µ) = C∗(A∗)µ−1B∗u(0) + C∗(A∗)µ−2B∗u(1) + . . . + C∗B∗u(µ − 1) + D∗u(µ),

y(µ) = CAµ−1Bu(0) + CAµ−2Bu(1) + . . . + CBu(µ − 1) + Du(µ).

Произведя вычитание, получим

y(µ) − y∗(µ) = [CAµ−1Bu(0) − C∗(A)∗µ−1B]u(0) + . . . + [D − D∗]u(µ). (6)

Понятно, что тестируемый автомат не идентичен автомату Ai0, если их реакции
различны, т. е. разность y(µ)−y∗(µ) отлична от нуля. Равенство (6) будем рассматри-
вать как систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно коор-
динат вектора û = [u1(0), . . . , ul(0), . . . , u1(µ), . . . , ul(µ)]. Обозначим через Q матрицу
системы (6), тогда она примет вид

Q · û = ŷ, (7)

где ŷ — некоторый m-мерный ненулевой вектор.
Решая эту систему при всевозможных ненулевых векторах ŷ, получим все мно-

жество тестов T , различающих тестируемый НЛА и автомат Ai0 . Если описанным
способом построить тесты, различающие тестируемый автомат и каждый линейный
автомат из множества G(A), то совокупность всех этих тестов, очевидно, и есть
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полный тест, обнаруживающий неисправность в НЛА. Напомним, что неисправность
НЛА трактуется нами так, как это было определено выше.

Поскольку множество всех ненулевых векторов ŷ велико даже при небольших
значениях p, l, µ, то процесс поиска решений СЛАУ (7) может оказаться очень
трудоемким. Чтобы избавиться от этого недостатка, рассмотрим только одну одно-
родную СЛАУ с матрицей Q. Найдем ее решение, которое обозначим как U0, тогда
множество векторов U/U0, где U есть множество всех векторов û размерности µ+ 1,
очевидно, и есть искомый тест. Таким образом, задача свелась к решению одной
однородной системы.

Заметим, что предложенный метод синтеза тестов предполагает, что неисправ-
ные НЛА сохраняют свойства µ-определенности или синхронизируемости. Вместе с
тем это требование, по-видимому, не является слишком ограничительным. В самом
деле, оно заведомо выполняется, если возникающие в НЛА неисправности сказыва-
ются только на характеристических матрицах B, C, D. Однако не всякое изменение
матрицы A сохраняет упомянутые свойства.

Отметим, что по аналогии с [6] можно предложить метод синтеза тестов для
произвольных НЛА, не требуя наличия у них свойств µ-определенности или синхро-
низируемости. Этот метод, так же как и в [6] для случая детерминированного ЛА,
базируется на том, что любой ЛА имеет конечную память.

Из описания предложенного метода синтеза тестов следует, что построенные с его
применением тесты имеют длину µ+1, где µ — глубина памяти ЛА. Известно [4,5],
что µ 6 n, где n — размерность ЛА, т.е. метод строит достаточно короткие по длине
тесты.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проблема тестирования цифровых устройств является одной из важных и слож-
ных. В частности, известны работы, например [7, 8], посвященные тестированию
устройств, описываемых моделью детерминированного линейного автомата. Однако
методы, предложенные в них для синтеза тестов даже для более простых, чем нечет-
ко функционирующие, устройств, предполагают ряд существенных ограничений. К
числу таких ограничений относится, к примеру, наличие информации о начальном
состоянии устройства или требование специальной его технической реализации. Сле-
дует отметить, что первое ограничение практически почти никогда не выполняется,
а второе требует дополнительных затрат.

Предложенный в статье метод не имеет указанных ограничений и при этом син-
тезирует достаточно короткие тесты. К числу преимуществ этого метода относится
также то, что он сводит исследуемую задачу к решению СЛАУ, для чего имеется
эффективный математический аппарат.
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The article deals with the problem of synthesis of tests for fuzzy linear automata (FLA). Now several varieties

of FLA are used as models of real fuzzy systems. The article introduces and investigates one particular type

of FLA. The fuzziness of the behavior of the automaton is suggested to appear due to the use of elements of

a special type in the characteristic matrices. Each such element is a certain set of elements of the field over

which the FLA is given. During the functioning of the FLA (at each clock cycle) an alternative matrix element

is replaced randomly by one of the elements of the alternative set. The notion of the FLA acceptable fault is

introduced. Substantially it means replacing the alternative elements of matrices by one element of the sets

corresponding to them. The method of the tests synthesis for detecting faults of this type is proposed. This

method reduces to solving systems of linear algebraic equations. The method is oriented to µ-definite and

synchronized FLA and synthesizes tests of sufficiently short length (not more than FLA dimension).
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