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Статья посвящена изучению сильно непрерывных ограниченных полугрупп операторов. В простран-

стве равномерно непрерывных функций со значениями в комплексном банаховом пространстве рас-

сматривается подпространство интегрально исчезающих на бесконечности функций, включающее в

себя подпространство исчезающих на бесконечности функций. Изучаются свойства данного под-

пространства. Вводится понятие медленно меняющейся на бесконечности относительно этого под-

пространства функции, получены условия, при которых равномерно непрерывная функция будет

являться таковой. Вводится понятие медленно меняющейся на бесконечности (относительно подпро-

странства интегрально исчезающих на бесконечности функций) полугруппы операторов и изучаются их

свойства. Получены условия, при которых сильно непрерывная ограниченная полугруппа операторов

является медленно меняющейся на бесконечности относительно данного подпространства. Получен-

ные результаты будут полезны при исследовании вопросов стабилизации решений параболических

уравнений при неограниченном возрастании времени.
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1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть X — комплексное банахово пространство, End X — банахова алгебра ли-
нейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X. Пусть J —
один из промежутков R+ = [0,∞), R = (−∞,∞). Символом Cb = Cb(J, X) обо-
значим банахово пространство непрерывных и ограниченных на J функций с нор-
мой ‖x‖∞ = sup

t∈J

‖x(t)‖X , Cb,u = Cb,u(J, X) — замкнутое подпространство равномерно

непрерывных функций из Cb, C0 = C0(J, X) – замкнутое подпространство исчеза-
ющих на бесконечности функций, т.е. функций, для которых выполняется условие
lim

|t|→∞
‖x(t)‖X = 0.

В банаховом пространстве Cb,u(J, X) рассмотрим (полу-)группу операторов сдвига
S : J → End Cb,u(J, X), действующих по правилу (S(t)x)(τ) = x(t + τ), t, τ ∈ J.

Наряду с подпространством C0(J, X) рассмотрим более широкое подпространство

C0(J, X) = {x ∈ Cb,u(J, X) : lim
ε→0

ε‖
∞∫
0

e−εt−iλ0tS(t)xdt‖ = 0 для любого λ0 ∈ R} инте-

грально исчезающих на бесконечности функций из Cb,u(J, X).
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Лемма 1. Подпространство C0(J, X) обладает следующими свойствами:
1) подпространство C0(J, X) образует замкнутое подпространство из

Cb,u(J, X), инвариантное относительно операторов S(t), t ∈ J;
2) подпространство C0(J, X) является банаховым L1(R)-модулем;
3) функция x ∈ Cb,u(J, X) принадлежит подпространству C0(J, X) тогда и

только тогда, когда для любой почти периодической функции f ∈ AP (J, X) вы-
полняется условие

lim
α→∞

1

α
‖

α∫

0

x(s + t)f(s)ds‖ = 0;

4) если функция x ∈ C0(J, X), то fx ∈ C0(J, X) для любой почти периодической
функции f ∈ AP (J, X);

5) функция x ∈ Cb,u(J, X) принадлежит пространству C0(J, X) тогда и только
тогда, когда для любого λ0 ∈ R для любой λ0-направленности (fα) выполняется
условие lim

α
fα ∗ x = 0.

Утверждения леммы 1 следуют из определения пространства C0(J, X), свойств
направленностей (fα) и того факта, что почти периодическая функция является рав-
номерным пределом линейных комбинаций экспонент.

Определение 1. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется медленно меняющейся на
бесконечности относительно подпространства C0(J, X), если для любого t ∈ J

выполняется условие
(S(t)x − x) ∈ C0(J, X).

Если в данном определении заменить подпространство C0(J, X) подпространством
C0(J, X), то получим определение медленно меняющейся на бесконечности функции
в обычном смысле (см. [1–6]).

Множество медленно меняющихся относительно подпространства C0(J, X) функ-
ций обозначим символом Csl,∞ = Csl,∞(J, X). Оно образует замкнутое подпростран-
ство из Cb,u(J, X), инвариантное относительно операторов S(t), t ∈ J, и является
банаховым L1(R)-модулем. Кроме того, любое продолжение y ∈ Cb,u(R, X) функции
x ∈ Csl,∞(R+, X) на R со свойством lim

t→−∞
‖y(t)‖X = 0 принадлежит Csl,∞(R, X).

В данной статье рассматривается сильно непрерывная ограниченная полугруп-
па операторов (полугруппа класса C0) T : R+ → End X с генератором (инфини-
тезимальным оператором) A : D(A) ⊂ X → X. Из условия ограниченности по-
лугруппы T следует, что спектр σ(A) ее генератора расположен в полуплоскости
C− = {λ ∈ C : Re λ 6 0}.

Определение 2. Полугруппа операторов T : R+ → End X называется медленно
меняющейся на бесконечности относительно подпространства C0(R+, X), если

lim
ε→0

ε‖

∞∫

0

e−εt−iλ0tT (t)(T (τ)x − x)dt‖ = 0

для любого λ0 ∈ R и для любого вектора x ∈ X (т.е. ϕx(t) = T (t)x, t > 0, принадле-
жит пространству Csl,∞(R+, X)).
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Медленно меняющиеся на бесконечности (в обычном смысле) полугруппы опера-
торов рассматривались в [7].

Основными результатами статьи являются следующие теоремы

Теорема 1. Пусть непрерывный спектр σc(A) генератора A сильно непрерыв-
ной ограниченной полугруппы T обладает свойством

σc(A) ∩ (iR) ⊂ σc(A)\{0}. (1)

Тогда полугруппа T является медленно меняющейся на бесконечности относи-
тельно подпространства C0(R+, X).

Теорема 2. Пусть сильно непрерывная ограниченная полугруппа T явля-
ется медленно меняющейся на бесконечности относительно подпространства
C0(R+, X). Тогда для любого ε > 0 существует медленно меняющаяся на беско-
нечности относительно подпространства C0(R+, X) функция B : R+ → End X,
допускающая голоморфное расширение на C до целой функции экспоненциально-
го типа ε и такая, что T (t) = B(t) + B0(t), t > 0, где B0(t)x, t > 0, принадлежит
пространству C0(R+, X) для каждого x ∈ X.

2. БАНАХОВЫ L1(R)-МОДУЛИ И МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ
ФУНКЦИИ

Пусть L1(R) — банахова алгебра определенных на R измеримых по
Лебегу и суммируемых комплекснозначных функций со сверткой функций
(f ∗ g)(t) =

∫
R

f(t − τ)g(τ)dτ, t ∈ R, f, g ∈ L1(R), в качестве умножения. Пусть

X — комплексное банахово пространство и End X — банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих в X . Будем считать, что X является
невырожденным банаховым L1(R)-модулем (см. [8, 9]). Невырожденность банахова
модуля X означает, что из равенства fx = 0, справедливого для любой функции
f ∈ L1(R), следует, что вектор x ∈ X — нулевой.

Далее через f̂ : R → C обозначается преобразование Фурье f̂(λ) =
∫
R

f(t)e−iλtdt,

λ ∈ R, функции f ∈ L1(R).

Определение 3. Спектром Бёрлинга вектора x ∈ X называется множество чи-
сел Λ(x) из R вида Λ(x) = {λ0 ∈ R : fx 6= 0 для любой функции f ∈ L1(R) c

f̂(λ0) 6= 0}.

Из определения следует, что Λ(x) = R\{µ0 ∈ R : существует функция f ∈ L1(R)

такая, что f̂(µ0) 6= 0 и fx = 0}.
Справедливы следующие свойства спектра Бёрлинга векторов из банахова L1(R)-

модуля X (см. [8–12]):

Лемма 2. Для любых f ∈ L1(R) и x ∈ X справедливы свойства:
1) из условия fx = 0 для любой функции f ∈ L1(R) следует, что x = 0 (т.е.

L1(R)-модуль X невырожден);
2) Λ(x) — замкнутое подмножество из R, причем Λ(x) = ∅ тогда и только

тогда, когда x = 0;
3) Λ(fx) ⊂ (suppf̂) ∩ Λ(x);
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4) fx = 0, если (suppf̂) ∩ Λ(x) = ∅, и fx = x, если множество Λ(x) компактно

и f̂ = 1 в некоторой его окрестности;
5) Λ(x) = {λ0} — одноточечное множество тогда и только тогда, когда

вектор x 6= 0 удовлетворяет равенствам U(t)x = exp(iλ0t)x, t ∈ R, при условии,
что структура банахова L1(R)-модуля на X задается равенством

f ∗ x =

∫

R

f(τ)U(−τ)xdτ, x ∈ X , f ∈ L1(R), (2)

т.е. структура L1(R)-модуля на X ассоциирована с сильно непрерывным изо-
метрическим представлением (группой изометрий) U : R → End X (для того
чтобы это подчеркнуть, иногда будет использоваться обозначение (X , U));

6) функция t 7→ U(t)x : R → X для X с компактным спектром Бёрлинга
допускает расширение до целой функции.

Банахово пространство Cb,u(R, X) является банаховым L1(R)-модулем с модуль-
ной структурой, определяемой равенствами

(f ∗ x)(t) =

∫

R

f(τ)x(t − τ)dτ =

∫

R

f(τ)(S(−τ)x)(t)dτ, t ∈ R, (3)

и эта структура ассоциирована с представлением (группой сдвигов функций)
S : R → End Cb,u(R, X).

Подпространства C0(R, X), C0(R, X) и Csl,∞(R, X) банахова пространства
Cb,u(R, X) являются замкнутыми подмодулями L1(R)-модуля Cb,u(R, X) с модульной
структурой, задаваемой формулой (3).

Рассмотрим фактор-пространство F (J, X) = Cb,u(J, X)/C0(J, X), которое являет-
ся банаховым пространством с нормой ‖x̃‖ = inf

y∈x+C0(J,X)
‖y‖, где x̃ = x + C0(J, X) —

класс эквивалентности, содержащий функцию x ∈ Cb,u(J, X). Банахово простран-
ство F (J, X) становится банаховой алгеброй, если умножение вводится следующим
образом x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈ F (J, X).

В фактор-пространстве F (J, X) структура банахова L1(R)-модуля задается фор-
мулой (2), где в качестве представления U берется сильно непрерывная группа
изометрических операторов S̃ : R → End F (J, X), описанная ниже. Для t > 0

под S̃(t) будем понимать фактор-оператор, построенный по оператору S(t), т.е.

S̃(t)x̃ = S̃(t)x для любой функции x ∈ Cb,u(J, X). Если t < 0, то S̃(t) = S̃(−t),

если J = R. Для J = R+ оператор S̃(t), t < 0, определим формулой S̃(t)x̃ = S̃(t)y,
x̃ ∈ F (R+, X), а ỹ — класс эквивалентности, построенный по функции y ∈ Cb,u(J, X).
Здесь y ∈ Cb,u(R, X) — произвольное равномерно непрерывное продолжение функ-
ции x ∈ Cb,u(R+, X) на R, удовлетворяющее условию lim

t→−∞
‖y(t)‖X = 0. Отметим, что

данное определение корректно, т.е. не зависит от выбора продолжения y функции x
на R.

Замечание 1. Непосредственно из определения следует, что фактор-пространство
Cb,u(R+, X)/C0(R+, X) вкладывается в фактор-пространство Cb,u(R, X)/C0(R, X),
являясь в нем замкнутым подпространством. Поэтому в дальнейшем при
доказательстве утверждений будем рассматривать банахов L1(R)-модуль
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F (R, X) = Cb,u(R, X)/C0(R, X), в котором действует изометрическая группа

операторов S̃ : R → End F (R, X).

Лемма 3. Для того чтобы функция x ∈ Cb,u(R, X) была медленно меняющейся
на бесконечности относительно подпространства C0(R, X), необходимо и до-
статочно, чтобы выполнялось одно из следующих трех эквивалентных условий:

1) Λ(x̃) ⊂ {0} для класса x̃ = x + C0(R, X);
2) f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию

f̂(0) = 0;
3) f ∗x−x ∈ C0(R, X) для любой функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию

f̂(0) = 1.
Для того чтобы функция x0 ∈ Cb,u(R+, X) была медленно меняющейся на

бесконечности относительно подпространства C0(R+, X), необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось одно из трех перечисленных условий для некото-
рого продолжения x ∈ Cb,u(R, X) функции x0 на R, удовлетворяющего условию
lim

t→−∞
‖x(t)‖X = 0.

Утверждения леммы 3 следуют из теоремы 3 и лемм 5 и 6.

Лемма 4. Пусть Φ : R+ → End X — сильно непрерывная ограниченная функ-
ция, для которой все функции ϕx(t) = Φ(t)x, t > 0, принадлежат Csl,∞(R+, X).
Тогда для любого ε > 0 функция Φ представима в виде Φ = Φ1 + Φ0, где каждая
функция t 7→ Φ0(t)x, x ∈ X, принадлежит C0(R+, X) и Φ1 : R+ → End X допус-
кает голоморфное расширение (обозначаемое тем же символом) на C до целой
функции экспоненциального типа ε, причем Φ1 ∈ Csl,∞(R, End X).

Доказательство. Рассмотрим функцию f ∈ L1(R), обладающую свойствами

f̂(0) = 1, suppf̂ ⊂ [−ε, ε] и функция f̂ бесконечно дифференцируема. Тогда из фор-

мулы f(t) = 1
2π

∫ ε

−ε
f̂(λ)eiλtdλ, t ∈ R, следует, что функция f допускает расширение

(обозначаемое тем же символом)

f(z) =
1

2π

∫ ε

−ε

f̂(λ)eiλzdλ =
1

2π

∫ ε

−ε

f̂(λ)eiλte−αλdλ, z = t + iα ∈ C, (4)

которое является целой функцией экспоненциального типа ε.
Из формулы (4) следует, что семейство функций fz, z ∈ C, вида fz(t) = f(z − t),

t ∈ R, z ∈ C, принадлежит алгебре L1(R), а функция F : C → L1(R) вида F (z) = fz,
z ∈ C, является целой функцией экспоненциального типа не выше ε. При этом для
любого b > 0 конечна величина

sup
|Imz|6b

‖F (z)‖L1 = sup
|Imz|6b

‖fz‖L1 .

Положим Φ1 = f ∗ Φ̃, где Φ̃ : R → End X — продолжение Φ на R со свойством
сильной непрерывности и lim

t→−∞
Φ̃(t)x = 0 для x ∈ X. Ее голоморфным продолже-

нием на C является функция Φ1(z) =
∫ ∞

−∞
f(z − t)Φ̃(t)dt, z ∈ C. Отметим, что

Φ1(t + z) = (fz ∗ Φ̃)(t), t ∈ R, z ∈ C. Следовательно, функция Φ1 является целой
функцией экспоненциального типа не выше ε. Непосредственно из определения сле-
дует, что Φ1 : R → End X непрерывна в равномерной операторной топологии (ввиду
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непрерывности функции t 7→ ft : R → L1(R)) и каждая из функций ϕx : R → X,
x ∈ X, вида ϕx(t) = Φ1(t)x : R → X является медленно меняющейся на бесконечно-
сти относительно подпространства C0(R, X) функцией.

Из свойства 3) леммы 3 следует, что функция Φ0 вида Φ0(t) = Φ(t)−Φ1(t), t > 0,
принадлежит пространству C0(R, X). ¤

Определение 4. Вектор x из банахова L1(R)-модуля (X , T ) называется почти
периодическим, если x ∈ Xc и множество {T (t)x, t ∈ R} (орбита вектора x) пред-
компактно в X .

Отметим, что множество AP (X ) почти периодических векторов из X образует
замкнутый подмодуль из X .

Для доказательства основных результатов статьи нам понадобится ряд определе-
ний (см. [8,9]).

Определение 5. Пусть M — некоторое направленное множество и λ ∈ R. Огра-
ниченная направленность (fα), α ∈ M, функций из алгебры L1(R) называется λ-
направленностью, если выполнены условия:

1) f̂α(λ) = 1 для всех α ∈ M ;

2) lim
α

fα ∗ f = 0 для любой функции f ∈ L1(R) со свойством f̂(λ) = 0.

Примерами 0-направленностей в алгебре L1(R) являются направленности

ϕα(t) =

{
(2α)−1, t ∈ [−α, α],

0, t /∈ [−α, α], α > 0,

fε(t) =

{
εe−εt, t > 0,

0, t < 0, ε > 0.

Первая из них направлена по возрастанию α, а вторая — по убыванию ε.

Определение 6. Число λ0 ∈ R отнесем к существенному спектру Λess(x) векто-
ра x из банахова L1(R)-модуля (X , T ), если существует λ0-направленность (fα) из
алгебры L1(R), для которой выполнено условие

lim
α
‖fαx‖ > 0. (5)

Отметим, что Λess(x) ⊆ Λ(x), x ∈ (X , T ).

Определение 7. Пусть x — ненулевой вектор из L1(R)-модуля (X , T ). Число
λ0 ∈ R из Λ(x) назовем эргодической точкой вектора x, если для некоторой λ0-
направленности из алгебры L1(R) существует

lim
α

fαx = x0 ∈ X .

Множество эргодических точек вектора будем обозначать символом Λerg(x). Если
при этом x0 6= 0, то число λ0 отнесем к дискретному спектру Λd(x) вектора x.
Отметим, что для x0 выполняется свойство T (t)x0 = λ0x0 для всех t ∈ R. Если же
x0 = 0, то число λ0 отнесем к непрерывному спектру Λc(x) вектора x.

Математика 157



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2019. Т. 19, вып. 2

Замечание 2. Из [8, теорема 2.2.7] следует, что предел в формуле (5) не зави-
сит от выбора λ0-направленности (fα), причем если он существует для некоторой
λ0-направленности, то он существует и для любых других λ0-направленностей. Сле-
довательно, определения дискретного и непрерывного спектров корректны, а знак
неравенства (5) не зависит от выбора λ0-направленности (fα).

Замечание 3. Также из определения 7 следует, что для λ-направленности (fα)
свойство λ ∈ Λerg(x) ∪ (R\Λ(x)) имеет место тогда и только тогда, когда lim

α
fαx

существует хотя бы для одной, а значит, для всех λ-направленностей.

3. СВОЙСТВА МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИХСЯ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИЙ

Пусть M — некоторое направленное множество, на котором определена ограни-
ченная направленность (eα) из алгебры L1(R).

Определение 8. Ограниченная направленность (eα) из алгебры L1(R) называется
ограниченной аппроксимативной единицей (о.а.е.) в алгебре L1(R), если выполня-
ются следующие условия:

1) êα(0) = 1 для всех α ∈ M ;
2) lim

α
eα ∗ f = f для всех f ∈ L1(R).

Из леммы 4.3 в [9] следует, что lim
α

eα ∗ x = x для всех x ∈ Cb,u(R, X). Этот

результат будет существенно использоваться при доказательстве следующих двух
лемм.

Лемма 5. Для того чтобы функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежала простран-
ству Csl,∞(R, X), необходимо и достаточно, чтобы f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию f̂(0) = 0.

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим функцию f ∈ L1(R) вида

f = S(α)g − g, g ∈ L1(R), α ∈ R. Данная функция обладает свойством f̂(0) = 0.
Согласно тауберовой теореме Винера [13], множество таких функций плотно в мак-

симальном идеале M = {f ∈ L1(R) : f̂(0) = 0}. Поэтому утверждение леммы доста-
точно доказать для функции f рассматриваемого вида.

Возьмем произвольную функцию x ∈ Csl,∞(R, X). Из определения медлен-
но меняющейся относительно подпространства C0(R, X) функции следует, что
S(α)x − x ∈ C0(R, X), откуда f ∗ x = (S(α)g − g) ∗ x = g ∗ (S(α)x − x) ∈ C0(R, X).

Достаточность. Пусть x ∈ Cb,u(R, X) и f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R) с f̂(0) = 0. Пусть (eα) — о.а.е. из алгебры L1(R)
и t ∈ R. Из равенств eα ∗ (S(t)x − x) = (S(t)eα − eα) ∗ x = fα ∗ x и

f̂α(0) = 0 следует, что eα ∗ (S(t)x − x) ∈ C0(R, X). Но в силу того, что
S(t)x − x = lim

α
eα ∗ (S(t)x − x) ∈ C0(R, X), получаем, что x ∈ Csl,∞(R, X). ¤

Лемма 6. Для того чтобы функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежала простран-
ству Csl,∞(R, X), необходимо и достаточно, чтобы f ∗x−x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию f̂(0) = 1.

Доказательство. Необходимость. Пусть x ∈ Csl,∞(R, X). Пусть f — произ-

вольная функция из L1(R) со свойством f̂(0) = 1, а (eα) — о.а.е. из алгеб-
ры L1(R). Справедливо равенство lim

α
eα ∗ (x − f ∗ x) = x − f ∗ x. Кроме того,
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eα ∗ (x − f ∗ x) = (eα ∗ f − eα) ∗ x = fα ∗ x, где fα = eα ∗ f − eα. Учитывая, что

f̂α(0) = êα(0)f̂(0) − êα(0) = 0, из леммы 5 следует, что fα ∗ x ∈ C0(R, X), а значит, и
f ∗ x − x ∈ C0(R, X).

Достаточность. Пусть x ∈ Cb,u(R, X) и x − f ∗ x ∈ C0(R, X) для лю-

бой функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию f̂(0) = 1. Тогда с уче-

том того, что (Ŝ(t)f)(0) = 1, имеем f ∗ (S(t)x − x) = (S(t)f − f) ∗ x =
= ((S(t)f) ∗ x − x) + (x − f ∗ x) ∈ C0(R, X) для любого t ∈ R. Поскольку êα(0) = 1,
то lim

α
eα ∗ (S(t)x − x) = S(t)x − x ∈ C0(R, X) для любого t ∈ R, откуда следует, что

x ∈ Csl∞(R, X). ¤

Лемма 7. Если x ∈ Csl,∞(R, X), то множество Λ(x)\{0} содержится в непре-
рывном спектре Λc(x) функции x и Λess(x) ⊂ {0}.

Доказательство. Пусть 0 6= γ0 ∈ Λ(x). Рассмотрим функцию f ∈ L1(R),

обладающую свойствами γ0 /∈ supp f̂ и f̂(0) = 1. Из леммы 6 следует, что
функция x0 = x − f ∗ x принадлежит пространству C0(R, X). Следователь-
но, для любой γ0-направленности (fα) из L1(R) справедлива цепочка равенств
0 = lim

α
fα ∗ x0 = lim

α
(fα ∗ x − fα ∗ f ∗ x) = lim

α
fα ∗ x. В соответствии с определе-

нием 7 это означает, что γ0 ∈ Λc(x). ¤

Теорема 3. Функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежит подпространству Csl,∞(R, X)

тогда и только тогда, когда Λ(x̃) = Λ(x̃, S̃) ⊂ {0}.

Доказательство. Из леммы 5 следует, что функция x ∈ Cb,u(R, X) принадлежит
подпространству Csl,∞(R, X) тогда и только тогда, когда f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой

функции f ∈ L1(R) с f̂(0) = 0. Значит, x ∈ Csl,∞(R, X) тогда и только тогда, когда

f ∗ x̃ = 0̃, x̃ ∈ Cb,u(R, X)/C0(R, X), для любой функции f ∈ L1(R) с f̂(0) = 0.
Непосредственно из определения 3 следует, что x ∈ Csl,∞(R, X) тогда и только тогда,
когда Λ(x̃) ⊂ {0}. ¤

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

ẋ(t) − Ax(t) = y(t), t ∈ J, (6)

где y ∈ C0(J, X) и A : D(A) ⊂ X → X — генератор (инфинитезимальный оператор)
сильно непрерывной ограниченной полугруппы операторов T : R+ → End X

Определение 9. Непрерывная функция x : J → X называется слабым решени-
ем (mild solution) уравнения (6) (см. [14]), если для всех s 6 t из J имеет место
равенство

x(t) = T (t − s)x(s) +

∫ t

s

T (t − τ)y(τ)dτ, s 6 t, s, t ∈ J. (7)

При J = R+ равенство должно быть выполнено при s = 0 и t > 0. Ясно, что
функция x равномерно непрерывна.
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Уравнение (6) запишем в виде L x = y, где оператор L : D(L ) ⊂ Cb(J, X) →
→ Cb(J, X) имеет вид L = d

dt
− A (см. [15–19]). Функция x ∈ Cb(J, X) принадлежит

области определения D(L ) оператора L , если существует функция y ∈ Cb(J, X)
такая, что для всех s 6 t из J верны равенства (7).

Лемма 8. Пусть спектр генератора A полугруппы T удовлетворяет усло-
вию (1). Тогда каждое ограниченное на J слабое решение x0 уравнения (6) явля-
ется медленно меняющейся на бесконечности функцией относительно подпро-
странства C0(J, X).

Доказательство. Пусть сначала J = R. Число λ0 ∈ R выберем таким образом,
чтобы λ0 > α, где число α удовлетворяет условию ‖T (t)‖ 6 Meαt, t > 0, для некото-
рой постоянной M > 0. Тогда согласно [15] оператор L − λ0I непрерывно обратим и
обратный оператор B = (L − λ0I)−1 ∈ End Cb(R, X) представим в виде Bx = G0 ∗ x,
x ∈ Cb(J, X), где G0(τ) = T (τ)e−λ0τ , τ > 0, и G0(τ) = 0 для τ < 0. Следовательно,
оператор B перестановочен с оператором свертки, т.е. B(f ∗ x) = f ∗ Bx, для любых
f ∈ L1(R), x ∈ Cb(R, X). Таким же свойством обладает и оператор L . В частности,
f ∗ x0 ∈ D(L ) и для любой функции f ∈ L1(R) имеет место равенство

L (f ∗ x0) = f ∗ y ∈ C0(R, X). (8)

Рассмотрим произвольное ненулевое число µ0 ∈ R. В силу условия (1) суще-
ствует δ > 0 такое, что отрезок [µ0 − δ, µ0 + δ] не содержит точки 0. Рассмотрим

бесконечно дифференцируемую функцию f̂0 : R → C, для которой f̂0(µ0) 6= 0 и

suppf̂0 ⊂ [µ0− δ, µ0 + δ]. Тогда она является преобразованием Фурье некоторой функ-
ции f0 ∈ L1(R), а функция

F̂ (λ) =

{
f̂0(λ)(iλI − A)−1, λ ∈ [µ0 − δ, µ0 + δ],

0, λ /∈ [µ0 − δ, µ0 + δ]

является преобразованием Фурье некоторой суммируемой функции F : R → End X.
Тогда из (8) получаем, что F ∗ L (f0 ∗ x0) = F ∗ f0 ∗ y ∈ C0(R, X).

Отметим, что f0 ∗ x0 (ввиду ее бесконечной дифференцируемости) есть классиче-
ское решение уравнения (6) с правой частью f0 ∗y. Из последнего равенства следует,
что f0x̃0 = 0 для x̃0 = x0 + C0(R, X). Следовательно, µ0 /∈ Λ(x̃0). Ввиду произволь-
ности выбора числа µ0 6= 0 из R получаем, что Λ(x̃0) ⊂ {0}. Тогда из условия 1)
леммы 3 следует, что x0 ∈ Csl∞(R, X).

Пусть теперь J = R+. Рассмотрим непрерывно дифференцируемую функцию
ϕ : R → R, обладающую свойствами suppϕ ⊂ [1,∞) и ϕ(t) = 1 для всех t ∈ [2,∞).
Далее символом ϕx0 обозначена функция, равная нулю на промежутке (−∞, 0] и
являющаяся произведением функций ϕ и x0 на R+. Но тогда из определения опе-
ратора L следует, что ϕx0 ∈ D(L ) и L (ϕx0) = ϕ̇x0 + ϕy ∈ C0(R, X), где функция
ϕy считается равной нулю на промежутке (−∞, 0]. При этом оператор L считается
действующим в пространстве Cb(R, X). Таким образом, случай J = R+ сводится к
случаю J = R. ¤

Доказательство теоремы 1. Поскольку каждая из функций ϕx(t) = T (t)x, t > 0,
x ∈ X, принадлежащая пространству Cb,u(R+, X), является слабым решением урав-
нения (6), где y = 0, то из леммы 8 следует, что все эти функции являются медленно
меняющимися на бесконечности относительно подпространства C0(R+, X). Значит,
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согласно определению 2, полугруппа T : R+ → End X является медленно меняю-
щейся на бесконечности относительно подпространства C0(R+, X).

Доказательство теоремы 2 следует из леммы 4.
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The article focuses on studying of strongly continuous bounded operator semigroups. In the space of uniformly

continuous functions with values in a complex Banach space we consider the subspace of integrally vanishing

at infinity functions. This subspace includes the subspace of vanishing at infinity functions, but it is wider.

We study the properties of the subspace under consideration. We introduce the definition of slowly varying

at infinity (with regard to the subspace of integrally vanishing at infinity functions) function and study the

conditions under which a uniformly continuous function belongs to this type. We also introduce the definition

of slowly varying at infinity (with regard to the subspace of integrally vanishing at infinity functions) operator

semigroup, study its properties and derive the conditions under which a strongly continuous bounded operator

semigroup belongs to this type. The results derived in the article might be useful for research of stabilization

of parabolic equations solutions with unlimited increase of time.
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