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В математических исследованиях важны геометрии максима-
льной подвижности. Примерами таких геометрий являются:
евклидова, псевдоевклидова, Лобачевского, симплектическая
и т. д. Полной классификации таких геометрий нет. Раз-
личаются как геометрии максимальной подвижности в целом,
например геометрии из списка Тёрстона, так и геометрии
локальной максимальной подвижности. Нами разработан
метод классификации геометрий локальной максимальной
подвижности, названный методом вложения. Основная цель
данной работы состоит в нахождении метрических функций
геометрий размерности n + 2 и допускающих (n + 2)(n + 3)/2-
параметрическую группу движений и, как аргумент, со-
держащих метрическую функцию
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(n + 1)-мерной геометрии постоянной кривизны на псев-
досфере. При решении поставленной задачи из требования
существования группы движений размерности (n+2)(n+3)/2,
т. е. группы преобразований, сохраняющей метрическую
функцию, записывается функциональное уравнение спе-
циального вида на эту функцию. Это функциональное
уравнение решается аналитически, т. е. все входящие в
него функции представляются рядами Тейлора, после чего
сравниваются коэффициенты в разложениях. Результатом
решения поставленной задачи является геометрия максима-
льной подвижности с метрической функцией
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Метод вложения применим и для других геометрий локальной

максимальной подвижности, что дает надежду построения

полной классификации таких геометрий.
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ВВЕДЕНИЕ

(n+ 1)-мерная геометрия локальной максимальной подвижности в работе [1] до-
пускает группу движений размерности (n+ 1)(n+ 2)/2. Многие из таких геометрий
хорошо известны. К их числу относятся: евклидова геометрия, псевдоевклидова,
симплектическая геометрия, сферическая, геометрия Лобачевского и др. На псевдо-
сфере в подходящих координатах метрическая функция
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задает геометрию постоянной кривизны, причем ε, ε1, . . . , εn = ±1. Замена координат
xn+1 → e−2xn+1

данную метрическую функцию приводит к следующему виду:
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От метрической функции g можно также перейти к следующей:
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Для бесконечно близких точек последняя метрическая функция превращается в
хорошо известную метрику для геометрии постоянной кривизны на псевдосфере:

dq =
ε1(dx

1)2 + · · ·+ εn(dx
n)2 + ε(dxn+1)2

(xn+1)2
.

Основная цель данной работы — решение задачи вложения для геометрии с мет-
рической функцией (1), т. е. нахождение на (n+2)-мерном многообразии метрических
функций вида
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где (x1
i , . . . , x

n+1
i , wi) и (x1

j , . . . , x
n+1
j , wj) — координаты точек i и j (n+ 2)-мерного

пространства, сохраняющих свой вид относительно групп преобразований размер-
ности (n + 2)(n + 3)/2. Решение этой задачи сводится к аналитическому решению
функционального уравнения специального вида
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j = 0,

где X1, . . . , Xn+1,W, F1, F2 — неизвестные. Неизвестные ищутся в виде рядов Тейло-
ра. Данный метод апробирован в работе [2].
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим (n + 2)-мерное аналитическое многообразие M , которое локально
диффеоморфно прямому произведению (n + 1)-мерного аналитического многообра-
зия N и одномерного аналитического многообразия L, n > 1. Локальный диф-
феоморфизм осуществляет аналитическое отображение h : M → N × L. Пусть
π1 : N × L → N и π2 : N × L → L — проекции. Рассмотрим функции g : N ×N → R
с открытой и плотной областью определения Sg в N2, и χ : R×L×L → R. Определим
проекции p1 : M ×M → M и p2 : M ×M → M , которые на точках действуют так:
p1 : 〈i, j〉 7→ i и p2 : 〈i, j〉 7→ j, где 〈i, j〉 — произвольная точка в M ×M . Построим
функцию f : M ×M → R по следующей формуле:

f = χ(g(π1(h(p1)), π1(h(p2))), π2(h(p1)), π2((p2))),

область определения Sf которой открыта и плотна в M2. На точках

f(i, j) = χ(g(π1(h(p1(〈i, j〉))), π1(h(p2(〈i, j〉)))), π2(h(p1(〈i, j〉))), π2(h(p2(〈i, j〉)))), (2)

где i, j — произвольные две точки из M , причем 〈i, j〉 ∈ Sf .
Для произвольной точки из M рассмотрим координатную окрестность U ⊂ M ,

в которой h является диффеоморфизмом и для любых точек i, j ∈ U , 〈i, j〉 ∈ Sf ,
существуют окрестности U(i) ⊂ U , U(j) ⊂ U такие, что 〈i′, j′〉 ∈ Sf , ∀ i′ ∈ U(i),
∀ j′ ∈ U(j). Из вышесказанного имеем диффеоморфизм окрестностей h : U → V ×W ,
где V , W — некоторые координатные окрестности в N и L соответственно. Коорди-
наты в окрестности V обозначим (x1, . . . , xn, xn+1), а координату в окрестности W —
(w). Тогда в локальных координатах функция (2) принимает следующий вид:

f = f(i, j) = χ(θ, wi, wj), (3)

где g(π1(h(i)), π1(h(j))) = θ = θ(x1
i , . . . , x

n+1
i , x1

j , . . . , x
n+1
j ) — метрическая функция

(n+ 1)-мерной геометрии постоянной кривизны на псевдосфере:
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где
ϑ(i, j) = ε1(x

1
i − x1

j)
2 + · · ·+ εn(x

n
i − xn

j )
2,

причем ε, ε1, . . . , εn = ±1. π2(h(i)) = wi, π2(h(j)) = wj. Пусть выполняются аксиомы.
Аксиома аналитичности. Функция χ : R × L × L → R аналитическая во всех

точках области определения.
Аксиома невырожденности. Для функции (3) в произвольной точке окрестнос-

ти U(i)× U(j) ⊂ M2 справедливы неравенства

∂χ

∂θ
6= 0,

∂χ

∂wi

6= 0,
∂χ

∂wj

6= 0. (5)

Пусть группа Ли G действует эффективно и аналитично в U ⊂ M . Это означает,
что задано аналитическое инъективное отображение (эффективное действие)

λ : U ×G → U ′,

где U ′ ⊂ M — открытая область, причем выполняются свойства:
1) λ(i, e) = i, e ∈ G — единица, i ∈ U ;
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2) λ(λ(i, a), b) = λ(i, ab), для любых a, b ∈ G и i ∈ U ;
3) для любого i ∈ U λ(i, a) = i, только если a = e.
Действие λa, определяемое произвольным элементом a ∈ G, называется движе-

нием, если для любых точек i, j ∈ U таких, что 〈i, j〉 ∈ Sf , 〈λa(i), λa(j)〉 ∈ Sf ,
выполняется равенство

f(λa(i), λa(j)) = f(i, j).

Действия группы G можно определить в окрестностях U(i) и U(j) точек i и j,
причем если эти окрестности пересекаются, то действия в пересечении совпадают [3,
§ 1]. Множество всех так определенных движений образует аналитическую группу
Ли движений.

Аксиома максимальной подвижности. Размерность группы Ли G максималь-
ная и равна dimG = (n+ 2)(n+ 3)/2.

Основная задача этой работы — поиск всех функций вида (3), являющихся двух-
точечными инвариантами (n+ 2)(n+ 3)/2-мерной группы движений.

Алгебра Ли группы движений состоит из операторов вида [4, § 16]:

X = X1∂x1 + · · ·+Xn+1∂xn+1 +W∂w, (6)

где Xα = Xα(x
1, . . . , xn+1, w), W = W (x1, . . . , xn+1, w) — аналитические функции в

U , α = 1, . . . , n+1. Через операторы (6) записывается условие локальной инвариант-
ности метрической функции [4, § 17]:

X(i)f(i, j) +X(j)f(i, j) = 0, (7)

которое выполняется в окрестностях U(i) и U(j) точек i и j, причем метрическая
функция f(i, j) определена и аналитична в U(i)× U(j).

Пусть k ∈ U ⊂ M — начало некоторой системы координат в U , в которой эта
точка имеет нулевые координаты (0, . . . , 0). В такой системе координат справедливы
разложения в ряд Тейлора для компонент оператора (6) и метрической функции [5,
гл. 11]:























X1 = X1(w) +D1(X1)(w)x
1 + · · ·+Dn+1(X1)(w)x

n+1 + · · · ,

. . . . . . . . . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Xn+1 = Xn+1(w) +D1(Xn+1)(w)x
1 + · · ·+Dn+1(Xn+1)(w)x

n+1 + · · · ,

W = W (w) +D1(W )(w)x1 + · · ·+Dn+1(W )(w)xn+1 + · · · ,

(8)

f(θ, wi, wj) = f(wi, wj) +D1(f)(wi, wj)θ +
1

2
D11(f)(wi, wj)θ

2 + · · · , (9)

где, например, Xγ(w) = Xγ(0, . . . , 0, w), Dα(Xγ)(w) =
∂Xγ(x

1, . . . , xn+1, w)

∂xα
|x=0,

Dαβ(Xγ)(w) =
∂2Xγ(x

1, . . . , xn+1, w)

∂xα∂xβ
|x=0, x = (x1, . . . , xn+1), α, β, γ = 1, . . . , n + 1,

f(wi, wj) = χ(0, wi, wj), D1(f)(wi, wj) =
∂χ(θ, wi, wj)

∂θ
|θ=0. Основные результаты рабо-

ты сформулируем в виде теоремы.

Теорема 1. Рассмотрим произвольную точку k ∈ M и ее координатную
окрестность U(k). Возьмем также две точки i, j ∈ U(k) с окрестностями U(i)
и U(j) такие, что U(i) ∪ U(j) ⊂ U(k), причем 〈i, j〉, 〈i′, j′〉 ∈ Sf ∀ i′ ∈ U(i),
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∀ j′ ∈ U(j). Тогда метрическая функция f(i, j), в аналитическом многообразии
M задающая (n + 2)-мерную геометрию локальной максимальной подвижности,
в окрестности U(i)×U(j) в подходящих локальных координатах и масштабном
преобразовании (ϕ(f) → f) имеет вид

f(i, j) = [ε1(x
1
i − x1

j)
2 + · · ·+ εn(x

n
i − xn

j )
2 + ε(xn+1

i − xn+1
j )2]e2wi+2wj , (10)

где ε, ε1, . . . , εn = ±1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Запишем в явном виде условие локальной инвариантности (7) метрической функ-
ции (3) относительно (n+ 2)(n+ 3)/2-мерной группы движений:

2[p(i, j)e2x
n+1

i +2xn+1

j + 2ε(Xn+1(i)−Xn+1(j)) sh 2(x
n+1
i − xn+1

j )]
∂f(i, j)

∂θ
+

+W (i)
∂f(i, j)

∂wi

+W (j)
∂f(i, j)

∂wj

= 0, (11)

где

p(i, j) = ε1(x
1
i − x1

j)(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x
n
i − xn

j )(Xn(i)−Xn(j))+

+ϑ(i, j)(Xn+1(i) +Xn+1(j)). (12)

Заметим, что выражение (11) выполняется тождественно по координатам точек i
и j из некоторых окрестностей U(i) и U(j), причем U(i) ∪ U(j) ⊂ U(k), где U(k) —
координатная окрестность. Ниже доказываются леммы для тождества (11) из пред-
положения аналитичности в U(i) × U(j) входящих в него функций. Эти же леммы
справедливы также и из предположения принадлежности входящих в тождество (11)
функций классу C3 в U(i)×U(j). При доказательстве лемм полагаем m = 1, . . . , n+1,
k, s, l = 1, . . . , n.

Лемма 1. В тождестве (11) во всех точках некоторых окрестностей U(i)
и U(j)

p(i, j)e2x
n+1

i +2xn+1

j + 2ε(Xn+1(i)−Xn+1(j)) sh 2(x
n+1
i − xn+1

j ) 6= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть в некоторых окрестностях U(i)
и U(j) (либо в их открытых подмножествах) выполняется равенство

p(i, j)e2x
n+1

i +2xn+1

j + 2ε(Xn+1(i)−Xn+1(j)) sh 2(x
n+1
i − xn+1

j ) = 0. (13)

Дифференцируя это равенство по переменной wi, а результат по переменным
x1
j , . . . , x

n+1
j , будем иметь X ′

1w = 0, . . . , X ′

(n+1)w = 0, следовательно, Xm = Xm(x
1, . . . ,

xn+1). В результате выражение (13) превращается в функциональное уравнение на
операторы алгебры Ли группы движений (n+ 1)-мерной геометрии локально макси-
мальной подвижности с метрической функцией (4). Размерность этой группы дви-
жений (n + 1)(n + 2)/2. Тогда произвольный оператор линейно выражается через
(n+ 1)(n+ 2)/2 базисных операторов.

Запишем теперь тождество (11) с учетом (13):

W (i)
∂f(i, j)

∂wi

+W (j)
∂f(i, j)

∂wj

= 0. (14)
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Пусть сначала W = 0. Тогда произвольный оператор алгебры Ли группы дви-
жений геометрии с метрической функцией (3) является линейной комбинацией
(n + 1)(n + 2)/2 базисных операторов, а должно быть (n + 2)(n + 3)/2. Противо-
речие.

Пусть теперь W 6= 0. Тогда от выражения (14) переходим к тождеству

W (i)

W (j)
= ϕ(θ, wi, wj), (15)

для чего левую и правую части делим на произведение W (j)∂f(i,j)
∂wi

и вводим обозна-

чение ϕ(θ, wi, wj) = −∂f(i,j)
∂wj

/∂f(i,j)
∂wi

.

Дифференцируем (15) по xl
i и по xl

j:

W ′

xl(i)

W (j)
= 2εl(x

l
i − xl

j)e
2xn+1

i +2xn+1

j ϕθ, −
W (i)W ′

xl(j)

W 2(j)
= −2εl(x

l
i − xl

j)e
2xn+1

i +2xn+1

j ϕθ,

затем складываем результаты и разделяем переменные:

W ′

xl(i)

W (i)
=

W ′

xl(j)

W (j)
= αl = const.

Таким образом, получаем W ′

xl = αlW. После интегрирования имеем

W = c(w, xn+1)eα1x
1+···+αnx

n

6= 0.

Полученное подставляем в (15):

eα1u
1+···+αnu

n

= ϕ(θ, wi, wj)c(wj, x
n+1
j )/c(wi, x

n+1
i ), ul = xl

i − xl
j.

Нетрудно доказать, что αk = 0. Тогда W = c(w, xn+1). Найденное подставляем
снова в (15) и дифференцируем по xn+1

i и по xn+1
j , после чего результаты складываем

и вычитаем:
W (j)W ′

xn+1(i)−W (i)W ′

xn+1(j)

W 2(j)
= 4ϑe2x

n+1

i +2xn+1

j ϕθ,

W (j)W ′

xn+1(i) +W (i)W ′

xn+1(j)

W 2(j)
= 8ε sh 2(xn+1

i − xn+1
j )ϕθ.

Выражая из первого равенства ϕθ и подставляя во второе, имеем

8ε sh 2(xn+1
i − xn+1

j )
W (j)W ′

xn+1(i)−W (i)W ′

xn+1(j)

W 2(j)
=

= 4ϑe2x
n+1

i +2xn+1

j
W (j)W ′

xn+1(i) +W (i)W ′

xn+1(j)

W 2(j)
.

Дифференцируя последнее равенство по ϑ, учитывая W = c(w, xn+1), получаем

4e2x
n+1

i +2xn+1

j
W (j)W ′

xn+1(i) +W (i)W ′

xn+1(j)

W 2(j)
= 0,

следовательно, приходим к тождественному равенству

W ′

xn+1(i)

W (i)
+

W ′

xn+1(j)

W (j)
= 0.
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После разделения переменных имеем W ′

xn+1 = 0. Тогда W = c(w). Подставляя
найденное в (14), имеем

c(wi)
∂f(i, j)

∂wi

+ c(wj)
∂f(i, j)

∂wj

= 0.

Вводим замену:
∫

dw/c(w) = w. Тогда в новых координатах W = 1.
Таким образом, произвольный оператор алгебры Ли группы движений

(n+ 1)-мерной геометрии локальной максимальной подвижности с метрической
функцией (4) является линейной комбинацией (n + 1)(n + 2)/2 + 1 базисных опе-
раторов, которых должно быть (n+2)(n+3)/2. Противоречие. �

Лемма 2. В тождестве (11) во всех точках некоторых окрестностей U(i)
и U(j) справедливо неравенство W 6= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть в некоторых окрестностях U(i)
и U(j) (либо в их открытых подмножествах) в тождестве (11) W = 0. Тогда из

леммы 1 следует
∂f(i, j)

∂θ
= 0, что противоречит условию невырожденности (5) мет-

рической функции (3). �

Лемма 3. В тождестве (11) для функции W (x1, . . . , xn+1, w) во всех точках
некоторых окрестностей U(i) и U(j) справедливо неравенство

(

∂W

∂x1

)2

+ · · ·+

(

∂W

∂xn+1

)2

6= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть в некоторых окрестностях U(i)
и U(j) (либо в их открытых подмножествах)

(

∂W

∂x1

)2

+ · · ·+

(

∂W

∂xn+1

)2

= 0,

поэтому W = W (w) 6= 0. Тогда в (11) осуществляем замену координат:

∫

dw

W (w)
= w.

Очевидно, в новых координатах W (w) = 1. В результате (11) примет вид

2[p(i, j)e2x
n+1

i +2xn+1

j + 2ε(Xn+1(i)−Xn+1(j)) sh 2(x
n+1
i − xn+1

j )]
∂f(i, j)

∂θ
+

+
∂f(i, j)

∂wi

+
∂f(i, j)

∂wj

= 0.

Деля последнее тождество на ненулевую производную
∂f(i, j)

∂θ
e2x

n+1

i +2xn+1

j , полу-

чаем функциональное уравнение

ε1(x
1
i − x1

j)(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x
n
i − xn

j )(Xn(i)−Xn(j))+

+ϑ(i, j)(Xn+1(i) +Xn+1(j))+

+ε(Xn+1(i)−Xn+1(j))(e
−4xn+1

j − e−4xn+1

i ) = φ(θ, xn+1
i , xn+1

j , wi, wj), (16)
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где

φ(θ, xn+1
i , xn+1

j , wi, wj) = −
(∂f(i, j)

∂wi

+
∂f(i, j)

∂wj

)

/2
∂f(i, j)

∂θ
e2x

n+1

i +2xn+1

j .

Затем решаем уравнение (16) методом, описанным подробно при доказательстве
леммы 1. Так, тождество (16) дифференцируем по xl

i, по xl
j:







































εl(Xl(i)Xl(j)) + ε1(x
1
i − x1

j)X1xl(i)+· · ·+εn(x
n
i − xn

j )Xnxl(i) + 2εl(x
l
i−xl

j)×

×(Xn+1(i) +Xn+1(j)) + ϑX(n+1)xl(i) + εX(n+1)xl(i)(e−4xn+1

j −e−4xn+1

i )=

= 2εl(x
l
i − xl

j)φθ(θ, x
n+1
i , xn+1

j , wi, wj)e
2xn+1

i +2xn+1

j ,

εl(Xl(i)−Xl(j)) + ε1(x
1
i − x1

j)X1xl(j) + · · ·+ εn(x
n
i − xn

j )Xnxl(j)+

+2εl(x
l
i−xl

j)(Xn+1(i) +Xn+1(j))−ϑX(n+1)xl(j) + εX(n+1)xl(j)×

×(e−4xn+1

j − e−4xn+1

i ) = 2εl(x
l
i − xl

j)φθ(θ, x
n+1
i , xn+1

j , wi, wj)e
2xn+1

i +2xn+1

j .

(17)

Далее, из первого уравнения вычитаем второе:

ε1(x
1
i − x1

j)(X1xl(i)−X1xl(j)) + · · ·+ εn(x
n
i − xn

j )(Xnxl(i)−Xnxl(j))+

+ϑ(X(n+1)xl(i) +X(n+1)xl(j)) + ε(X(n+1)xl(i)−X(n+1)xl(j))(e−4xn+1

j − e−4xn+1

i ) = 0.

Теперь полученное дифференцируем дважды в следующем порядке: по xk
i и xs

j;

xk
i и wj; x

k
i и xn+1

j :






























−εkXkxlxs(j)− εsXsxlxk(i) + 2εk(x
k
i − xk

j )X(n+1)xlxs(j)−

−2εs(x
s
i − xs

j)X(n+1)xlxk(i) = 0, k 6= s,

Xkxlxk(j) +Xkxlxk(i) + 2(xk
i − xk

j )(X(n+1)xlxk(i)−X(n+1)xlxk(j))+

+2(X(n+1)xl(i) +X(n+1)xl(j)) = 0,

Xkxlw(j) + 2(xk
i − xk

j )X(n+1)xlw(j) = 0,

(18)

εkXkxlxn+1(j) + 2εk(x
k
i − xk

j )X(n+1)xlxn+1(j)− 4εX(n+1)xlxk(i)e−4xn+1

j = 0.

Дифференцируя третье уравнение системы (18) по xk
i , получаем Xkxlw = 0,

X(n+1)xlw = 0. Дифференцируя первое уравнение системы (18) по xk
i и по xm

j , а

второе уравнение по xk
i и по xk

j , затем разделяем переменные: X(n+1)xlxsxm = 0. Чет-

вертое уравнение системы (18) дифференцируем по xk
i и учитываем предыдущее:

X(n+1)xlxn+1 = 0, X(n+1)xlxk = alk = akl = const, Xkxlxn+1 = 4εεkalke
−4xn+1

. Из предыду-
щего следует X(n+1)xl = al1x

1 + · · · + alnx
n + pl, alk, pl = const. С учетом найденного

первое и второе уравнения системы (18) принимают вид

−εkXkxlxs(j)− εsXsxlxk(i)− 2εsx
s
ialk + 2εkx

k
i als − 2εkx

k
jals + 2εsx

s
jalk = 0, k 6= s;

Xkxlxk(j) +Xkxlxk(i) + 2(al1x
1
i + · · ·+ alnx

n
i + al1x

1
j + · · · alnx

n
j + 2pl) = 0.

Разделяя переменные, имеем

Xkxlxs = −2xkals + 2εsεkx
salk + εkckls, ckls = cksl = −cslk = const, k 6= s;

Xkxlxk = −2(al1x
1 + · · ·+ alnx

n + pl).

Легко проверить ckls = −cslk = −cskl = clks = clsk = −cksl, с другой стороны,
ckls = cksl, поэтому ckls = 0. Тогда имеем

Xkxlxs = −2xkals + 2εkεsx
salk, k 6= s, Xkxlxk = −2(al1x

1 + · · ·+ alnx
n + pl),

❒),.3),+0) ✷✺✸
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Xkxlw = 0, Xkxlxn+1 = 4εεkalke
−4xn+1

, alk = akl.

Интегрируем полученное:

Xk = Xk(x)− εεk(ak1x
1 + · · ·+ aknx

n)e−4xn+1

+ Ak(x
n+1, w),

Xn+1 = Xn+1(x) + p1x
1 + · · ·+ pnx

n +B(xn+1, w), x = (x1, . . . , xn).

Найденное подставляем в (17) и умножаем на εk(x
k
i − xk

j ) и из него вычитаем
равенство, полученное из (17) переобозначением индекса l → k и умноженное на
εl(x

l
i − xl

j), причем k 6= l, после чего сравниваем коэффициенты перед степенями xk.
Тогда будем иметь Ak, B = const. В итоге получаем произвольный оператор алгебры
Ли группы движений, зависящий от n(n + 5)/2 + 1 постоянных akl, pl, Ak, B, среди
которых независимых ω 6 n(n+5)/2+1. Придавая этим постоянным значения 0 и 1,
получаем базис, состоящий из ω+1 < (n+2)(n+3)/2 операторов. Противоречие. �

Функциональное уравнение (11) удобно переписать в виде

ε1(x
1
i − x1

j)(X1(i)−X1(j)) + · · ·+ εn(x
n
i − xn

j )(Xn(i)−Xn(j))+

+[ε1(x
1
i − x1

j)
2 + · · ·+ εn(x

n
i − xn

j )
2](Xn+1(i) +Xn+1(j))−

−ε(Xn+1(i)−Xn+1(j))(e
−4xn+1

i − e−4xn+1

j )+

+W (i)F1e
−2xn+1

i −2xn+1

j +W (j)F2e
−2xn+1

i −2xn+1

j = 0, (19)

где введены обозначения

F1(θ, wi, wj) =
∂f(i, j)

∂wi

/2
∂f(i, j)

∂θ
, F2(θ, wi, wj) =

∂f(i, j)

∂wj

/2
∂f(i, j)

∂θ
. (20)

Из аналитичности и отличия от нуля функции (3) в U(i)×U(j), очевидно, следу-
ют аналитичность функций (20) и справедливость неравенств F1 6= 0, F2 6= 0. Тогда
имеем разложение в ряд Тейлора [5, гл. 11]:

{

F1(θ, wi, wj) = f1(wi, wj) +D1(f1)(wi, wj)θ +
1
2
D1,1(f1)(wi, wj)θ

2 + · · · ,

F2(θ, wi, wj) = f2(wi, wj) +D1(f2)(wi, wj)θ +
1
2
D1,1(f2)(wi, wj)θ

2 + · · · ,
(21)

где, например, f1(wi, wj) = F1(0, wi, wj), D1(f1)(wi, wj) =
∂F1(θ, wi, wj)

∂θ

∣

∣

∣

θ=0
,

f2(wi, wj) = F2(0, wi, wj), D1(f2)(wi, wj) =
∂F2(θ, wi, wj)

∂θ

∣

∣

∣

θ=0
.

Разложения (8) и (21) подставляем в тождество (19) и сравниваем коэффициенты
слева и справа перед одинаковыми степенями произведений переменных x1

i , . . . , x
n+1
i ,

x1
j , . . . , x

n+1
j . Эта задача существенно упрощается с применением математического

пакета программ MAPLE 17 [6, гл. 8].
Из леммы 2 вытекает, что в последовательности D1(W )(w), D2(W )(w), . . .,

Dn+1(W )(w), D11(W )(w), D12(W )(w), . . . есть хотя бы один ненулевой член. Срав-
нивая ряды, имеем

Dα1α2···
(W )(wi)Dγ1γ2···(f1)(wi, wj) = 0, Dα1α2···

(W )(wj)Dγ1γ2···(f2)(wi, wj) = 0,

Dα1α2···
(W )(wi)(f1(wi, wj) + 2εD1(f1)(wi, wj)) = 0,

Dα1α2···
(W )(wj)(f2(wi, wj) + 2εD1(f2)(wi, wj)) = 0,

✷✺✹ ❮%(@);A ,'B.C
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где αk = 1, . . . , n+ 1, k = 1, 2, . . ., γl = 1, l = 2, 3, . . . Тогда

Dγ1γ2···(f1)(wi, wj) = Dγ1γ2···(f2)(wi, wj) = 0,

f1(wi, wj) = −2εD1(f1)(wi, wj), f2(wi, wj) = −2εD1(f2)(wi, wj).

Из разложения в ряд Тейлора равенства (19) выделяем еще следующие выраже-
ния:

Dα1α2···
(W )(wi)D1(f1)(wi, wj) = pα1α2···

(wi),

Dα1α2···
(W )(wj)D1(f2)(wi, wj) = pα1α2···

(wj),

где αl = 1, . . . , n + 1, l = 1, 2, . . . Дифференцируя первую группу выражений по wj,
а вторую по wi, имеем

Dα1α2···
(wi)

∂D1(f1)(wi, wj)

∂wj

= 0, Dα1α2···
(wj)

∂D1(f2)(wi, wj)

∂wi

= 0.

Следовательно,
∂D1(f1)(wi, wj)

∂wj

= 0,
∂D1(f2)(wi, wj)

∂wi

= 0. Интегрируя найденное

и возвращаясь в предыдущее, получаем D1(f1)(wi, wj) = D1(f1)(wi), D1(f2)(wi, wj) =
= D1(f2)(wj), D1(f1)(w) = D1(f2)(w) 6= 0.

С учетом полученного из (20) и (21) будем иметь

F1(θ, wi, wj) = D1(f1)(wi)(θ − 2ε), F2(θ, wi, wj) = D1(f1)(wj)(θ − 2ε),

откуда следует

1

D1(f1)(wi)

∂f

∂wi

= 2(θ − 2ε)
∂f

∂θ
,

1

D1(f1)(wj)

∂f

∂wj

= 2(θ − 2ε)
∂f

∂θ
. (22)

Интегрируя систему (22), получаем f(i, j) = ϕ((θ − 2ε)eK(wi)+K(wj)), где
K(w) = 2

∫

D1(f1)(w)dw, или

f(i, j) = ϕ([ε1(x
1
i − x1

j)
2 + · · ·+ εn(x

n
i − xn

j )
2+

+εe−4xn+1

i + εe−4xn+1

j − 2εe−2xn+1

i e−2xn+1

j ]eK(wi)+K(wj)+2xn+1

i +2xn+1

j ).

Переходя к новым координатам e−2xn+1

→ xn+1, K(w) + 2xn+1 → w и используя
преобразование ϕ−1(f) → f , получаем метрическую функцию (10).

Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Вышепоставленная задача об аналитическом вложении геометрии с метрической
функцией (4) полностью решена. Аналогично поставленная задача об аналитическом
вложении геометрии с метрической функцией (10) также решена [7]. Актуальна по-
становка задачи и ее решение об аналитическом вложении (n+1)-мерной геометрии
с метрической функцией

g(i, j) = x1
ix

1
j + · · ·+ xn

i x
n
j + xn+1

i xn+1
j .
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В таком случае ищутся все (n + 2)-мерные геометрии локальной максимальной по-
движности с метрическими функциями вида

f(i, j) = χ(x1
ix

1
j + · · ·+ xn

i x
n
j + xn+1

i xn+1
j , wi, wj).

Очевидно, одной из таких геометрий является геометрия, задаваемая функцией

f(i, j) = x1
ix

1
j + · · ·+ xn

i x
n
j + xn+1

i xn+1
j + wiwj.
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In mathematical studies, the geometries of maximum mobility are important. Examples of such

geometries are Euclidean, pseudo-Euclidean, Lobachevsky, symplectic and so on. There is no

complete classification of such geometries. They are distinguished as the geometries of the max-

imum mobility in general, for example, the geometries from the Thurston list, and the geometries

of the local maximum mobility. V. A. Kyrov developed a method for classifying the geometries of

local maximum mobility, called the method of embedding. The primary purpose of this paper is to
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find the metric functions of geometries of dimension n+ 2 that admit (n+ 2)(n+ 3)/2 -parametric
group of motions, and as an argument contain the metric function

g(i, j) =
ε1(x

1
i − x1

j )
2 + · · ·+ εn(x

n
i − xn

j )
2 + ε((xn+1

i )2 + (xn+1

j )2)

xn+1

i xn+1

j

of (n+1)-dimensional geometry of constant curvature on a pseudosphere. In solving this problem,
a functional equation of a special form is written due to the requirement for the existence of a
group of motions of dimension (n+2)(n+3)/2, that is, of a group of transformations that preserve
the metric function. When solving this problem with the requirement that a group of motions of
dimension (n + 2)(n + 3)/2 exists, a functional equation of a special form can be written for this
function. This functional equation is solved analytically, that is, all the functions are represented
as Taylor series, then the coefficients in the expansions are compared. The result of solving this
problem is the geometry of maximum mobility with the metric function

f(i, j) = [ε1(x
1
i − x1

j )
2 + · · ·+ εn(x

n
i − xn

j )
2 + ε(xn+1

i − xn+1

j )2]e2wi+2wj .

The embedding method is also applicable to other geometries of local maximum mobility, which

gives us the hope of constructing a complete classification of such geometries.

Keywords: geometry of maximum mobility, functional equation, differential equation, metric func-

tion, group of motions.
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