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В статье даются необходимые и достаточные условия классического решения для

однородного волнового уравнения с суммируемым потенциалом, закрепленными кон-

цами и нулевой начальной скоростью. Используя метод Фурье с приемом Крылова

по улучшению скорости сходимости рядов, удается получить аналог формулы Да-

ламбера, представимого в виде ряда, сходящегося с экспоненциальной скоростью.

Результаты статьи являются существенным усилением аналогичных итогов, полученных

нами в 2016 г. Предложенный новый метод, базирующийся на применении расхо-

дящихся рядов в понимании Эйлера, обладает большой экономичностью в использовании

известных математических фактов. Тем самым открывается перспектива существенного

продвижения в исследовании и других граничных задач для уравнений в частных произ-

водных.
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Рассмотрим смешанную задачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′
t(x, 0) = 0. (3)

Cчитаем, что q(x), ϕ(x) комплекснозначны, причем q(x) ∈ L[0, 1]. Будут по-
лучены необходимые и достаточные условия для классического решения. Тем самым
существенно усилены результаты из [1].

Классическим решением называется функция u(x, t), непрерывная и непрерывно
дифференцируемая по x и t, причем ux(x, t) (ut(x, t)) абсолютно непрерывна по x

(по t), удовлетворяющая почти всюду (1) и условиям (2) и (3). Тем самым необхо-
димыми условиями существования такого решения являются следующие условия на
ϕ(x): ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны, причем ϕ(0) = ϕ(1) = 0. В [1] показано,
что при дополнительном условии

Lϕ = −ϕ′′(x) + q(x)ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1), (4)

❝©  !"#"$ ➚✳ '✳✱ ✷✵✶✾



➚✳ "✳ #$%&%'✳ ❰ )*+,,-./,)%& $/0/1-- ,&/0+11%2 3+4+.-

эти условия являются достаточными для классического решения. Теперь мы убираем
условие (4) и тем самым получаем необходимые и достаточные условия такого
решения. Применяем метод Фурье. Традиционное его применение связано с дважды
почленно дифференцированием формального решения, приводящим к завышенным
требованиям гладкости на ϕ(x), которые не вытекают из самой сущности задачи (1)–
(3). Мы, как и в [2], отказываемся от такого традиционного подхода, привлекая
рекомендации А. Н. Крылова об ускорении сходимости рядов (см. [3, гл. VI]). В [2]
В. А. Чернятин впервые успешно изучил задачу (1)–(3), в случае q(x) вещественной
и непрерывной, получил необходимые и достаточные условия существования
классического решения задачи (1)–(3), когда уравнение (1) удовлетворяется всю-
ду. Эти условия таковы: ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0. У нас
теперь из-за условия q(x) ∈ L[0, 1] уравнение (1) удовлетворяется почти всюду, что
сильно усложняет исследование классического решения задачи (1)–(3). Далее мы,
в отличие от [2], применяем резольвентный подход, связанный с методом Коши–
Пуанкаре контурного интегрирования резольвенты оператора Штурма–Лиувилля по
спектральному параметру, к которому приходим в задаче (1)–(3), когда используем
метод Фурье. Он имеет большие преимущества по сравнению с методом из [2],
так как теперь не требуются уточненные асимптотики собственных значений и
собственных функций, и это сильно упрощает доказательства. Впервые такой подход
был применен в [4, 5] и в дальнейшем систематически использовался. Формальное
решение по методу Фурье, как и в [4,5], берем в виде

u(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλϕ) cos ρt dλ, (5)

где Rλ = (L − λE)−1 — резольвента оператора L: Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),
y(0) = y(1) = 0, λ — спектральный параметр, E — единичный оператор, λ = ρ2,
Reρ > 0, γn — образ в λ — плоскости окружности γ̃n={ρ | |ρ − nπ| = δ}, δ > 0 и
достаточно мало, r > 0 достаточно велико и фиксировано, n0 — такой номер, что
при n > n0 внутри γn находится по одному собственному значению оператора L и
все γn при n > n0 находятся вне |λ| = r.

В статье существенно используются расходящиеся ряды в понимании Эйлера
(см. [6, с. 100–101]). Проводя формально обычные действия с такими рядами, как
то: почленное умножение на константы, почленное сложение конечного числа ря-
дов, разбиение ряда на сумму конечного числа рядов, замены отдельных рядов их
суммами в случае сложения рядов, перестановки рядов и интегралов и т. п., мы в
итоге получаем новые ряды или конечные выражения. Затем уже строго устанав-
ливаем нужные нам свойства таких рядов или выражений и получаем ответы на
интересующие нас вопросы. В итоге это сулит большие выгоды в выборе необхо-
димых фактов для получения наших результатов и облегчаются сами доказатель-
ства, поскольку дело сводится к установлению справедливости отдельных формул,
что является зачастую и не таким уж сложным делом. Наша статья подтверждает
полезность этих действий. Отметим, что такая схема работы с расходящимися ря-
дами намечена нами в [7].

1. Здесь будем проводить нестрогие преобразования (5), используя рекомендации
А. Н. Крылова и расходящиеся ряды, причем при назначении сумм расходящихся
рядов ориентируемся и на задачу, получаемую из (1)–(3), при замене уравнения (1)
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на неоднородное уравнение

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t). (6)

В этом случае формальное решение (5) приобретает вид [7]:

u(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn







[

(Rλϕ) cos ρt+

∫ t

0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]

dλ,

где Rλ(f(·, τ)) означает, что Rλ применяется к f(x, τ) по x. В этих нестрогих рассуж-
дениях считаем, что ϕ(x) и q(x) не выходят за рамки L[0, 1], а f(x, t) из L[QT ], где
QT = [0, 1]× [0, T ] при любом T > 0. Итак, берем ряд (5). Представляем его в виде

u(x, t) = u01(x, t) + u1(x, t), (7)

где u01(x, t) есть (5) и Rλ заменено на R0
λ = (L0 − λE)−1, L0 есть оператор L при

q(x) = 0.
По теореме вычетов имеем

u01(x, t) = 2
∞
∑

n=1

(ϕ, sinnπξ) sinnπx cosnπt, (8)

где (f, g) =
1
∫

0

f(x)g(x) dx. Очевидно ряд (8) легко преобразуется к виду

u01(x, t) = Σ+ + Σ−, (9)

где Σ± =
∞
∑

n=1

(ϕ, sinnπξ) sinnπ(x ± t). Ряд 2
∞
∑

n=1

(ϕ, sinnπξ) sinnπη есть ряд Фурье

функции ϕ(x) ∈ L[0, 1] и в случае его сходимости имеет сумму ϕ̃(η) при всех
η ∈ (−∞,∞), где ϕ̃(η) 2-периодическая, нечетная и ϕ̃(η) = ϕ(η) при η ∈ [0, 1].
Поэтому в случае расходимости рядов

∑

± (а в силу примера А. Н. Колмогорова
такие случаи возможны) мы по определению будем считать, что сумма ряда (9)
или (8) есть

u01(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)]. (10)

Правая часть (10) имеет смысл при любых x, t ∈ (−∞,∞) × [0,∞) и поэтому в
данном случае u01(x, t) из (10) будем обозначать a0(x, t). Так как a0(x, t) похожа на
решение задачи (1)–(3) при q(x) = 0, то u1(x, t) похожа на решение задачи:

∂2u1(x, t)

∂t2
=

∂2u1(x, t)

∂x2
− q(x)u1(x, t) + f0(x, t), (11)

u1(0, t) = u1(1, t) = 0, (12)

u1(x, 0) = u′
1,t(x, 0) = 0, (13)
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где f0(x, t) = −q(x)a0(x, t). Поэтому от ряда для u1(x, t) из (7) перейдем в силу (6) к
формальному ряду для (11)–(13), т.е. к ряду вида

u1(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn







t
∫

0

Rλ(f0(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ dλ. (14)

Представим теперь ряд (14) в виде

u1(x, t) = u02(x, t) + u2(x, t),

где u02(x, t) есть (14) и Rλ заменено на R0
λ.

По теореме вычетов имеем

u02(x, t) = 2
∞
∑

n=1

t
∫

0

(f0(ξ, τ), sinnπξ)
1

nπ
sinnπx sinnπ(t− τ), dτ. (15)

Используя формулу

x
∫

0

sinnπη dη =
1

nπ
[1− cosnπx],

получим, что u02(x, t) из (15) есть

u02(x, t) =
∞
∑

n=1

t
∫

0

(f0(ξ, τ), sinnπξ)

x+t−τ
∫

x−t+τ

sinnπη dη =

=
1

2

t
∫

0

dτ

x+t−τ
∫

x−t+τ

∞
∑

1

(f0(ξ, τ), sinnπξ) sinnπη dη =
1

2

t
∫

0

dτ

x+t−τ
∫

x−t+τ

f̃0(η, τ) dη,

где f̃0(η, τ) нечетна и 2-периодична по η и f̃0(η, τ) = f0(η, τ), η ∈ [0, 1].
Рассуждаем как и выше. Функция u02(x, t) в силу (14) похожа на решение за-

дачи (11)–(13), где вместо f0(x, t) теперь берется f1(x, t) = −q(x)a1(x, t) и

a1(x, t) =
1

2

t
∫

0

dτ

x+t−τ
∫

x−t+τ

f̃0(η, τ) dη,

и продолжаем этот процесс до бесконечности.

В итоге от ряда (5) приходим к ряду: A(x, t) =
∞
∑

n=0

an(x, t), где a0(x, t) определена

выше,

an(x, t) =
1

2

t
∫

0

dτ

x+t−τ
∫

x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη, n > 1

и fn(x, t) = −q(x)an(x, t).
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2. Приступаем к строгим рассуждениям. Рассматриваем задачу (1)–(3). Ранее
отмечалось, что для классического решения необходимо считать, что ϕ(x), ϕ′(x)
абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0. Теперь считаем, что ϕ(x) удов-
летворяет этим требованиям. Привлекаем ряд A(x, t). Леммы 1–5 легко следуют
из соответствующих фактов из [8] (см. также [9]).

Лемма 1. Пусть T — произвольное положительное число, m — наименьшее
натуральное число, такое что T 6 m. Тогда

‖ an(x, t) ‖C[QT ]6 M1

(

M2

2

)n−1
T n−1

(n− 1)!
(n ∈ N),

где M1 =‖ a1(x, t) ‖C[QT ], M2 = (2m+1) ‖ q ‖1 (‖ · ‖1 — норма в L[0, 1]). Кроме того,
M1 6 CT ‖ ϕ ‖1 и постоянная T не зависит от ϕ(x). Здесь QT = [0, 1]× [0, T ].

Следствие 1. Ряд A1(x, t) =
∞
∑

n=1

an(x, t) сходится абсолютно и равномерно в QT

с экспоненциальной скоростью.

Лемма 2. Функция a0(x, t) непрерывна и непрерывно дифференцируема по x и
t ∈ (−∞,∞)× [0,∞), ее производная a′0x(x, t) (a′0t(x, t)) абсолютно непрерывна по
x (по t), удовлетворяет уравнению

∂2a0(x, t)

∂t2
=

∂2a0(x, t)

∂x2

почти всюду и выполняются условия

a0(0, t) = a0(1, t) = 0, a0(x, 0) = ϕ̃(x), a′0t(x, 0) = 0.

Следствие 2. При x ∈ [0, 1] функция a0(x, t) является классическим решением

задачи (1)–(3) при q(x) = 0, причем ∂2a0(x,t)
∂t2

∈ L[QT ] при любом T > 0.

Лемма 3. Функция a1(x, t) непрерывно дифференцируема по x и t, причем

∂a1(x, t)

∂t
= J11(x, t) + J21(x, t),

∂a2(x, t)

∂x
= J11(x, t)− J21(x, t),

где J11(x, t) = 1
2

x+t
∫

x

f0(ξ, x + t − ξ) dξ, J21(x, t) = 1
2

x
∫

x−t

f0(ξ, ξ − x + t) dξ, f0(x, t) =

= −q(x)a0(x, t) (здесь и в дальнейшем q(x) четное, 2-периодическое продолжение
на всю ось функции q(x) из задачи (1)–(3), J11(x, t) и J21(x, t) непрерывны по x

и t).

Лемма 4. При фиксированном x функции J11(x, t) и J21(x, t) абсолютно не-
прерывны по t, и почти при всех t ∈ [0,∞] справедливы формулы

2
∂J11(x, t)

∂t
= −

[

q(x+ t)a0(x+ t, 0) +

∫ x+t

x

q(ξ)a′0t(ξ, x+ t− ξ) dξ

]

,

2
∂J21(x, t)

∂t
= −

[

q(x− t)a0(x− t, 0) +

∫ x

x−t

q(ξ)a′0t(ξ, ξ − x+ t) dξ

]

,
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причем правые части конечны, если конечны

∂

∂ξ

∫ ξ

0

q(τ) dτ,
∂

∂ξ

∫ ξ

0

|q(τ)| dτ (16)

при ξ = x+ t, x− t.

Лемма 5. При фиксированном t функции J11(x, t) и J21(x, t) абсолютно не-
прерывны по x, и почти при всех x ∈ (−∞,∞) справедливы формулы

2
∂J11(x, t)

∂x
= −

[

q(x+ t)a0(x+ t, 0)− q(x)a0(x, t) +

∫ x+t

x

q(ξ)a′0t(ξ, x+ t− ξ) dξ

]

,

2
∂J21(x, t)

∂x
= −

[

q(x)a0(x, t)− q(x− t)a0(x− t, 0)−

∫ x

x−t

q(ξ)a′0t(ξ, ξ − x+ t) dξ

]

,

причем правые части конечны, если конечны (16) при ξ = x, x+ t, x− t.

С помощью лемм 3–5 легко получается

Теорема 1. Функция a1(x, t) непрерывна и непрерывно дифференцируема по x

и t, ее производные a′1x(x, t) (a′1t(x, t)) абсолютно непрерывны по x (t), выпол-
няется уравнение

∂2a1(x, t)

∂t2
=

∂2a1(x, t)

∂x2
− q(x)a0(x, t) (17)

и условия (2), (3) при ϕ(x) = 0, причем (17) имеет место при всех x и t, для

которых конечны (16) при ξ = x, x+ t, x− t. При этом ∂2a1(x,t)
∂t2

∈ L[QT ]

По индукции аналогично теореме 1 получается

Теорема 2. Функция an(x, t) при n > 2 непрерывна и непрерывно дифферен-
цируема по x и t, ее производные a′nx(x, t) (a′nt(x, t)) абсолютно непрерывны по
x (по t), выполняются (2), (3) при ϕ(x) = 0 и почти при всех x, t выполняет-
ся (17), где a1(x, t) заменяется на an(x, t), a0(x, t) на an−1(x, t), причем (17) выпол-

няется при тех же x, t, что и в теореме 1. При этом ∂2an(x,t)
∂t2

∈ L[QT ].

Далее, на основании леммы 1 и теорем 2 и 3 получается

Лемма 6. Функция A(x, t) непрерывна и непрерывно дифференцируема по
x, t ∈ (−∞,∞)× [0,∞), причем имеют место формулы:

∂A(x, t)

∂t
=

∂a0(x, t)

∂t
−

1

2

∫ x+t

x

q(ξ)A(ξ, x+ t− ξ) dξ −
1

2

∫ x

x−t

q(ξ)A(ξ, ξ − x+ t) dξ,

∂A(x, t)

∂x
=

∂a0(x, t)

∂x
−

1

2

∫ x+t

x

q(ξ)A(ξ, x+ t− ξ) dξ +
1

2

∫ x

x−t

q(ξ)A(ξ, ξ − x+ t) dξ.

Приступаем к доказательству основного результата.

Теорема 3. Пусть q(x) ∈ L[0, 1]. Для того, чтобы существовало единственное
классическое решение задачи (1)–(3), необходимо и достаточно, чтобы ϕ(x),
ϕ′(x) были абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0. Это решение дается форму-
лой u(x, t) = A(x, t).

❒+6/&+6-)+ ✷✽✺
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Доказательство. Достаточно доказать лишь достаточность. Обозначим

B1(x, t) =

∫ x+t

x

q(ξ)A(ξ, x+ t− ξ) dξ, B2(x, t) =

∫ x

x−t

q(ξ)A(ξ, ξ − x+ t) dξ.

Аналогично лемме 4 получаем, что B1(x, t), B2(x, t) при фиксированном x абсо-
лютно непрерывны по t и

∂B1(x, t)

∂t
= q(x+ t)A(x+ t, 0) +

∫ x+t

x

q(ξ)A′
t(ξ, x+ t− ξ) dξ, (18)

∂B2(x, t)

∂t
= q(x− t)A(x− t, 0) +

∫ x

x−t

q(ξ)A′
t(ξ, ξ − x+ t) dξ, (19)

причем правые части (18) и (19) конечны, если конечны (16) при ξ = x+ t, x− t.
Аналогично лемме 5 получаем, что B1(x, t) и B2(x, t) при фиксированном t абсо-

лютно непрерывны по x и

∂B1(x, t)

∂x
= q(x+ t)A(x+ t, 0)− q(x)A(x, t) +

∫ x+t

x

q(ξ)A′
t(ξ, x+ t− ξ) dξ, (20)

∂B2(x, t)

∂x
= q(x)A(x, t)− q(x− t)A(x− t, 0) +

∫ x

x−t

q(ξ)A′
t(ξ, ξ − x+ t) dξ, (21)

причем правые части (20) и (21) конечны, если конечны (16) при ξ = x, x− t, x+ t.
Так как

∂A(x, t)

∂t
=

∂a0(x, t)

∂t
−

1

2
B1(x, t)−

1

2
B2(x, t),

∂A(x, t)

∂x
=

∂a0(x, t)

∂x
−

1

2
B1(x, t) +

1

2
B2(x, t),

то
∂A(x, t)

∂t
при фиксированном x абсолютно непрерывна по t и почти всюду по t

справедлива формула

∂2A(x, t)

∂t2
=

∂2a0(x, t)

∂t2
−

1

2

∂B1(x, t)

∂t
−

1

2

∂B2(x, t)

∂t
, (22)

причем она имеет место, если конечны (16) при ξ = x+ t, x− t и конечны ϕ̃′′(x+ t),
ϕ̃′′(x− t).

Наконец, ∂A(x,t)
∂x

при фиксированном t абсолютно непрерывны по x и имеет место
формула

∂2A(x, t)

∂x2
=

∂2a0(x, t)

∂x2
−

1

2

∂B1(x, t)

∂x
+

1

2

∂B2(x, t)

∂x
. (23)

Из (22) и (23) получаем, что A(x, t) удовлетворяет уравнению (1) почти всюду.

Начальные и граничные условия легко проверяются. Так как ∂2a0(x,t)
∂t2

∈ L[QT ], то
получаем классическое решение в классе единственности. �

Отметим еще, что ряд A(x, t) быстросходящийся (экспоненциальная сходимость),
в том числе и в крайнем случае q(x) ∈ L[0, 1]. Достоинство его в том, что он является
явным выражением как классического, так и обобщенного решения задачи (1)–(3).
Мы получаем теперь результаты из [1,7–9] в случае p = 1, не используя ни пример
А. Н. Колмогорова, ни теоремы Карлесона –Ханта и Хаусдорфа–Юнга. Доказатель-
ства являются элементарными, но весьма непростыми и в них используются приемы,
схожие с вышеуказанными для расходящихся рядов.

✷✽✻ ❮%(@);A ,'B.C
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The paper gives necessary and sufficient conditions of classic solution for a homogeneous wave

equation with a summable potential, fixed end-point, and zero initial velocity. With the use of Fouri-

er method and Krylov method of improving series rate convergence an analogue of d’Alembert

formula is derived in the form of exponentially convergent series. The paper essentially supports

and extends the results of our work carried out in 2016. The suggested new method, based on the

use of divergent (in Euler’s sense) series, is very economical in using well-known mathematical

facts. It opens a perspective of considerable advancement in studying other boundary problems

for partial differential equations.
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