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В настоящей работе рассматривается метаэвристический подход с использованием алгоритма дифференциальной эволю-

ции для нахождения эффективной границы при решении задачи портфельной оптимизации для инвестора с невогнутой

функцией полезности, отражающей несимметричное отношение инвестора к потерям и убыткам.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача оптимального портфельного инвестирования может быть сформулирована как задача на-

хождения

x ∈ D :=

{

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn :
n

∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n

}

, (1)

максимизирующего математическое ожидание значения функции полезности:

∫

r∈R

u(r(x))dP (x) → max
x∈D

,

r(x) есть доходность портфеля x, P (x) есть распределение доходности портфеля x.

Обычно предполагается, что предпочтения инвесторов описываются квадратичной или степенной

функцией полезности u, а доходности активов — нормальным распределением. Но так как, ни ха-

рактеристики распределений доходностей активов, ни предпочтения лиц, принимающих решения, не

соответствуют предположениям классической теории Марковица, то возникают разногласия по поводу

того, что такое оптимальное решение. Теория поведенческих финансов приблизилась к определению

более реалистичной модели предпочтения и выбора, а это неизбежно приводит к добавлению новых

ограничений и рассмотрению задач невыпуклой оптимизации.
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Примером такого подхода является теория перспектив D. Kahneman и A. Tversky [1]. В статье [1]

содержится ряд примеров и демонстраций, показывающих, что в условиях лабораторных экспери-

ментов инвесторы и игроки систематически нарушают предсказания теории ожидаемой полезности.

Более того, они предложили новую теорию — теорию перспектив, которая смогла объяснить поведе-

ние людей при принятии решений в условиях риска в тех экспериментах, в которых традиционная

теория ожидаемой полезности потерпела неудачу. Они обнаружили, что при принятии инвестицион-

ных решений инвесторы асимметрично относятся к потерям и выигрышам, а именно переоценивают

либо вероятность, либо величину потерь.

Учет поведенческих аспектов отношения инвестора к потерям приводит к рассмотрению задачи

∫

r∈R

uPT(r(x))dw(P (x)) → max
x∈D

, (2)

где w есть некоторая весовая функция, трансформирующая исходное распределение вероятностей, и

uPT(r) =

{

(r − r0)
α, r ≥ r0

λ(r0 − r)β , r < r0

(3)

r0 — заданный уровень доходности, α, β, λ — положительные константы, характеризующие отношение

инвестора к потерям.

Отметим, что задача (2), (3) не является выпуклой, а функция uPT не дифференцируема в точке r0.

Более того, если ввести ограничение на число активов в портфеле, задача будет иметь неполиномиаль-

ную сложность, а стандартные методы нелинейной оптимизации не могут гарантировать нахождения

ее решения за приемлемое время.

1. АЛГОРИТМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ЭВОЛЮЦИИ

В данном разделе представлено описание алгоритма дифференциальной эволюции, предназначен-

ного для решения задачи (2) с ограничением на доходность портфеля. Обозначим: n — количество

активов в портфеле, xi — доля i-го актива в портфеле, T — количество временных промежутков, rti —

доходность актива i в момент t, pt — вероятность сценария t. Задача, которую мы рассматриваем,

состоит в нахождении x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, максимизирующего

G(x) :=

T
∑

t=1

πtuPT

(

n
∑

i=1

rtixi

)

→ max (4)

при ограничениях






















n
∑

i=1

xi = 1,

1

T

T
∑

t=1

n
∑

i=1

rtixi = d,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

(5)

Числа πt рассчитываются на основе значений pt [2].

Недавнее дополнение к классу эволюционный эвристики является метод дифференциальной эво-

люции, предложенный R. Storn и K. Price [3, 4].

В нашей работе мы используем алгоритм дифференциальной эволюции для решения задачи (4),

(5). Дифференциальная эволюция основана на эволюционном принципе и природном развитии по-

колений. В ходе дифференциальной эволюции создаются поколения из решений, которые постоянно

модифицируются в соответствии с эволюционными принципами, при этом с ростом числа поколений

решения сходятся в некоторую точку пространства решений, которая является глобальным оптиму-

мом.

По историческим данным, на базе которых выполняется алгоритм, вычисляются наибольшее и

наименьшее возможные значения ожидаемой доходности. Полученный отрезок разбивается на S рав-

ных промежутков [Erk, Erk+1], k = 1, . . . , S.

На каждом из отрезков [Erk, Erk+1], k = 1, . . . , S, поиск производится следующим образом: со-

здается популяция P из векторов vi, i = 1, . . . , N , где N — количество особей в исходной популяции.
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Под векторами vi ∈ D понимаются точки n-мерного пространства, в котором определена целевая

функция G(x), которую требуется максимизировать. На каждой итерации алгоритм генерирует новое

поколение векторов (популяцию) случайным образом, комбинируя векторы из предыдущего поко-

ления. Для каждого вектора vi из предыдущего поколения выбирается три различных случайных

вектора va, vb, vc среди векторов предыдущего поколения, не совпадающих с vi, и генерируется

вектор ṽi следующим образом:

ṽi,j = va,j + (F + z1)(vb,j − vc,j + z2),

где ṽi,j , va,j , vb,j , vc,j — j-е компоненты векторов ṽi, va, vb, vc соответственно, F — положи-

тельная действительная константа из интервала [0, 2], управляющая усилением влияния разности

(vb,j − vc,j + z2) на результирующий вектор, z1 и z2 или равны нулю с малыми вероятностями (напри-

мер, 0.0001 и 0.0002 соответственно), или являются нормально распределенными случайными вели-

чинами с математическим ожиданием, равным нулю, и малым стандартным отклонением (например,

0.02). Параметры z1 и z2 есть необязательные параметры алгоритма дифференциальной эволюции,

они необходимы для внесения «шума» в вычисление результирующего вектора, что помогает избежать

попадания в локальные экстремумы.

Для выполнения оценки ṽi и vi преобразуем их в x̃i и xi соответственно следующим образом: все

отрицательные значения исходных векторов заменяем на ноль, а каждый положительный элемент

делим на сумму элементов. Таким образом, условие (1) будет выполнено. Вектор ṽi заменяет vi и

переходит в новое поколение, если выполняются следующие условия:

G(x̃i) > G(xi); G(x̃i) ∈ [Erk, Erk+1].

Описанные стадии метода дифференциальной эволюции повторяются по достижении заданного числа

итераций K. Получившаяся в результате популяция содержит векторы, из которых необходимо вы-

брать «лучший», то есть с наибольшим значением целевой функции, вектор vi, и соответствующий

ему искомый вектор долей активов в портфеле, для которого будет достигаться максимум целевой

функции.

Псевдокод алгоритма максимизации функции полезности с помощью алгоритма дифференциаль-

ной эволюции приведен ниже.

Инициализация популяции P из векторов vi, i = 1, . . . , N;

цикл из K итераций

для каждого vi, i = 1, . . . , N, из матрицы P

выбираем 3 случайных вектора va, vb, vc 6= vi

для каждого компонента j вектора vi

с вероятностью π1 : z1[j] ← N(0, σ1), иначе z1[j] = 0

с вероятностью π2 : z2[j] ← N(0, σ2), иначе z2[j] = 0

u[j] ← U(0, 1)

если u[j] < π

то ṽi[j] ← vi[j]

иначе ṽi[j] = va[j] + (F + z1[j])(vb[j] − vc[j] + z2[j])

для каждой строки ṽp, p = 1, . . . , N, новой матрицы P̃

производим нормализацию ṽp → x̃p, vp → xp

если G(x̃p) > G(xp) и ṽp удовлетворяет критериям отбора

то производим замену vp на ṽp в матрице P

в полученной в результате отбора матрице P ищется строка, для которой

удовлетворяются критерии отбора и Emax = max G(xp)

2. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

В вычислительном эксперименте использовались реальные данные об акциях 86 компаний за

291 промежуток времени, для расчета эффективных портфелей применялся пакет прикладных про-

грамм Matlab. Численность популяции была установлена равной N = 80, а число итераций алгоритма

— K = 1500, число разбиений отрезка S = 30. Для улучшения производительности алгоритма, если

на некотором отрезке [Erk, Erk+1] за 750 итераций не происходит изменения поколения, то итерации

прекращаются, и происходит финальная оценка. Рисунок визуализирует различные характеристики
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эффективных (с точки зрения теории перспектив) портфелей, с коэффициентом неприятия потерь

λ = 3 и ожидаемым уровнем доходности инвестора w0 = 1.004.
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В заключение отметим, что эвристические методы становятся все более популярными по срав-

нению с альтернативными традиционными методами оптимизации. Наличие недетерминированных

элементов дает возможность легче преодолевать локальные минимумы. Кроме того перезапуск алго-

ритма не обязательно приводит к одному и тому же результату, если поиск сходится к локальному

оптимуму в первый раз, то при другом запуске может определиться другой оптимум — в идеале

глобальный. Все эти качества дают возможность использовать эвристические методы для широкого

класса задач.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00175).
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В настоящей работе рассматривается задача портфельной оптимизации с ограничением на кардинальность. Введение

ограничения на максимальное количество активов в портфеле сводит задачу оптимального портфельного инвестирова-

ния к смешанной целочисленной задаче квадратичного программирования. Эффективную границу предлагается найти с

помощью метаэвристического подхода с использованием генетического алгоритма.

Ключевые слова: смешанная целочисленная оптимизация, генетический алгоритм, оптимальное портфельное инвестиро-

вание.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть N — общее число доступных активов; K — необходимое количество активов в выбранном

портфеле; µi — ожидаемая доходность актива i, i = 1, . . . , N ; σij — ковариация между доходностью

от актива i и актива j, i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , N ; ρ — необходимый уровень ожидаемой доходности;

li (li ≥ 0) — нижнее ограничение на размер доли, инвестируемой в актив i, i = 1, . . . , N , если

инвестиции вложены в актив i, и ui (ui ≥ 0) — верхнее ограничение на размер доли, инвестируемой

в актив i, i = 1, . . . , N .

Переменными модели являются xi — доля (0 ≤ xi ≤ 1) от общего объема инвестиций, вложенных

в актив i (i = 1, . . . , N), и переменная δi, равная 1, если актив i (i = 1, . . . , N) включен в портфель,

и равная 0, в противном случае.

Мы рассматриваем следующую модель Марковица с дискретными ограничениями на размер доли,

инвестируемой в актив, и ограничениями на кардинальность: найти минимум квадратичной формы:

N∑

i=1

N∑

j=1

σijxixj (1)

при ограничениях

N∑

i=1

µixi = ρ, (2)

N∑

i=1

xi = 1, (3)
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