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В работе получено необходимое условие экстремума квадратичного функционала с интегралом Стилтьеса для случая, когда

коэффициент при старшей производной может обращаться в нуль на части интервала. Показано, что получаемая матема-

тическая модель обладает свойством невырожденности. Доказано, что разнопорядковая граничная задача, возникающая

как необходимое условие экстремума, занимает «промежуточное» положение между краевыми задачами четвертого и

второго порядков –- пространство решений имеет размерность три.

Ключевые слова: функционал, необходимое условие, интеграл Стилтьеса, производная по мере.

ВВЕДЕНИЕ

В работе получено необходимое условие экстремума функционала:

Φ(u) =

∫ ξ

0

pu′′2

xx

2
dx +

∫ l

ξ

ru′2

x

2
dx +

∫ l

0

u2

2
dQ −

∫ l

0

u dF + γ1
u2(0)

2
+ γ2

u′2(0)

2
+ γ3

u2(l)

2
, (1)

определенного на множестве E абсолютно непрерывных на [0; l] функций, первая производная которых
абсолютно непрерывна на [0, ξ], имеет конечное на [0; ℓ] изменение, вторая квазипроизводная pu′′

xx(x)

является функцией ограниченной на [0, ξ] вариации.
На протяжении всей работы мы предполагаем выполненными следующие условия:
1) p(x), r(x), Q(x) и F (x) имеют конечное на [0; l] изменение;
2) p(x) > 0 на [0; ξ);

3) интеграл
ξ−0∫
0

dt

p(t)
конечен;

4) r(x) > 0 для всех x ∈ (ξ; l];
5) Q(x) — не убывает на [0; l];
6) γi ≥ 0 (i = 1, 2, 3);
7) γ1 + γ2 > 0, γ3 > 0.
Все производные в равенстве (1) понимаются в классическом смысле; вторая — существует почти

всюду (по мере Лебега); мы принимаем следующее соглашение для функции ϕ(x), принадлежащей
BV [0; l] — пространству функций ограниченной на [0; l] вариации: если для некоторой внутренней
точки η отрезка [0; l] справедливо равенство ϕ(η − 0) = ϕ(η + 0), то ϕ(η) равно ϕ(η − 0) (= ϕ(η + 0)),
т. е. ϕ(x) непрерывна в точке η.

Первый и второй интегралы в (1) понимаются по Лебегу, третий и четвертый — по Риману–
Стилтьесу.

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Задача минимизации функционала (1) на множестве E возникает при моделировании малых дефор-
маций механической системы, состоящей из стержня, на левом конце которого имеются две пружины
жесткости γ1 и γ2, реагирующие на смещение и поворот соответственно, а к правому прикреплена

c© Иванникова Т. А., Тимашова Е. В., Шабров С. А., 2013 3
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растянутая струна, правый конец которой имеет упругое закрепление с помощью пружины γ3, когда
(1) описывает потенциальную (полную) энергию системы.

Договоримся под записью γ1 = ∞ подразумевать условие u(0) = 0, а под γ2 = ∞ и γ3 = ∞ —
u′(0) = 0 и u(l) = 0 соответственно.

Продолжим функции p(x) и r(x) на оставшуюся часть [0; l] нулем.
Пусть u(x) дает минимум функционалу Φ(u) на E. Введем в рассмотрение скалярную функцию

ϕ(λ) = Φ(u + λh). У этой функции точка λ = 0 является точкой минимума, поэтому производная
ϕ′(0), если она существует, обязана обращаться в 0. Легко видеть, что ϕ(λ) является квадратичной
относительно λ функцией, поэтому

ϕ′(0) ≡
∫ ℓ

0

pu′′
xxh′′

xx dx +

∫ ℓ

0

ru′
xh′

x dx +

∫ ℓ

0

uh dQ −
∫ ℓ

0

h dF+

+γ1u(0)h(0) + γ2u
′(0)h′(0) + γ3u(l)h(l) = 0 (2)

для любой функции h ∈ E.

На множестве [0; ℓ] \ S(Q) определим функцию α(x) =
∫ x

0
u dQ. Тогда

∫ ℓ

0
uh dQ =

∫ ℓ

0
h dα (на

основании результатов работы [1]) и

∫ ℓ

0

pu′′
xxh′′

xx dx +

∫ ℓ

0

ru′
xh′

x dx +

∫ ℓ

0

h d(α − F ) + γ1u(0)h(0) + γ2u
′
x(0)h′

x(0) + γ3u(l)h(l) = 0.

Третий интеграл в последнем равенстве мы проинтегрируем по частям, что возможно в силу свойств
h(x), α(x) и F (x):

∫ ℓ

0

pu′′
xxh′′

xx dx +

∫ ℓ

0

(ru′
x − α + F )h′

x dx + h(l)(α(l) − F (l)) − h(0)(α(0) − F (0))+

+γ1u(0)h(0) + γ2u
′
x(0)h′

x(0) + γ3u(l)h(l) = 0. (3)

Рассмотрим множество E1 = {u ∈ E|u(x) = 0 для всех x > ξ, h(0) = h′(0) = 0}. Для h ∈ E1

равенство (3) принимает вид

∫ ξ

0

pu′′
xxh′′

xx dx +

∫ ξ

0

(ru′ − α + F )h′ dx = 0.

Вводя функцию β(x) =
∫ x

0
(ru′(s) − α(s) + F (s)) ds и интегрируя по частям интеграл

∫ ξ

0
h′

x dβ,
будем иметь: ∫ ξ

0

(pu′′ − β)h′′ dx + β(ξ − 0)h′(ξ − 0) = 0. (4)

Для дальнейших рассуждений нам понадобится лемма из [2], которую для удобства читателя мы
приведем здесь без доказательства.

Лемма 1 [2]. Пусть A(x) имеет конечное на [0; ξ] изменение. Интеграл
∫ ξ

0
A(x)h′′(x) dx равен

нулю для любой h ∈ E, удовлетворяющей дополнительным условия: h(ξ) = h′(ξ) = 0. Тогда A(x) —

линейная на [0; ξ] функция.

Из леммы мы находим, что pu′′
xx(x) − β(x) = C1 + C2x почти всюду, а так как β(x) и C1 + C2x

абсолютно непрерывны на [0; ξ], то равенство pu′′
xx(x) − β(x) = C1 + C2x превращается на [0; ξ] в

тождество. Из (4) также находим, что C1 + C2ξ + β(ξ − 0) = 0 (так как в качестве h(x) допускаются
функции, для которых h′(ξ − 0) 6= 0). Тогда pu′′

xx(ξ − 0) = 0.
Отсюда мы находим, что pu′′

xx(x) абсолютно непрерывна на всем [0; ℓ], следовательно, интеграл∫ ℓ

0
pu′′

xxh′′
xx dx допускает интегрирование по частям:

∫ ℓ

0

pu′′
xxh′′

xx dx = pu′′
xxh′

x

∣∣∣∣
ℓ

0

−
∫ ℓ

0

(pu′′
xx)

′
x h′

x dx = −pu′′
xx(0)h′

x(0) −
∫ ℓ

0

(pu′′
xx)

′
x h′

x dx,

так как p(l) = 0. Тогда равенство (3) принимает вид

∫ ℓ

0

[
− (pu′′

xx)
′
x + ru′

x − α + F

]
h′

x dx + h(l)(α(l) − F (l)) − h(0)(α(0) − F (0))−
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−pu′′
xx(0)h′

x(0) + γ1u(0)h(0) + γ2u
′
x(0)h′

x(0) + γ3u(l)h(l) = 0 (5)

для любой h ∈ E.
Лемма 2. Пусть A(x) — функция ограниченной вариации и пусть для любой h ∈ E

∫ ℓ

0

Adh = 0.

Тогда A(x) есть константа на (0; ℓ).

Доказательство. Так как h ∈ E, то интеграл
∫ ℓ

0
(A − C) dh равен нулю для любой константы C

и для C∗ =
1

ℓ

∫ ℓ

0
A(s) ds, в частности. Функция h(x) =

∫ x

0
(A(s) − C∗) ds, очевидно, принадлежит E.

Поэтому равенство
∫ ℓ

0
(A − C∗) dh = 0 принимает вид

∫ ℓ

0
(A(s) − C∗)2 ds = 0. Отсюда вытекает, что

равенство A(x) − C∗ = 0 справедливо почти всюду.
Пусть ξ — внутренняя точка, в которой равенство A(x)−C∗ = 0 нарушается. Так как A(x) имеет

конечное на [0; ℓ] изменение, то односторонние пределы A(ξ−0) и A(ξ+0) существуют. Ввиду того что
множество точек, в которых A(x) = C∗ имеет полную меру, найдутся две последовательности {ξ′n} и
{ξ′′n} такие, что для всех n справедливо 1) ξ′n < ξ < ξ′′n; 2) ξ′n → ξ и ξ′′n → ξ; 3) A(ξ′n) = A(ξ′′n) = C∗.

Переходя к пределу при n → ∞ в последнем равенстве будем иметь A(ξ − 0) = A(ξ + 0) = C∗,
т. е. односторонние пределы совпадают, что вместе с принятым соглашением означает непрерывность
A(x) в точке ξ∗. Таким образом, A(x) ≡ C∗ на (0; l). Лемма доказана.

Из (5), на основании леммы 2, мы получаем тождество −(pu′′
xx)′x(x) + ru′(x) − α(x) + F (x) ≡ C

при некоторой постоянной C. Дифференцируя по мере σ, содержащей все особенности системы (см.
[3]), последнее тождество мы придем к уравнению

(pu′′
xx)′′xσ − (ru′

x)′σ + uQ′
σ = F ′

σ.

Так же из (5) мы получаем равенства

−α(0) + F (0) − C + γ1u(0) = 0, −pu′′
xx(0) + γ2u

′
x(0) = 0, α(l) − F (l) + C + γ3u(l) = 0.

Из первого и третьего равенств мы получаем граничные условия (так как (pu′′
xx)′x(0)−α(0)+F (0) = C

и ru′
x(l) − α(l) + F (l) = C):

(pu′′
xx)

′
x (0) + γ1u(0) = 0, ru′

x(l) + γ3u(l) = 0.

Таким образом, доказана теорема.
Теорема. Если u(x) дает минимум функционалу Φ(u) на множестве E, то u(x) принадле-

жит пространству Ẽ ⊂ E функций, вторая квазипроизводная
(
pu0

′′
xµ

)
(x) которых абсолютно

непрерывна на [0; l],
(
pu0

′′
xµ

)′
x
— σ-абсолютно непрерывна на [0; l] и является решением граничной

задачи: 



(pu′′
xx)

′′
xσ − (ru′

x)
′
σ + uQ′

σ = F ′
σ,

(pu′′
xx)

′
x (0) + γ1u(0) = 0,

− (pu′′
xx) (0) + γ2u

′
x(0) = 0,

(ru′
x) (l) + γ3u(l) = 0.

(6)

Изучать полученную систему можно и с позиций теории обобщенных функций, когда все штрихи
означают обобщенное дифференцирование. Однако на этом пути возникает ряд труднопреодолимых
препятствий. Во-первых, возникает проблема умножения обобщенной функции на разрывную, ко-
торая на данный момент не решена. Во-вторых, даже в случае решения первой проблемы, удаётся
установить слабую разрешимость (6). И в-третьих, подход к изучению уравнения (и самой моде-
ли) с позиций теории обобщенных функций не даёт возможности применения качественных методов
анализа (типа теорем Ролля) решения уравнения.

Уравнение в (6) в точке ξ реализуется как условия

u(ξ − 0) = u(ξ + 0), (pu′′
xx)(ξ − 0) = 0, ∆(pu′′

xx)′x(ξ) − ∆(ru′
x)(ξ) + u(ξ)∆Q(ξ) = 0.
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Последнее равенство принимает вид (pu′′
xx)

′
x (ξ − 0) + (ru′

x) (ξ + 0) = 0, если вспомнить, что p(x) ≡ 0

при x > ξ и предположить отсутствие упругой опоры в точке ξ.
Покажем, что модель (6) обладает свойством невырожденности, т. е. однородная задача (при

F (x) ≡ const) имеет только тривиальное решение.
Если это не так, то существует нетривиальное решение u(x). Подставим u(x) в уравнение, умно-

жим полученное тождество на u(x) и проинтегрируем по мере σ по всему [0; ℓ]:

∫ ℓ

0

((pu′′
xx)′′xσ − (ru′

x)′σ + uQ′
σ) u(x) dσ = 0.

Разбивая интеграл на три и интегрируя по частям первый из них дважды, а второй один раз, будем
иметь

(pu′′
xx)′xu(x)|ℓ0 − (pu′′

xx)u′
x(x)|ℓ0 − (ru′

x)u(x)|ℓ0 +

∫ ℓ

0

pu′′2

xx dx +

∫ ℓ

0

ru′2

x dx +

∫ ℓ

0

u2Q′
σ dσ = 0.

В силу граничных условий последнее равенство принимает вид

γ1u
2(0) + γ2u

′2(0) + γ3u
2(l) +

∫ ℓ

0

pu′′2

xx dx +

∫ ℓ

0

ru′2

x dx +

∫ ℓ

0

u2Q′
σ dσ = 0.

В последнем равенстве все слагаемые неотрицательны, поэтому γ1u
2(0) = 0, γ2u

′2(0) = 0, γ3u
2(l) = 0,∫ ℓ

0
pu′′2

xx dx = 0,
∫ ℓ

0
ru′2

x dx = 0 и
∫ ℓ

0
u2Q′

σ dσ = 0. Из первого и второго равенств, содержащих интеграл,
мы находим, что pu′′

xx(x) = 0 и ru′
x(x) = 0 почти всюду на [0; ℓ]. Из первого следует, что u(x) на [0; ξ]

есть линейная функция, из второго — u(x) есть константа на [ξ, l].
В то же время равенство γ3u

2(l) = 0 означает, что u(l) = 0. Отсюда находим, что u(x) ≡ 0 на [ξ, l]

и в силу непрерывности решения u(ξ − 0) = 0.
Из условия γ1 + γ2 > 0 мы находим, что либо γ1u

2(0) = 0, либо γ2u
′2(0) = 0 (либо выполняются

оба равенства). В первом случае мы получим, что линейная на [0; ξ] функция u(x) на концах этого
отрезка принимает нулевые значения, т. е. u(x) ≡ 0 на [0; ξ]. Во втором случае делаем вывод о том,
что u′(x) на [0; ξ] есть нулевая константа, а затем установим тривиальность u(x) на [0; ξ].

Таким образом, u(x) есть нуль на всем [0; ℓ], что противоречит нашему предположению.
Покажем, что рассматриваемая модель занимает «промежуточное» положение между моделями,

которые описываются граничными задачами второго и четвертого порядков соответственно, в следую-
щем смысле: размерность пространства решений однородного уравнения (размерность модели) равна
трем, т. е. существует система из трех линейно независимых решений однородной модели; любые
другие решения могут быть выражены через эти три. Следует отметить, что применить здесь класси-
ческую схему не представляется возможным. В самом деле, если поставить задачу Коши в точке x0

слева от ξ, то решение будет существовать на всем полуинтервале [0; ξ). Используем теперь условия
вклейки в точке ξ. Мы можем подставить начальную задачу в точку ξ + 0. Мы получим решение
на полуинтервале (ξ; ℓ]. Таким образом, мы можем получить решения на всем [0; ℓ]. Однако, ставя
задачу Коши справа от ξ в силу теоремы о существовании единственности, мы получим решение
на полуинтервале (ξ; ℓ], но «перебраться» за точку ξ без соблюдения единственности мы не можем
(u′

x(ξ − 0) не определено).
Далее, для простоты мы рассмотрим случай γi = ∞ (i = 1, 2, 3). Все сказанное справедливо и в

общем случае (при условии невырожденности модели) при небольших изменениях рассуждений.
Введем обозначения: l1u = u(0), l2u = u′(0), l3u = u(ℓ).
Покажем, что существует система линейно независимых функций, удовлетворяющих условию

liϕj = δj
i , где δj

i — символ Кронекера, равный 1, если i = j, и 0 — в противном случае.
На полуинтервале [0; ξ) функции {ϕi(x)}4

i=1 и ϕ∗(x) определим как решения однородного уравне-
ния (pu′′

xx)′′xσ−(ru′
x)′σ+uQ′

σ = 0 и неоднородного уравнения (pu′′
xx)′′xσ−(ru′

x)′σ+uQ′
σ = F ′

σ соответствен-
но, удовлетворяющие начальным условиям ϕi(0) = δ1

i , ϕi
′
x(0) = δ2

i , pϕi
′′
xx(0) = δ3

i , (pϕi
′′
xx)(0) = δ4

i

(i = 1, 2, 3, 4) и ϕ∗(0) = ϕ∗
′
x(0) = pϕ∗

′′
xx(0) = (pϕ∗

′′
xx)′x(0) = 0. Аналогично на (ξ; ℓ] определим функции

{ψj(x)}2
j=1 и ϕ∗(x) как решения однородного −(ru′

x)′σ +uQ′
σ = 0 и −(ru′

x)′σ +uQ′
σ = F ′

σ соответствен-

но, удовлетворяющие начальным условиям ψ
(i−1)
j (0) = δj

i и ϕ∗(i−1)(0) = 0 (i, j = 1, 2). Существование
решений задач Коши обеспечивается соответствующими теоремами.
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Функция

u(x) =





4∑
i=1

αiϕi(x) + ϕ∗(x) при x < ξ,

2∑
j=1

βjψj(x) + ϕ∗(x) при x > ξ
(7)

удовлетворяет краевым условиям u(0) = u′(0) = u(ℓ) = 0 при любых α3, α4 и β2, если только
α1 = α2 = β1 = 0. Остается заметить, что существует единственная тройка чисел (α3, α4, β2) та-
кая, что функция u(x) удовлетворяет остальным трем краевым условиям. В самом деле, для этого
необходимо и достаточно, чтобы α3, α4 и β2 удовлетворяли системе





α3ϕ3(ξ − 0) + α4ϕ4(ξ − 0) + ϕ∗(ξ − 0) = β2ψ2(ξ + 0) + ϕ∗(ξ + 0),

α3(pϕ3
′′
xx)(ξ − 0) + α4(pϕ4

′′
xx)(ξ − 0) + (pϕ∗

′′
xx)(ξ − 0) = 0,

α3(pϕ3
′′
xx)′x(ξ − 0) + α4(pϕ4

′′
xx)′x(ξ − 0) + (pϕ∗

′′
xx)′x(ξ − 0)+

+β2r(ξ + 0)ψ2
′
x(ξ + 0) + r(ξ + 0)ϕ∗′

x(ξ + 0) = 0,

(8)

определитель которой отличен от нуля, так как однородная система (при ϕ∗(x) ≡ ϕ∗(x) ≡ 0, что
соответствует однородной модели) имеет только нулевое решение ввиду доказанной выше невырож-
денности. Таким образом, система (8) имеет единственное решение при любой допустимой F (x).

Беря в (7) ϕ∗(x) ≡ ϕ∗(x) ≡ 0 и последовательно α1 = 1, α2 = β1 = 0, α2 = 1, α1 = β1 = 0 и
β1 = 1, α1 = α2 = 0, получим три линейно независимых решения однородной модели (6), причем всё
пространство решений однородной модели исчерпывается ими. Последнее и означает, что размерность
пространства решений однородного уравнения Lu = 0 равна трем.

Покажем теперь, что при выполнении условий 1)–7) экстремаль u0(x) (решение краевой задачи)
функционала (1) доставляет минимум. В самом деле, вторая вариация функционала Φ(u) на допусти-
мой экстремали имеет вид

δ2Φ(u0)h =

∫ l

0

ph′′2

xµ dµ +

∫ l

0

rh′2

x dx +

∫ l

0

h2 dQ + γ1h
2(0) + γ2h

′2(0) + γ3h
2(l),

которая при всех h ∈ E принимает неотрицательные значения.
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In this paper we obtain a necessary condition for an extremum of a quadratic functional with a Stieltjes integral in the case where the

coefficient of the highest derivative may vanish on a part of the interval. It is shown that the resulting mathematical model has the

property of non-degeneracy. It is proved that a Variable boundary problem that arises as a necessary condition for an extremum is

an «intermediate» position between the boundary value problems of fourth- and second-order — the solution space has dimension

three.
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МАТРИЧНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРА РАСТЯЖЕНИЯ
В ПРОИЗВЕДЕНИИ ЛОКАЛЬНО-КОМПАКТНЫХ НУЛЬ-МЕРНЫХ ГРУПП

С. Ф. Лукомский

Доктор физико-математических наук, профессор кафедры математического анализа, Саратовский государственный уни-

верситет им. Н. Г. Чернышевского, LukomskiiSF@info.sgu.ru

В действительном вейвлет-анализе d-мерный оператор растяжения может быть записан с помощью действительной d × d

матрицы. В настоящей работе найден явный вид оператора растяжения в произведении локально-компактных нуль-мерных

абелевых групп.

Ключевые слова: нуль-мерные группы, оператор растяжения, кратномасштабный анализ.

ВВЕДЕНИЕ

В последние годы активно изучаются всплесковые базисы на группах Виленкина GV и полях Qp

p-адических чисел, а также кратномасштабный анализ (КМА), позволяющий строить такие базисы.
В значительной мере это связано с тем, что всплесковые базисы на GV и Qp, которые получаются в
рамках соответствующего КМА, состоят из ступенчатых функций и, значит, могут быть использова-
ны в цифровой обработке дискретной информации. Поэтому особый интерес вызывают всплесковые
базисы на произведениях Gd

V и Qd
p. Первая попытка получить всплесковые базисы в L2(Q

d
p) была

предпринята в работе А. Хренникова и В. Шелковича [1], где многомерные всплесковые базисы были
получены как произведение одномерных. В. Шелкович и М. Скопина [2] в 2009 г. построили мно-
гомерные 2-адические базисы Хаара в L2(Q

d
2), используя тензорное произведение одномерных КМА.

При построении всплесковых базисов и КМА основную роль играет наличие операторов растяжения
и сдвига. Так, в работе [2] в качестве d-мерного оператора растяжения Ad использовался оператор
покомпонентного растяжения, т. е. Ad(x

(1), x(2), . . . , x(d)) = (A1x
(1), A1x

(2), . . . , A1x
(d)), где A1 — одно-

мерный оператор растяжения. В классическом случае [3] d-мерный оператор растяжения может быть
определен с помощью целочисленной матрицы Ad×d равенством Ad(X) = A X. Э. Кинг и М. Скопина
[4] в 2010 г. выяснили, что при построении КМА в L2(Q

2
2) в качестве A можно взять шахматную

матрицу

(
1/2 1/2

−1/2 1/2

)
. Поле Qp является частными случаями нуль-мерной группы, а их произве-

дение Qd
p также будет нуль-мерной группой. Поэтому естественно рассмотреть более общий вопрос:

какой вид имеет оператор растяжения в произведении нуль-мерных групп. В работах [5, 6], учитывая
тот факт, что произведение нуль-мерных групп снова нуль-мерная группа, была предложена конструк-
ция построения оператора растяжения на произведении компактных нуль-мерных групп, однако этот
оператор не удалось записать в виде Ad(X) = A X. В настоящей работе мы покажем, что опера-
тор растяжения, рассмотренный в работах [5, 6], может быть записан в виде Ad(X) = A EAA −1X,
где A = Ad×d — невырожденная матрица над полем вычетов по простому модулю p, и EA матри-
ца, в которой на диагонали, ниже главной, стоят 1, в правом верхнем углу — одномерный оператор
растяжения A1, и остальные элементы равны нулю.

c© Лукомский С. Ф., 2013
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1. ЛОКАЛЬНО-КОМПАКТНЫЕ НУЛЬ-МЕРНЫЕ ГРУППЫ, ТОПОЛОГИЯ, ХАРАКТЕРЫ

Приведем основные понятия и факты, связанные с анализом на нуль-мерных группах. Более
подробную информацию можно найти в [7]. Пусть (G, +̇) — локально-компактная абелева группа,
топология в которой задана счетной системой открытых подгрупп:

⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,

таких, что
+∞⋃

n=−∞
Gn = G,

+∞⋂
n=−∞

Gn = {0}, (Gn/Gn+1)
♯ = pn, где pn — простые числа. Через µ

обозначим меру Хаара на G нормированную условием µG0 = 1, а через
∫
G

f(x)dµ(x) — абсолютно

сходящийся интеграл, порожденный мерой µ.
При каждом n ∈ Z выберем элементы gn ∈ Gn \ Gn+1 и зафиксируем их. Тогда любой элемент

x ∈ G единственным образом представим в виде

x =

+∞∑

n=−∞

angn (an = 0, pn − 1), (1)

причем в сумме (1) слагаемых с отрицательными номерами конечное число. Систему элемен-
тов (gn) будем называть базисной. Пусть далее X — совокупность характеров группы G, ко-
торая является группой относительно операции умножения, G⊥

n — аннулятор группы Gn, т. е.
G⊥

n = {χ ∈ X : ∀ x ∈ Gn, χ(x) = 1}.
Каждый аннулятор G⊥

n есть группа относительно умножения, G⊥
n образуют возрастающую после-

довательность:
· · · ⊂ G⊥

−n ⊂ · · · ⊂ G⊥
0 ⊂ G⊥

1 ⊂ · · · ⊂ G⊥
n ⊂ . . . ,

такую, что
+∞⋃

n=−∞

G⊥
n = X,

+∞⋂

n=−∞

G⊥
n = {1},

причем фактор-группа G⊥
n+1/G⊥

n имеет порядок pn.
При каждом n ∈ Z выберем элементы rn ∈ G⊥

n+1 \ G⊥
n и зафиксируем их. Тогда любой элемент

χ ∈ X единственным образом представим в виде

χ =

+∞∏

n=−∞

rαn
n (αn = 0, pn − 1),

причем в произведении множителей с положительными номерами конечное число. Характеры rn

будем называть функциями Радемахера.

2. ОПЕРАТОР РАСТЯЖЕНИЯ В НУЛЬ-МЕРНОЙ ГРУППЕ И ГРУППЕ ЕЕ ХАРАКТЕРОВ

В этом и следующем параграфе мы будем рассматривать локально-компактную группу (G, +̇) с
основной цепочкой подгрупп

· · · ⊂ Gn ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0 ⊂ G−1 ⊂ · · · ⊂ G−n ⊂ . . . ,

в которой (Gn/Gn+1)
♯ = p при всех n ∈ Z (символом X♯ обозначено количество элементов множе-

ства X). Будем также предполагать, что операция +̇ в группе G удовлетворяет условию

pgn = α1gn+1+̇α2gn+2+̇ . . . +̇αsgn+s (2)

при некоторых фиксированных числах αj = 0, p − 1 (j = 1, s).
Отметим, что если pgn = 0, то группа G есть группа Виленкина, если pgn = gn+1 — группа всех

p-адических чисел.
Определение. Определим оператор A : G → G равенством

Ax =
∑

n∈Z

angn−1

при x =
∑
n∈Z

angn. Если оператор A аддитивен, то будем называть его оператором растяжения.

Математика 9
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Отметим, что оператор A будет аддитивным, если операция +̇ удовлетворяет условию (2), которое
выполняется в наиболее важных группах: группах Виленкина с условием pgn = 0 и группах p-ади-
ческих чисел (pgn = gn+1).

Лемма 1. Если A — оператор растяжения, то AGn = Gn−1, A−1Gn = Gn+1.

Доказательство. Равенство AGn = Gn−1, очевидно, следует из представления

Gn = {x ∈ G : x = angn+̇an+1gn+1+̇ . . . }. ¤

Обозначим

H0 = {x ∈ G : x = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N , N ∈ N, a−j = 0, p − 1}.
Множество H0 играет роль натуральных чисел.

3. ОПЕРАТОР РАСТЯЖЕНИЯ В ПРОИЗВЕДЕНИИ НУЛЬ-МЕРНЫХ ГРУПП

Пусть (G, +̇) — локально-компактная нуль-мерная абелева группа с основной цепочкой:

· · · ⊂ Gn ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0 ⊂ G−1 ⊂ · · · ⊂ G−n ⊂ . . . , (Gn/Gn+1)
♯ = p,

(gn)n∈Z — базисная система, т. е. gn ∈ Gn \ Gn+1. Пусть G = Gd — произведение d экземпляров
группы G с топологией произведения. Базу этой топологии образуют всевозможные смежные классы
Gn1

×Gn2
×· · ·×Gnd

+̇(x(1), x(2), . . . , x(d)). С этой топологией Gd есть нуль-мерная группа и подгруппы

· · · ⊂ Gd
n ⊂ · · · ⊂ Gd

1 ⊂ Gd
0 ⊂ Gd

−1 ⊂ · · · ⊂ Gd
−n ⊂ . . .

образуют цепочку подгрупп, которая не является базисной. Обозначим Gnd = Gd
n. Цепочку (Gnd)n∈Z

по теореме Силова можно дополнить до основной цепочки (Gn)n∈Z так, что (Gn/Gn+1)
♯ = p. Пусть

gn ∈ Gn \Gn+1, произвольные пока векторы gn = (g(n1), g(n2), . . . , g(nd)), которые образуют базисную
систему в G = Gd. По этой системе можно определить оператор Ad равенством

Adx =
∑

n∈Z

angn−1 если x =
∑

n∈Z

angn.

Если он аддитивен, то, согласно определению, он является оператором растяжения. Мы хотим запи-
сать оператор Ad в виде

(Adx)T = A xT ,

где A — некоторая матрица размерности d × d, xT — вектор-столбец
(
x(1), x(2), . . . , x(d)

)T
.

Через Zp обозначим поле вычетов по модулю p, т. е. Zp = {0, 1, . . . , p − 1} с операцией
m+̇n = (m + n)mod p и операцией умножения m · n = m+̇m+̇ . . . +̇m︸ ︷︷ ︸

n

. Через A = Ad×d = (ai,j)

обозначим матрицу, элементы которой ai,j ∈ Zp, через EA — матрицу

EA =




0 0 0 . . . 0 A

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0




,

где A есть одномерный оператор растяжения в группе (G, +̇). По матрице A определим подгруппы
G(n+1)d−l и векторы g(n+1)d−l равенствами

g(n+1)d−l = (a1,lgn, a2,lgn, . . . , ad,lgn), l = 1, d,

G(n+1)d−l =

p−1⊔

j=0

(G(n+1)d−l+1+̇jg(n+1)d−l).

Лемма 2. Пусть A — невырожденная матрица над полем Zp. Справедливы следующие утвер-

ждения:

1) G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ · · · ⊂ G(n+1)d−d+1 ⊂ Gnd;

2) при каждом l = 1, d множества G(n+1)d−l есть подгруппы;

3) (G(n+1)d−l/G(n+1)d−l+1)
♯ = p;

4) g(n+1)d−l ∈ G(n+1)d−l \ G(n+1)d−l+1;

10 Научный отдел
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5) оператор Ad, определенный равенством

Ad


∑

n,l

a(n+1)d−lg(n+1)d−l


 =

∑

n,l

a(n+1)d−lg(n+1)d−l−1,

аддитивен.

6) если X = (x(1), x(2), . . . , x(d))T = xT , то (Ad(x))T = A EAA −1X.
Доказательство. 1)–4). Множества

G(n+1)d+̇j(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn) (j = 0, p − 1) (3)

являются смежными классами по подгруппе G(n+1)d и так как матрица A невырождена, то (a1,1,

a2,1, . . . , ad,1) 6= (0, 0, . . . , 0). Поэтому p(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn) ∈ G(n+1)d и, значит,

G(n+1)d+̇p(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn) = G(n+1)d.

Отсюда делаем вывод, что смежные классы (3) образуют циклическую группу порядка p. Поэтому
множество

G(n+1)d−l =

p−1⊔

j=0

(G(n+1)d+̇j(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn)

есть подгруппа, такая, что

G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ Gnd, (G(n+1)d−1/G(n+1)d)
♯ = p, (Gnd/G(n+1)d−1)

♯ = pd−1.

Так как матрица A невырождена, то

g(n+1)d−2 = (a1,2gn, a2,2gn, . . . , ad,2gn) ∈ Gnd \ G(n+1)d−1

и, аналогично предыдущему, множество

G(n+1)d−2 =

p−1⊔

j=0

(G(n+1)d−1+̇jg(n+1)d−2)

есть подгруппа такая, что

G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ G(n+1)d−2 ⊂ Gnd, (G(n+1)d−2/G(n+1)d−1)
♯ = p, (Gnd/G(n+1)d−2)

♯ = pd−2.

Продолжая эти рассуждения, получаем, что утверждения 1)–4) леммы 2 выполнены.
5) Для доказательства аддитивности оператора Ad достаточно проверить справедливость равен-

ства
pgn = γ1gn+1+̇γ2gn+2+̇ . . . +̇γsdgn+sd.

6) Покажем, что для оператора Ad справедливо равенство

(Ad(x))T = A EAA −1X (X = (x(1), x(2), . . . , x(d))T ).

Пусть x = (x(1), x(2), . . . , x(d)). Тогда

x =
∑

n∈Z

d∑

l=1

α(n+1)d−lg(n+1)d−l =
∑

n∈Z

d∑

l=1

α(n+1)d−l(a1,lgn, a2,lgn, . . . , ad,lgn, ).

Отсюда находим

x(j) =
∑

n∈Z

gn

d∑

l=1

α(n+1)d−laj,l =
∑

n∈Z

gnβ(j)
n , j = 1, 2, . . . , d,

т. е.
A (α(n+1)d−1, α(n+1)d−2, . . . , αnd)

T = (β(1)
n , β(2)

n , . . . , β(d)
n )T ,

или
(α(n+1)d−1, α(n+1)d−2, . . . , αnd)

T = A −1(β(1)
n , β(2)

n , . . . , β(d)
n )T .
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Обозначим для удобства A −1 = (bi,j)d×d. По определению оператора растяжения

Adx =
∑

n∈Z

d−1∑

l=0

α(n+1)d−lg(n+1)d−l−1 =

=
∑

n∈Z

(α(n+1)d−0g(n+1)d−1+̇α(n+1)d−1g(n+1)d−2+̇ . . . +̇α(n+1)d−(d−1)g(n+1)d−d) =

=
∑

n∈Z

(α(n+1)d−0(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn)+̇α(n+1)d−1(a1,2gn, a2,2gn, . . . , ad,2gn)+̇

+̇ . . . +̇α(n+1)d−(d−1)(a1,dgn, a2,dgn, . . . , ad,dgn)). (4)

Обозначим Adx = y = (y(1), y(2), . . . , y(d)). Из (4) находим выражения для компонент вектора y

y(i) =
∑

n∈Z

gn

d∑

l=1

ai,lα(n+1)d−(l−1) =
∑

n∈Z

β̃(i)
n gn, i = 1, 2, . . . , d.

Отсюда получаем:

(β̃(1)
n , β̃(2)

n , . . . , β̃(d)
n )T = A (α(n+1)d, α(n+1)d−1, . . . , α(n+1)d−(d−1))

T .

Запишем выражение для y(i) в виде

y(i) =

d∑

l=1

ai,l

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−(l−1) = ai,1

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−0+̇ai,2

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−1+̇ . . . +̇

+̇ai,d

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−(d−1) = ai,1

∑

n∈Z

gn




d∑

j=1

bd,jβ
(j)
n+1


 +̇ai,2

∑

n∈Z

gn




d∑

j=1

b1,jβ
(j)
n


 +̇ . . . +̇

+̇ai,d

∑

n∈Z

gn




d∑

j=1

bd−1,jβ
(j)
n


 = ai,1

d∑

j=1

bd,j

∑

n∈Z

gnβ
(j)
n+1+̇ai,2

d∑

j=1

b1,j

∑

n∈Z

gnβ(j)
n +̇ . . . +̇

+̇ai,d

d∑

j=1

bd−1,j

∑

n∈Z

gnβ(j)
n = ai,1

d∑

j=1

bd,jAx(j)+̇ai,2

d∑

j=1

b1,jx
(j)+̇ . . . +̇ai,d

d∑

j=1

bd−1,jx
(j),

где A — одномерный оператор растяжения в G. Таким образом,




y(1)

y(2)

...
y(d)


 = A




d∑
j=1

bd,jx
(j)

d∑
j=1

b1,jx
(j)

...
d∑

j=1

bd−1,jx
(j)




= A ·




bd,1A . . . bd,dA

b1,1 . . . b1,d

. . . . . . . . .

bd−1,1 . . . bd−1,d







x(1)

x(2)

...
x(d)


 =

= A




0 0 0 . . . 0 A

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0




A −1 · (x(1), x(2), . . . , x(d))T = A EAA −1(x(1), x(2), . . . , x(d))T ,

и лемма доказана. ¤

Из леммы 2 сразу получаем следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть A — одномерный оператор растяжения в (G, +̇). Для любой невырожденной

матрицы A = Ad×d над полем вычетов по модулю p равенство

(Ad(x))T = A EAA −1xT

определяет оператор растяжения в Gd.
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Теорема 2. Пусть p — простое и

Ep =




0 0 0 . . . 0 1
p

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0




— матрица размерности d × d (d ≥ 2). Тогда равенство

(Ad(x))T = A EpA
−1xT

определяет оператор растяжения в Qd
p.

Если G есть группа всех p-адических чисел Qp, то в Q2
p можно указать другой вид оператора

растяжения.
Теорема 3 [9]. Определим базисную последовательность в Q2

p равенствами g2n+1 = (gn, νgn),

g2n = (gn, gn+1), где ν|(p − 1). Обозначим p − 1 = να. Тогда соответствующий оператор растя-

жения A2 задается равенством

A2(x
(1), x(2)) = (Ax(1)+̇αAx(2), νAx(1)−̇Ax(2)),

или в матричной форме A2

(
x(1)

x(2)

)
=

(
A αA

νA −̇A

)(
x(1)

x(2)

)
, где A — одномерный оператор растя-

жения Ax =
x

p
.

При доказательстве последнего равенства существенно используется тот факт, что в группе p-
адических чисел операция +̇ удовлетворяет условию pgn = gn+1. При p = 2 получаем оператор
растяжения из работы [4].

Работа выполнена при поддержке фонда РФФИ (проект 13-01-00102-а).
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of Zero-Dimensional Locally Compact Abelian Groups
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In the real wavelet analysis d-dimensional dilation operator may be written with the help of an integer-valued d × d matrix. We find

the matrix representation of the dilation operator on the product of zero-dimensional locally compact Abelian groups.

Key words: zero-dimensional group, delation operator, multiresolution analysis.
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УДК 517.927.25

О ДВУКРАТНОЙ ПОЛНОТЕ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
СИЛЬНО НЕРЕГУЛЯРНОГО КВАДРАТИЧНОГО ПУЧКА

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

О. В. Парфилова

Старший преподаватель кафедры информатики, Саратовская государственная юридическая академия,

Oksana_Parfilova@mail.ru

Рассматривается класс сильно нерегулярных пучков обыкновенных дифференциальных операторов 2-го порядка с посто-

янными коэффициентами. Предполагается, что корни характеристического уравнения пучков этого класса лежат на одной

прямой, проходящей через начало координат, по разные стороны от него. Найден точный отрезок, на котором система

собственных функций 2-кратно полна в пространстве суммируемых с квадратом функций.

Ключевые слова: квадратичный пучок, пучок второго порядка, пучок обыкновенных дифференциальных операторов,

двухточечные краевые условия, однородное дифференциальное выражение с постоянными коэффициентами, кратная

полнота системы собственных функций, кратная неполнота системы собственных функций.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В пространстве L2[0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операторов L(λ),
порожденный на конечном отрезке [0, 1] дифференциальным выражением:

l(y, λ) := y(2) + λp1y
(1) + λ2p2y

и двухточечными одородными краевыми условиями:

Uν(y, λ) := Uν0(y, λ) + Uν1(y, λ) := (αν1y
(1)(0) + λαν2y(0))+

+(βν1y
(1)(1) + λβν2y(1)) = 0, ν = 1, 2, (1)

где pj , ανj , βνj ∈ C. В случае αν1 = βν1 = 0 считаем, что краевое условие имеет вид

αν2y(0) + βν2y(1) = 0.

Обозначим через ω1, ω2 корни характеристического уравнения ω2 + p1ω + p2 = 0 и предположим,
что всюду далее выполняется основное предположение: корни ω1, ω2 различны, отличны от нуля и

c© Парфилова О. В., 2013
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лежат на одной прямой, проходящей через начало координат, по разные стороны от этого начала. Не
нарушая общности, можно считать, что выполняется условие

1. ω2 < 0 < ω1.

Далее будет использоваться обозначение τ := |ω2|/ω1. Ясно, что τ > 0. Введем функции
y1(x, λ) = exp(λω1x), y2(x, λ) = exp(λω2x). При λ 6= 0 эти функции являются линейно независи-
мыми решениями уравнения l(y, λ) = 0.

Для определенности считаем, что в (1) αν1 6= 0 или βν1 6= 0, ν = 1, 2. В остальных случаях
рассуждения принципиально не отличаются.

Введем следующие обозначения: vνj = Uν0(yj , λ)/λ = αν1ωj + αν2, wνj = exp(−λωj) ×
× Uν1(yj , λ)/λ = βν1ωj + βν2 (ν, j = 1, 2), и Vj = (v1j , v2j)

T , Wj = (w1j , w2j)
T (j = 1, 2). Пусть

ask = det(Ws,Wk), ask = det(Vs,Wk), ask = det(Ws, Vk), ask = det(Vs, Vk).

Характеристический определитель пучка имеет вид

∆(λ) =

∣∣∣∣
U1(y1, λ) U1(y2, λ)

U2(y1, λ) U2(y2, λ)

∣∣∣∣ = λ2

∣∣∣∣
v11 + eλω1w11 v12 + eλω2w12

v21 + eλω1w21 v22 + eλω2w22

∣∣∣∣ =

= λ2
(
a12 + eλω1a12 + eλω2a12 + eλ(ω1+ω2)a12

)
= λ2∆0(λ).

Предположим, что всюду в дальнейшем выполняется условие

2. a12 6= 0, a12 6= 0, a12 = a12 = 0.

При этом условии получим:

∆0(λ) = a12 + eλ(ω1+ω2)a12. (2)

Следовательно, рассматриваемый пучок не является нормальным по терминологии А. А. Шкали-
кова [1]. Такие пучки называются сильно нерегулярными. Для таких пучков актуальной является
задача нахождения условий на параметры пучка L(λ), при которых имеет место или отсутствует
2-кратная полнота системы собственных функций (с. ф.) пучка L(λ) в пространстве L2[0, 1]. При от-
сутствии такой полноты естественно ставить вопрос о 2-кратной полноте в пространствах L2[0, σ] при
0 < σ < 1 или об однократной полноте в пространстве L2[0, 1], а также в пространствах L2[0, σ] при
0 < σ < 1. В данной статье найден точный отрезок [0, σ̂], на котором имеет место 2-кратная полнота
в пространстве L2[0, σ̂].

Отметим, что в случае 0 < ω1 < ω2 при условии a12 6= 0, a12 6= 0, a12 = a12 = 0 свойства с. ф.
детально исследовались в статье [2], а при условии a12 6= 0, a12 6= 0, a12 = a12 = 0 — в [3]. В случае
же ω2 < 0 < ω1 и выполнении условия a12 6= 0, a12 6= 0, a12 = a12 = 0 двукратная полнота системы
с. ф. пучка L(λ) в пространстве L2[0, σ] детально исследовалась в [4] и анонсировалась в [5].

Из (2) следует, что уравнение ∆0(λ) = 0 имеет счетное число корней, которые выражаются
следующим образом:

λk = (2kπi + d0)/(ω1 + ω2), k ∈ Z, (3)

где d0 = ln0 c0 (ln0 есть фиксированная ветвь натурального логарифма, такая, что ln0 1 = 0),
c0 := −a12/a12. Обозначим Λ := {λk : k ∈ Z}. Очевидно, Λ \ {0} есть множество ненулевых соб-
ственных значений (с. з.) пучка L(λ), которые являются простыми. Точка λ = 0 может быть с. з., а
может и не быть, даже если 0 ∈ Λ. Имеет место равенство

eλ(ω1+ω2) = c0, λ ∈ Λ. (4)

Далее будет использоваться понятие порождающей функции для системы с. ф. пучка L(λ), соот-
ветствующих ненулевым с. з. В случае простых с. з. (а именно этот случай рассматривается далее)
будем называть функцию y(x, λ) порождающей для системы с. ф. пучка L(λ), если функции y(x, λk),
где λk есть ненулевое с. з., являются с. ф. пучка L(λ).

Лемма 1. Если выполняются условия 1, 2, то функция

y(x, λ) = eλω1x + b0e
λ(ω2x+ω1), (5)

где b0 = a12/a22 6= 0, является порождающей для системы с.ф. пучка L(λ), соответствующих

ненулевым с. з.
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Доказательство. Будем брать в качестве порождающих функций для системы с. ф. пучка L(λ)

функции, рассмотренные в [6]:

γ(x, λ,Γ) =

∣∣∣∣
0 y1(x, λ) y2(x, λ)

−Γ V1 + eλω1W1 V2 + eλω2W2

∣∣∣∣ , λ 6= 0, (6)

где вектор Γ = (γ1, γ2)
T 6= 0 является параметром. Используем в качестве Γ векторы V1, V2,W1,W2,

как предложено в [6].
Распишем (6), раскладывая определитель по первой строке:

γ(x, λ,Γ) = −y1(x, λ)| − Γ, V2 + eλω2W2| + y2(x, λ)
∣∣−Γ, V1 + eλω1W1

∣∣ = eλω1x |Γ, V2|+
+eλω1x

∣∣Γ, eλω2W2

∣∣ + eλω2x |−Γ, V1| + eλω2x
∣∣−Γ, eλω1W1

∣∣ = eλω1x |Γ, V2| + eλ(ω1x+ω2) |Γ,W2|+
+eλω2x |V1,Γ| + eλ(ω2x+ω1) |W1,Γ| . (7)

Возьмем, например, Γ = W2. Тогда получим:

γ(x, λ,W2) = eλω1x |W2, V2| + eλ(ω1x+ω2) |W2,W2| + eλω2x |V1,W2| + eλ(ω2x+ω1) |W1,W2| =

= eλω1x |W2, V2| + eλ(ω2x+ω1) |W1,W2| = eλω1xa22 + eλ(ω2x+ω1)a12. (8)

Покажем, что a22 6= 0. Так как в силу 2 имеем a12 = 0 или, что то же самое, |V1W2| = 0, то
существует (γ1, γ2) 6= (0, 0) такие, что γ1V1 + γ2W2 = 0. Если бы γ1 = 0, то тогда γ2 6= 0 (иначе
(γ1, γ2) = (0, 0)) и получили бы, что W2 = 0. Но это противоречит условию 2, так как получили бы
a12 = |W1W2| = 0. Таким образом, γ1 6= 0 и, следовательно, V1 = cW2, где c = −γ2/γ1. Так как в
силу 2 имеем a12 = |V1V2| 6= 0, то с учетом этого получим 0 6= |V1V2| = c|W2V2| = ca22. Отсюда
следует, что a22 6= 0.

Разделим обе части (8) на a22. Таким образом, получим, что функция

y(x, λ) =
1

a22

γ(x, λ,W2) = eλω1x + b0e
λ(ω2x+ω1),

где b0 = a12/a22 6= 0, является порождающей для системы с. ф. рассматриваемого класса пучков.
Лемма доказана.

2. ИССЛЕДОВАНИЕ 2-КРАТНОЙ ПОЛНОТЫ

Пусть YΛ = {y(x, λ) : λ ∈ Λ}. Если λ = 0 /∈ Λ, то система YΛ совпадает с системой с. ф.
пучка L(λ), соответствующих ненулевым с. з. Исследуем 2-кратную полноту системы YΛ в простран-
стве L2[0, σ], σ > 0. Cкалярное произведение в пространстве L2

2[0, σ] := L2[0, σ] ⊕ L2[0, σ] будем

обозначать 〈ĝ, ĥ〉2 := 〈g1, h1〉+〈g2, h2〉, где ĝ = (g1, g2), ĥ = (h1, h2), 〈gj , hj〉 :=
σ∫
0

gj(x)hj(x)dx, j = 1, 2.

Пусть ŷ(x, λ) := (y(x, λ), λy(x, λ)), где y(x, λ) определяется формулой (5), а f̂(x) := (f1, f2), где
f1, f2 ∈ L2[0, σ]. Справедлива лемма.

Лемма 2. Если выполняются условия 1, 2, τ > 1, то для всех λ ∈ C \ {0} имеет место

соотношение

〈ŷ(·, λ), f̂〉2 =
(
eλω1σ + b0e

λ(ω1+ω2σ)
)

f̃1(σ) + λ




0∫

σ
1−τ

eλ(ω1+ω2)x(τ − 1)F1((1 − τ)x) dx+

+

1−στ
1−τ∫

1
1−τ

b0e
λ(ω1+ω2)x

(
τ − 1

τ

)
F2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
dx


 , (9)

где f̃1(x) :=
x∫
0

f1(ξ)dξ, F1(x) := f2(x) − ω1f̃1(x), F2(x) := f2(x) − ω2f̃1(x).
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Доказательство. Интегрируя по частям один раз члены, не содержащие множителя λ, получим
при λ ∈ C \ {0}:

〈ŷ(·, λ), f̂〉2 =

σ∫

0

(
eλω1x + b0e

λ(ω1+ω2x)
)

f1(x) dx + λ

σ∫

0

(
eλω1x + b0e

λ(ω1+ω2x)
)

f2(x) dx =

=
(
eλω1σ + b0e

λ(ω1+ω2σ)
)

f̃1(σ) − λ

σ∫

0

(
ω1e

λω1x + b0ω2e
λ(ω1+ω2x)

)
f̃1(x) dx+

+λ

σ∫

0

(
eλω1x + b0e

λ(ω1+ω2x)
)

f2(x)dx =
(
eλω1σ + b0e

λ(ω1+ω2σ)
)

f̃1(σ)+

+λ




σ∫

0

eλω1xF1(x)dx +

σ∫

0

eλ(ω1+ω2x)b0F2(x)dx


 .

Учитывая предположение леммы о том, что τ > 1, т. е. 0 < ω1 < |ω2|, в интегралах справа делаем
следующие замены переменных:

1) ω1x = (ω1 + ω2)ξ; ξ =
ω1x

ω1 + ω2
=

x

1 − τ
; x ∈ [0, σ] ⇒ ξ ∈

[
σ

1 − τ
, 0

]
.

2) ω1 + ω2x = (ω1 + ω2)ξ; ξ =
ω1 + ω2x

(ω1 + ω2)
=

1 − τx

1 − τ
; x =

1 − (1 − τ)ξ

τ
; x ∈ [0, σ] ⇒

⇒ ξ ∈
[
1 − τσ

1 − τ
,

1

1 − τ

]
.

Тогда

〈ŷ(·, λ), f̂〉2 = (eλω1σ + b0e
λ(ω1+ω2σ))f̃1(σ) + λ

( σ
1−τ∫

0

eλ(ω1+ω2)xF1((1 − τ)x)(1 − τ)dx+

+

1−στ
1−τ∫

1
1−τ

(τ − 1)

τ
b0e

λ(ω1+ω2)xF2

(
1 − (1 − τ)x

τ

)
dx

)
= (eλω1σ + b0e

λ(ω1+ω2σ))f̃1(σ)+

+λ

( σ
1−τ∫

0

eλ(ω1+ω2)xF1((1 − τ)x)(1 − τ)dx +

1−στ
1−τ∫

1
1−τ

(τ − 1)

τ
b0e

λ(ω1+ω2)xF2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
dx

)
=

= (eλω1σ + b0e
λ(ω1+ω2σ))f̃1(σ) + λ

( 0∫

σ
1−τ

eλ(ω1+ω2)xF1((1 − τ)x)(τ − 1)dx+

+

1−στ
1−τ∫

1
1−τ

(τ − 1)

τ
b0e

λ(ω1+ω2)xF2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
dx

)

и лемма доказана.

Теорема 1. Предположим, что выполняются условия 1, 2 и τ ≥ 2. Тогда при σ = σ̂ :=
1

1 + τ
си-

стема YΛ двукратно полна в пространстве L2[0, σ̂] с возможным дефектом, не превосходящим 1.
Доказательство. При доказательстве будем пользоваться леммой 2. Система функций {e2kπix}k∈Z

полна на любом единичном отрезке, в частности, на отрезке [−1, 0].

Покажем, что при τ ≥ 2 и σ ≤ 1

1 + τ
выполняются включения

[
σ

1 − τ
, 0

]
⊂ [−1, 0] и

[
1

1 − τ
,
1 − στ

1 − τ

]
⊂ [−1, 0]. В самом деле, условие

σ

1 − τ
> −1 равносильно

τ − (σ + 1)

τ − 1
> 0. Далее,
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условие
1

1 − τ
≥ −1 равносильно тому, что

τ − 2

τ − 1
≥ 0. Таким образом, условие выполняется при τ ≥ 2.

При τ ≥ 2 условие σ ≤ 1

1 + τ
обеспечивает непересечение интервалов

[
σ

1 − τ
, 0

]
и

[
1

1 − τ
,
1 − στ

1 − τ

]
.

При σ = σ̂ имеем
1 − σ̂τ

1 − τ
=

σ̂

1 − τ
=: σ̃.

Предположим, что f̂ ∈ L2
2[0, σ] такова, что 〈ŷ(·, λ), f̂〉2 = 0 для всех λ ∈ Λ. В частности, если

0 ∈ Λ, имеем ŷ(·, 0) = (1 + b0, 0) и, значит, (1 + b0)
σ∫
0

f1(x)dx = 0. Отсюда в случае 1 + b0 6= 0 получим

σ∫
0

f1(x)dx = f̃1(σ) = 0.

Потребовав дополнительно выполнения условия 〈ê1, f̂〉2 =
σ∫
0

f1(x)dx = 0, где ê1 = (1, 0), в случае

0 /∈ Λ или в случае 0 ∈ Λ, но когда 1 + b0 = 0 (это условие дает для системы YΛ дефект не больше 1),
на основании леммы 2 получим:

0∫

σ̃

eλ(ω1+ω2)x(τ − 1)F1((1 − τ)x) dx+

+

σ̃∫

1
1−τ

b0e
λ(ω1+ω2)x

(
τ − 1

τ

)
F2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
dx = 0, ∀ λ ∈ Λ \ {0},

или
0∫

1
1−τ

eλ(ω1+ω2)ξF (ξ)dξ = 0, ∀ λ ∈ Λ \ {0}, (10)

где

F (x) =





F1((1 − τ)x)(τ − 1), x ∈ [σ̃, 0] ,

b0F2

(
1 + (τ − 1)x

τ

) (
τ − 1

τ

)
x ∈

[
1

1 − τ
, σ̃

]
.

(11)

Пусть 0 /∈ Λ. Тогда Λ = Λ\{0} и так как система {eλk(ω1+ω2)x} полна на [−1, 0], то F (x) = 0 для

п.в. x ∈
[

1

1 − τ
, 0

]
. С учетом (11) и (τ − 1) 6= 0,

τ − 1

τ
6= 0 имеем:





F1((1 − τ)x) = 0, x ∈ [σ̃, 0] ,

F2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
= 0, x ∈

[
1

1 − τ
, σ̃

]
.

Делаем соответствующие замены в F1 и F2, получим:
{

F1(x) = 0, x ∈ [0, σ],

F2(x) = 0, x ∈ [0, σ].

Отсюда {
f2(x) − ω1f̃1(x) = 0, x ∈ [0, σ],

f2(x) − ω2f̃1(x) = 0, x ∈ [0, σ].

Тогда {
f2(x) = 0, x ∈ [0, σ],

f̃1(x) = 0, x ∈ [0, σ]
и

{
f2(x) = 0, x ∈ [0, σ],

f1(x) = 0, x ∈ [0, σ].

Следовательно, есть 2-кратная полнота с дефектом, не превосходящим 1. В этом случае теорема
доказана.

Предположим 0 ∈ Λ. Это, в частности, означает, что c0 = 1, d0 = 0. Тогда Λ\{0} 6= Λ, т. е. система
{eλk(ω1+ω2)x : λk ∈ Λ\{0}} не полна в L2[0, 1].
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Потребуем, чтобы
1∫
0

F (x)dx = 0, что соответствует выполнению условия (10) при λ = 0. Будем

иметь:

0 =

0∫

1
1−τ

F (ξ)dξ =

0∫

σ̃

(τ − 1)F1((1 − τ)ξ) dξ +

σ̃∫

1
1−τ

b0
(τ − 1)

τ
F2

(
1 + (τ − 1)ξ

τ

)
dξ =

=

σ∫

0

F1(x)dx +

σ∫

0

b0F2(x) dx =

σ∫

0

(f2(x) − ω1f̃1(x)) dx +

σ∫

0

b0(f2(x) − ω2f̃1(x)) dx =

= (1 + b0)

σ∫

0

f2(x) dx + (ω1 + b0ω2)(1 − σ)

σ∫

0

f1(x) dx. (12)

В случае 1 + b0 = 0 мы потребовали дополнительно выполнения условия
σ∫
0

f1(x)dx = 0, и, таким

образом, из (11) следует, что условие
0∫
1

1−τ

F (x)dx = 0 выполняется в этом случае автоматически.

Если же 1 + b0 6= 0, то тогда автоматически выполняется условие
1∫
0

f1(x)dx = 0 и, следовательно, для

выполнения (12) нужно потребовать дополнительно выполнения условия 〈ê2, f̂〉2 =
σ∫
0

f2(x)dx = 0, где

ê2 = (0, 1). Таким образом, условие (10) будет иметь место ∀λ ∈ Λ, что приводит к соотношениям
f1(x) = f2(x) = 0 для п.в. x ∈ [0, σ]. Аналогично обстоит дело и в случае, когда 0 не принадле-
жит Λ. При этом система YΛ может иметь дефект, не превосходящий 1. Тем самым, и в этом случае
утверждение теоремы доказано.

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1, 2 и τ > 2. Тогда при σ >
1

1 + τ
система YΛ

двукратно неполна в пространстве L2[0, σ] и имеет в этом пространстве бесконечный дефект
относительно двукратной полноты.

Доказательство. Построим бесконечномерное подпространство функций f̂ = (f1, f2) ∈ L2
2[0, σ],

таких, что 〈ŷ(·, λ), f̂〉2 = 0 для всех λ ∈ C. Так как Λ ∈ C, то тем самым теорема будет доказана.

Не уменьшая общности, можно считать,
1

1 + τ
< σ <

1

τ
или 0 >

1 − τσ

1 − τ
>

σ

1 − τ
, так как из

неполноты системы функций в L2[0, σ] следует неполнота этой системы в L2[0, σ̃] для любого σ̃ > σ.

Предполагая f̃1(σ) = 0, из (9) получаем:

〈ŷ(·, λ), f̂〉2 = λ




0∫

σ
1−τ

eλ(ω1+ω2)x(τ − 1)F1((1 − τ)x) dx+

+

1−στ
1−τ∫

1
1−τ

b0e
λ(ω1+ω2)x

(
τ − 1

τ

)
F2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
dx


 =

= λ




σ
1−τ∫

1
1−τ

b0

(
τ − 1

τ

)
eλ(ω1+ω2)xF2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
dx+

+

1−στ
1−τ∫

σ
1−τ

b0

(
τ − 1

τ

)
eλ(ω1+ω2)xF2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
dx+
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+

1−τσ
1−τ∫

σ
1−τ

eλ(ω1+ω2)x(τ − 1)F1((1 − τ)x) dx +

0∫

1−τσ
1−τ

eλ(ω1+ω2)x(τ − 1)F1((1 − τ)x) dx


 . (13)

Для того чтобы 〈ŷ(·, λ), f̂〉2 = 0 для всех λ ∈ C, достаточно обеспечить выполнение равенств:

F1((1 − τ)x) = 0, x ∈
[
1 − στ

1 − τ
, 0

]
, (14)

F1((1 − τ)x) + b0
1

τ
F2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
= 0, x ∈

[
σ

1 − τ
,
1 − στ

1 − τ

]
, (15)

F2

(
1 + (τ − 1)x

τ

)
= 0, x ∈

[
1

1 − τ
,

σ

1 − τ

]
. (16)

Сделаем замену переменных x1 = (1 − τ)x:

F1(x1) = 0, x1 ∈ [0, 1 − στ ] , (17)

F1(x1) + b0
1

τ
F2

(
1 − x1

τ

)
= 0, x1 ∈ (1 − στ, σ], (18)

F2

(
1 − x1

τ

)
= 0, x1 ∈ (σ, 1]. (19)

Построим функции f1, f2 ∈ L2[0, σ], для которых справедливы равенства (14)–(16). Обозначим
σ1 := 1 − τσ, σ2 := (1 − σ)/τ . Для τ > 2 справедливо соотношение

σ2 − σ1 =
1 − σ

τ
− (1 − τσ) =

1 − σ

τ
− (τ − τ2σ)

τ
=

1 − σ − τ + τ2σ

τ
=

1

τ
(τ2σ − τ + (1 − σ)) =

=
1

τ
((1 − τ) + σ(τ2 − 1)) =

1

τ
(τ2 − 1)

(
− 1

(1 + τ)
+ σ

)
=

1

τ
(τ2 − 1)

(
σ − 1

1 + τ

)
> 0,

т. е. в этом случае выполняются неравенства σ1 < σ2 < σ.
Пусть h ∈ C1[σ2, σ] есть произвольная функция, такая, что

h(σ2 + 0) = h
′

(σ2 + 0) = h(σ − 0) = h
′

(σ − 0) = 0.

Положим h1(x) := h(x) при x ∈ [σ2, σ], H(x) := 0 при x ∈ [σ1, σ2] ∪ [σ, 1] и H(x) := h(x) при

x ∈ (σ2, σ], h2(x) := − τ

b0
H(1 − τx) при x ∈ [σ2, σ].

Определим теперь функции f1 и f2 формулами

f1(x) ≡ f2(x) ≡ 0, x ∈ [0, σ2],

f1(x) =
h

′

2(x) − h
′

1(x)

ω1 − ω2
, f2(x) =

ω1h2(x) − ω2h1(x)

ω1 − ω2
, x ∈ (σ2, σ]. (20)

Очевидно, множество вектор-функций f̂ = (f1, f2) образует бесконечномерное подпростран-

ство. Покажем, что так построенные вектор-функции f̂ — искомые. Очевидно, для функции

f̃1(x) :=
x∫
0

f1(ξ)dξ справедливы тождества

f̃1(x) ≡ 0, x ∈ [0, σ2], f̃1(x) ≡ h2(x) − h1(x)

ω1 − ω2
, x ∈ (σ2, σ]. (21)

Следовательно,

f̃1(σ) =
h2(σ) − h1(σ)

ω1 − ω2
=

1

ω1 − ω2

(
− τ

b0
H(σ1) − h(σ)

)
= 0.

Проверим справедливость равенств (17)–(19). Обозначим для краткости ξ = (1 − x)/τ , откуда

x = 1− τξ. Пусть x ∈ [0, σ1], тогда в силу (20) и (21) F1(x) = f2(x)− ω1f̃1(x) = 0, т. е. равенство (19)
выполняется.
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При x ∈ (σ1, σ2], что эквивалентно ξ ∈ [(1 − σ2)/τ) ⊂ [σ2, σ], в силу (20) и (21) получаем:

F1(x) +
1

τ
b0F2(ξ) = (f2(x) − ω1f̃1(x)) +

1

τ
b0(f2(ξ) − ω2f̃1(ξ)) =

1

τ
b0(f2(ξ) − ω2f̃1(ξ)) =

=
1

τ
b0h2(ξ) = −H(x) = 0.

При x ∈ (σ2, σ], что эквивалентно ξ ∈ [σ2, (1 − σ2)/τ), имеем аналогично

F1(x) +
1

τ
b0F2(ξ) = (f2(x) − ω1f̃1(x)) +

1

τ
b0(f2(ξ) − ω2f̃1(ξ)) =

=

(
ω1h2(x) − ω2h1(x)

ω1 − ω2
− ω1

h2(x) − h1(x)

ω1 − ω2

)
+

+
1

τ
b0h2(ξ) = h1(x) +

1

τ
b0h2(ξ) = h(x) − H(x) = h(x) − h(x) = 0.

Таким образом, равенство (18) также выполняется. Наконец, при x ∈ (σ, 1], что эквивалентно
ξ ∈ [0, σ2], в силу (20) и (21) имеем:

F2(ξ) = f2(ξ) − ω2f̃1(ξ) = 0,

тем самым, (19) доказано. Теорема доказана.

3. ПРИМЕР

Теорема 1 применима, например, для следующего пучка:

y(2) + λp1y
(1) + λ2p2y,

{
y

′

(0) + y
′

(1) = 0,

2λy(0) + y
′

(1) − 2λy(1) = 0.

В этом случае ω1 = 1, ω2 = −2 и, следовательно, выполняется условие 1, при этом τ = 2. Так как
в рассматриваемом примере α11 = β11 = β21 = 1, α12 = α21 = β12 = 0, α22 = 2, β22 = −2, то
характеристический определитель пучка примет вид

∆(λ) =

∣∣∣∣
U1(y1, λ) U1(y2, λ)
U2(y1, λ) U2(y2, λ)

∣∣∣∣ = 2λ2

∣∣∣∣
1 + eλ −1 − e−2λ

2 − eλ 1 − 2e−2λ

∣∣∣∣ =

= 2λ2
(
(1 + eλ)(1 − 2e−2λ) + (1 + e2λ)(2 − eλ)

)
= 2λ2(3 − 3e−λ),

т. е. выполняется условие 2. Имеем σ̂ = 1/3. Тогда по теореме 1 система YΛ двукратно полна в
пространстве L2[0, 1/3]. А в случае σ > 1/3 по теореме 2 система YΛ двукратно не полна в простран-
стве L2[0, σ] с бесконечным дефектом относительно двукратной полноты.
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On 2-fold Completeness of the Eigenfunctions for the Strongly Irregular Quadratic Pencil
of Differential Operators of Second Order

O. V. Parfilova

Saratov State Law Academy, Russia, 410056, Saratov, Volskaya st., 1, Oksana_Parfilova@mail.ru

A class of strongly irregular pencils of ordinary differential operators of second order with constant coefficients is considered. The

roots of the characteristic equation of the pencils from this class are supposed to lie on a straight line coming through the origin

and on the both side of the origin. Exact interval on which the system of eigenfunctions is 2-fold complete in the space of square

summable functions is finded.

Key words: quadratic pencil, second order pencil, pencil of ordinary differential operators, two-point boundary conditions,

homogeneous differential expression with constant coefficients, completeness of the system of eigenfunctions, non-completeness

of the system of eigenfunctions.
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УДК 517.9

О СТРУКТУРЕ ОПЕРАТОРА, ОБРАТНОГО К ИНТЕГРАЛЬНОМУ ОПЕРАТОРУ
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

В. Е. Струков

Аспирант кафедры математических методов исследования операций, Воронежский государственный университет,

sv.post.of.chaos@gmail.com

В статье рассматривается алгебра с единицей, порожденная интегральными операторами, действующими в пространствах

непрерывных периодических функций. Доказывается наполненность этой подалгебры в алгебре всех линейных ограни-

ченных операторов.

Ключевые слова: банахово пространство, интегральный оператор, теорема Бохнера–Филлипса, ряд Фурье оператора,

наполненность подалгебры, винеровская пара алгебр.

Пусть l1(Z) — банахово пространство двусторонних суммируемых последовательностей a : Z → C

с нормой ‖a‖1 =
∑

k∈Z
|a(k)| < ∞.

Символом C(T) будем обозначать банахово пространство комплексных непрерывных функций,
определенных на окружности T = {θ ∈ C : |θ| = 1}.

Будем говорить, что функция f ∈ C(T) обладает абсолютно сходящимся рядом Фурье, если
она может быть представлена в виде ряда f(θ) =

∑
k∈Z

a(k)θk, θ ∈ T, где a ∈ l1(Z). Совокупность
всех таких функций обозначим через AC(T). Заметим, что AC(T) является банаховой алгеброй с
поточечным умножением и нормой

‖f‖AC = ‖a‖1 =
∑

k∈Z

|a(k)|.
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В терминах введенных обозначений теорема Винера формулируется следующим образом.

Теорема 1 (Н. Винер). Если функция f ∈ AC(T) и f(θ) 6= 0 для всех θ ∈ T, то 1/f ∈ AC(T),

т. е. 1/f(θ) =
∑

k∈Z
b(k)θk, где b ∈ l1(Z).

Согласно теории И. М. Гельфанда, теорему Винера можно рассматривать на языке пар алгебр как
утверждение о том, что алгебры AC(T) и C(T) образуют винеровскую пару [1].

Определение 1. Будем говорить, что алгебры A ,B (A ⊂ B) образуют винеровскую пару, если
каждый элемент a ∈ A , обратимый в алгебре B, обратим также в алгебре A .

В данной работе будет использоваться терминология Н. Бурбаки [2].

Определение 2. Подалгебра A ⊂ B называется наполненной в алгебре B, если каждый элемент
a ∈ A , обратимый в алгебре B, обратим также в подалгебре A .

В терминах наполненности теорема Винера принимает следующий вид.

Теорема 2. Алгебра AC(T) наполнена в алгебре C(T).

Для функций со значениями в банаховой алгебре теорема Винера была получена в статье
S. Bochner, R. S. Fillips [3]. На основе результатов этой статьи в работах А. Г. Баскакова [4–7]
был развит метод доказательства для элементов из банахова пространства линейных ограниченных
операторов. Введем терминологию, взяв за основу статью [8].

Пусть EndX – банахова алгебра линейных ограниченных операторов на бесконечномерном ком-
плексном банаховом пространстве X. Обозначим через Inv X множество (непрерывно) обратимых
операторов из пространства EndX.

Рассматривается сильно непрерывное изометрическое 2π-периодическое представление:

T : R → EndX, T (t + 2π) = T (t), t ∈ R.

Каждому оператору A ∈ EndX поставим в соответствие периодическую с периодом 2π сильно
непрерывную функцию ΦA : R → EndX, определяемую равенством

ΦA(t) = T (t)AT (−t), t ∈ R.

Множество операторов A ∈ EndX, для которых операторнозначная функция ΦA непрерывна в равно-
мерной операторной топологии, обозначим символом EndcX, а подмножество непрерывно обратимых
операторов из EndcX обозначим через InvcX.

Функции ΦA поставим в соответствие ее ряд Фурье:

ΦA(t) ∼
∑

k∈Z

Akeikt, t ∈ R,

где

Ak =
1

2π

∫ 2π

0

T (t)AT (−t)e−iktdt, k ∈ Z.

Ряд
∑
k∈Z

Ak будем называть рядом Фурье оператора A, а операторы Ak, k ∈ Z, — коэффициентами

Фурье этого оператора (относительно представления T ).

Определим двустороннюю последовательность dA(k), положив dA(k) = ‖Ak‖, k ∈ Z.

Пусть выполнено следующее условие.

Условие 1. Для оператора A ∈ EndcX справедливо одно из соотношений

1.
∑
k∈Z

dA(k) < ∞;

2.
∑
k∈Z

dA(k)α(k) < ∞, где функция α : Z → R+ удовлетворяет следующим свойствам:

(a) α(k) ≥ 1 для всех k ∈ Z,

(b) α(k1 + k2) ≤ α(k1)α(k2) для всех k1, k2 ∈ Z,

(c) lim
n→∞

lnα(nk)

n
= 0 для всех k ∈ Z;

3. lim
k→∞

dA(k)|k|γ = 0, k ∈ Z, γ > 1.
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Совокупности операторов, удовлетворяющих пунктам 1, 2 или 3 условия 1, обозначим соответ-
ственно End1X, EndαX и EndγX. Нетрудно показать, что данные классы являются подалгебрами
алгебры EndcX. Обозначим символом p в EndpX один из символов 1, α, γ. Из лемм 1 и 2 статьи [5]
вытекает следующая теорема.

Теорема 3. Пусть оператор A ∈ InvcX ∩ EndpX. Тогда A−1 ∈ EndpX.

Введем используемые далее обозначения. Символом L1
2π(R, C) обозначим банахову алгебру из-

меримых 2π — периодических, интегрируемых на отрезке длины 2π функций f : R → C с нормой

‖f‖2π
1 = 1

2π

2π∫
0

|f(t)|dt. В качестве операции умножения возьмем свертку (f∗g)(t) = 1
2π

2π∫
0

f(s)g(t−s)ds,

для всех f, g ∈ L1
2π(R, C).

В данной статье рассматриваются операторы вида

A = aI + K, a ∈ C\{0}, (1)

где K — интегральный оператор, действующий в банаховом пространстве X = C2π(R, C) непрерывных
функций (периода 2π) с нормой ‖x‖C2π

= max
t∈[0,2π]

|x(t)|.
Оператор K имеет вид

(Kx)(τ) =

∫ 2π

0

K (τ, u)x(u)du, (2)

причем его ядро K : R × R → C обладает следующими свойствами:

1) K (τ + 2π, u + 2π) = K (τ, u) для всех τ, u ∈ R;

2) κ(τ) ∈ L1
2π(R, C) для всех τ ∈ R, где (κ(τ)) (u) = K (τ, u), u ∈ R;

3) κ ∈ C2π(R, L1
2π(R, C)) (функция κ непрерывна по норме пространства L1

2π(R, C)).

Легко проверить, что рассматриваемый оператор K определен корректно, т. е. Kx ∈ C2π(R, C) для
любого x ∈ C2π(R, C).

В качестве группы изометрий в пространстве C2π(R, C) рассмотрим группу сдвигов
S : R → EndC2π(R, C), определенную формулой (S(t)x)(τ) = x(τ + t).

Рассмотрим функцию ΦK : R → EndC2π(R, C), определяемую формулой ΦK(t) = S(t)KS(−t).

Ясно, что она имеет вид

(ΦK(t)x)(τ) =

∫ 2π

0

K (τ + t, v + t)x(v)dv, x ∈ C2π(R, C).

Пусть оператор вида (1) удовлетворяет одному из пунктов условия 1. Обозначим соответствующие
совокупности операторов символами Int1C2π(R, C), IntαC2π(R, C), IntγC2π(R, C). Несложно показать,
что данные совокупности являются банаховыми подалгебрами алгебры EndC2π(R, C).

Лемма 1. Рассматриваемый оператор K ∈ EndC2π(R, C) компактен.

Доказательство. Докажем данное утверждение с помощью теоремы Арцела, т. е. покажем, что
оператор K отображает единичный шар B(0, 1) ⊂ EndC2π(R, C) в равномерно ограниченное и равно-
степенно непрерывное множество. В силу оценки

‖Kx‖ = max
t∈[0,2π]

|
∫ 2π

0

K (t, s)x(s)ds| ≤ max
t∈[0,2π]

‖κ(t)‖2π
1 ≡ const

для всех x ∈ B(0, 1), где (κ(t))(s) = K (t, s), t, s ∈ R, получаем, что множество KB(0, 1) равномерно
ограниченно. Для всех x ∈ B(0, 1) из соотношения

| (Kx) (t) − (Kx) (t + τ)| = |
∫ 2π

0

K (t, s)x(s) ds −
∫ 2π

0

K (t + τ, s)x(s) ds| ≤

≤ ‖x‖C2π

∫ 2π

0

|K (t, s) − K (t + τ, s)| ds ≤ ‖κ(t) − κ(t + τ)‖2π
1 ,

а также из того, что κ ∈ C2π(R, L1
2π(R, C)), следует, что множество KB(0, 1) является равностепенно

непрерывным. ¤
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Лемма 2. Рассмотрим в пространстве L1
2π оператор сдвига S : R → EndL1

2π(R, C). Совокуп-

ность функций {S(τ)(K (t, s))} = {K (t, τ + s), τ, t, s ∈ R} равностепенно непрерывна по норме

пространства L1
2π(R, C) относительно переменной τ.

Доказательство. Для доказательства данного факта достаточно показать равностепенную непре-
рывность при τ = 0. Зафиксируем ε > 0. Сначала докажем, что семейство функций {κ(t), t ∈ R} =

= {K (t, ·), t ∈ R} является предкомпактным множеством в L1
2π(R, C). Поскольку функция κ непре-

рывна по норме пространства L1
2π(R, C) и периодична, то она равномерно непрерывна по норме

пространства L1
2π(R, C), в силу чего выберем δ1 > 0 так, чтобы при всех t1, t2 ∈ R из того, что

|t1 − t2| < δ1, всегда следовало, что ‖κ(t1) − κ(t2)‖2π
1 < ε/3.

В силу периодичности функции κ с помощью разбиения {tk}n
k=0 отрезка [0, 2π] с диаметром δ1

можно построить конечную ε/3-сеть {κ(tk)}n
k=0 для множества функций {κ(t), t ∈ R} ⊂ L1

2π(R, C).

Поскольку множество непрерывных функций плотно в L1
2π [9], для каждой функции f ∈ L1

2π(R, C)

можно подобрать последовательность непрерывных периодических функций {fm} ⊂ C2π(R, C), такую,
что ‖f − fm‖2π

1 → 0 при m → ∞. Для величины ε/9 выберем такое m0 = m0(ε/9, f), что для всех
m > m0 ‖f − fm‖2π

1 ≤ ε/9. В силу равномерной непрерывности периодической функции fm0
выберем

такое δ = δ(ε/9, fm0
) > 0, что для всех τ ∈ R, |τ | < δ, справедливо, что ‖fm0

− S(τ)fm0
‖2π
1 ≤ ε/9.

Таким образом, для произвольной функции f ∈ L1
2π(R, C) и произвольного числа τ ∈ R, |τ | < δ, из

соотношения

‖f − S(τ)f‖2π
1 ≤ ‖f − fm0

‖2π
1 + ‖fm0

− S(τ)fm0
‖2π
1 + ‖S(τ)fm0

− S(τ)f‖2π
1

следует, что ‖f − S(τ)f‖2π
1 ≤ ε/3.

Теперь для каждой функции из указанной выше конечной ε/3-сети {κ(tk)}n
k=0 найдем указанным

выше образом величины и функции m0(ε/9, κ(tk)), fm0(ε/9,κ(tk)), δ(ε/6, fm0(ε/9,κ(tk))) и выберем

δ2 = min
0≤k≤n

{δ(ε/9, fm0(ε/9,κ(tk)))} > 0.

При этом из условия |τ | < δ2 для всех k = 0, n будет следовать, что ‖κ(tk) − S(τ)κ(tk)‖ ≤ ε/3.

Фиксируем произвольное t ∈ [0, 2π], выберем соответствующее tk0
∈ {tk}n

k=0 такое, что
‖κ(t) − κ(tk)‖2π

1 < ε/3, возьмем также δ3 = min{δ1, δ2} и |τ | < δ3. Из соотношения

‖κ(t) − S(τ)κ(t)‖2π
1 ≤ ‖κ(t) − κ(tk)‖2π

1 + ‖κ(tk) − S(τ)κ(tk)‖2π
1 + ‖S(τ)κ(tk) − S(τ)κ(t)‖2π

1

для произвольного t ∈ [0, 2π] и произвольного |τ | < δ3 получим, что

‖κ(t) − S(τ)κ(t)‖2π
1 < ε. ¤

Лемма 3. Для рассматриваемого оператора K ∈ EndC2π(R, C) функция ΦK непрерывна в

равномерной операторной топологии.

Доказательство. Для доказательства данного факта достаточно проверить непрерывность в нуле.
Фиксируем произвольное ε > 0. Справедливо соотношение

‖ΦK(t) − ΦK(0)‖ = ‖S(t)KS(−t) − K‖ =

= sup
‖x‖≤1

‖(S(t)KS(−t) − K)x‖ = sup
‖x‖≤1

max
τ∈[0,2π]

‖
∫ 2π

0

(K (τ + t, v + t) − K (τ, v))x(v)dv‖ ≤

≤ max
τ∈[0,2π]

∫ 2π

0

|K (τ + t, v + t) − K (τ, v)| dv =

∫ 2π

0

|K (τ + t, v + t) ± K (τ + t, v) − K (τ, v)| dv ≤

≤
∫ 2π

0

|K (τ + t, v) − K (τ, v)| dv +

∫ 2π

0

|K (τ + t, v + t) − K (τ + t, v)| dv.

В силу свойства 3 ядра оператора K можно подобрать такое δ1 > 0, что при |t| < δ1 первое
слагаемое в правой части выражения выше будет меньше, чем ε/2. В силу леммы 2 можно выбрать
величину δ2 > 0 такую, что для всех t, |t| < δ2, второе слагаемое будет меньшим ε/2.

Выберем δ = min{δ1, δ2}, тогда для всех t, |t| < δ, будет справедливо

‖ΦK(t) − ΦK(0)‖ < ε.

т. е. функция ΦK непрерывна в равномерной операторной топологии. ¤
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Рассмотрим структуру коэффициентов Фурье функции ΦK . Поставим функции ΦK в соответствие
ее ряд Фурье:

ΦK(t)x ∼
∑

k∈Z

Knxeint,

где коэффициенты Фурье определяются следующими формулами:

(Knx) (τ) =

∫ 2π

0

Kn(τ, v)x(v)einvdv,

где

Kn(τ, v) =
1

2π

∫ 2π

0

K (τ + t, v + t)e−in(t+v)dt.

Коэффициенты Фурье оператора A будут совпадать с коэффициентами оператора K за исключением
нулевого коэффициента, который будет иметь вид A0 = aI + K0.

C помощью замены переменных несложно показать, что Kn(τ + u, v + u) = Kn(τ, v) для всех
u ∈ R, откуда следует, что Kn(τ, v) = Kn(τ − v, 0) = K 0

n (τ − v), т. е. функция Kn на самом деле
зависит от разности аргументов.

Через En ∈ EndC2π(R, C) обозначим оператор умножения на экспоненту: (Enx)(t) = eintx(t) =

= (enx)(t), n ∈ Z, t ∈ R.

Лемма 4. Пусть An – коэффициенты Фурье некоторого оператора A ∈ EndC2π(R) с непре-

рывной в равномерной операторной топологии функцией ΦA(t), тогда операторы AnE−n пере-

становочны со сдвигом при всех n ∈ Z.

Доказательство. Покажем, что S(ω)AnS(−ω) = einωAn при всех ω ∈ R и для любого n ∈ Z.

Рассмотрим произвольное ω ∈ R.

S(ω)AnS(−ω) =
1

2π

∫ 2π

0

S(ω)S(t)AS(−t)S(−ω)e−intdt =

=
einω

2π

∫ 2π

0

S(ω + t)AS(−t − ω)e−in(t+ω)dt =
einω

2π

∫ 2π

0

S(t)AS(−t)e−intdt = einωAn.

Тогда

S(t)AnE−nS(−t) = S(t)AnS(−t)(S(t)E−nS(−t)) = S(t)AnS(−t)e−intE−n = AnE−n,

т. е. оператор AnE−n перестановочен со сдвигом. ¤

Так как оператор A непрерывно обратим, то его обратный имеет вид A−1 =
1

a
I + K̃, где

K̃ = −1

a
KA−1 — компактный оператор (как произведение компактного и ограниченного).

В силу того что оператор A ∈ IntpC2π(R, C) ⊂ EndpC2π(R, C) ⊆ End1C2π(R, C), где p — один из
символов 1, α, γ, по теореме 3 из абсолютной сходимости ряда Фурье функции ΦA следует абсолютная
сходимость рядов Фурье функций ΦA−1 и ΦK̃ .

Введем понятие аппроксимативной единицы. Для этого возьмем произвольный элемент
x ∈ C2π(R, C). Его ряд Фурье имеет вид

x(t) ∼
∑

k∈Z

xkek.

Рассмотрим аппроксимативную единицу Ψn ∈ EndC2π(R, C), которая определяется по следующей
формуле:

Ψnx =
∑

|k|≤n

(
1 − |k|

n

)
xkek.

Данная последовательность операторов сильно сходится к тождественному оператору в пространстве
EndC2π(R, C), т. е. для всех x ∈ C2π(R, C) lim

n→∞
Ψnx = x.

Лемма 5. Для того чтобы оператор A ∈ EndC2π(R, C) был перестановочен со сдвигом, необ-

ходимо и достаточно, чтобы функции en были его собственными функциями, т. е. Aen = αnen

для всех n ∈ Z, где αn ∈ C.
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Доказательство. Необходимость. Пусть оператор A перестановочен со сдвигом, т. е. S(t)A =

= AS(t) для всех t ∈ R. Рассмотрим функцию xn = Aen и ее сдвиг S(h)xn, h ∈ R.

S(h)xn = S(h)Aen = AS(h)en = A(einhen) = einhAen = einhxn.

Рассмотрим теперь функцию x̃n = xne−n и ее сдвиг S(h)x̃n.

S(h)x̃n = S(h)(xne−n) = S(h)xnS(h)e−n = einhxne−inhe−n = x̃n.

Получаем, что S(h)x̃n = x̃n для всех h ∈ R, т. е. x̃n — постоянная функция.
Обозначим x̃n = xne−n = αn, где αn ∈ R. Тогда xn = Aen = αnen для всех n ∈ Z.
Достаточность. Пусть выполнено Aen = αnen для всех n ∈ Z. Тогда

S(h)AS(−h)en = S(h)A(e−inhen) = e−inhS(h)Aen = e−inhS(h)(αnen) = e−inhαnS(h)en = αnen = Aen.

Соотношение выше останется справедливым, если заменить en элементом Ψmx для произвольного
x ∈ X. Ввиду сильной сходимости последовательности {Ψm} к тождественному оператору для всех
x ∈ X справедливо соотношение S(h)AS(−h)x = Ax, т. е. оператор A перестановочен со сдвигом. ¤

Теорема 4. Пусть D ∈ EndC2π – компактный перестановочный со сдвигом оператор. Тогда

D и Ψn перестановочны и ‖ΨnD − D‖ → 0 при n → ∞ в равномерной операторной топологии.

Доказательство. Поскольку оператор D перестановочен со сдвигом, из леммы 5 вытекает его
перестановочность с аппроксимативной единицей Ψn.

Для произвольного x ∈ B(0, 1) оценим величину ‖DΨnx − Dx‖ = ‖ΨnDx − Dx‖. Пусть y = Dx.

Фиксируем произвольное ε > 0 и в силу компактности оператора D построим конечную ε/3-сеть
DBε/3 образа единичного шара D(B(0, 1)). Для рассмотренного y выберем элемент сети y0 ∈ DBε/3

такой, что ‖y − y0‖ < ε/3. Поскольку множество DBε/3 конечно, найдем такое n0 ∈ N, что для всех
n > n0 и для любого y0 ∈ DBδ/3 выполнялось ‖Ψny0 − y0‖ < ε/3. Тогда

‖ΨnDx − Dx‖ ≤ ‖Ψn(y − y0)‖ + ‖Ψny0 − y0‖ + ‖y0 − y‖ ≤ ε/3(‖Ψn‖ + 1) + ‖Ψny0 − y0‖ < ε.

Данная оценка не зависит от конкретного x ∈ B(0, 1), поскольку n0 выбирается только по δ/3-сети,
зависящей, в свою очередь, только от δ и оператора D. ¤

Теорема 5. Пусть D — компактный перестановочный со сдвигом оператор из пространства

EndC2π(R, C), тогда он имеет вид (Dx)(t) =
2π∫
0

f(t − s)x(s) ds, где f ∈ L1
2π(R, C) ( т. е. является

оператором свертки с суммируемой функцией).

Доказательство. Покажем, что ΨnDx = fn ∗ x для всех x ∈ C2π(R, C).

Рассмотрим данный оператор на функциях ek. В силу перестановочности со сдвигом согласно
лемме 5 получаем, что Dek = αkek, k ∈ Z, причем αk → 0 при k → ∞ в силу компактности
оператора D. Тогда

DΨnek = D

(
1 − |k|

n

)
ek =

(
1 − |k|

n

)
Dek =

(
1 − |k|

n

)
αkek.

C другой стороны,

(fn ∗ ek)(t) =

∫ 2π

0

fn(τ)eik(t−τ)dτ = 2πf̂n(k)ek.

Отсюда следует, что f̂n(k) =
αk

2π
(1 − |k|/n), |k| ≤ n. Тогда ΨnDek = fn ∗ ek, k ∈ Z, где fn имеют вид

fn(t) =
1

2π

∑

|k|≤n

(
1 − |k|

n

)
αkek.

А значит, и для всех x ∈ C2π(R, C) ΨnDx = fn ∗ x, причем доказано, что ‖ΨnD‖ = ‖fn‖2π
1 , где

‖ · ‖2π
1 — норма в L1

2π(R).
Покажем, что последовательность {fn} сходится. В силу того что (DΨn − DΨn+m)x =

= (fn − fn+m) ∗ x для всех x ∈ C2π(R, C), получаем, что ‖DΨn − DΨn+m‖ = ‖fn − fn+m‖2π
1 , а
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из сходимости последовательности DΨn к оператору D по норме пространства EndC2π(R, C) (теоре-
ма 4) следует ее фундаментальность. Тогда последовательность {fn} также будет фундаментальной,
что в силу полноты пространства L1

2π(R) означает ее сходимость.
Обозначим f = lim

n→∞
fn. Тогда Dx = f ∗ x, f ∈ L1

2π(R), т. е. D — интегральный оператор вида

(Dx)(t) =
∫ 2π

0
f(t − s)x(s) ds. ¤

Вернемся к рассмотрению оператора A ∈ EndpC2π(R, C), где p — один из символов 1, α, γ, опре-
деляемого формулой A = aI + K, где a ∈ C, a 6= 0, а K — рассмотренный ранее компактный

интегральный оператор. Как было показано, его обратный имеет вид B = A−1 =
1

a
I + K̃, где K̃ —

компактный оператор с абсолютно сходящимся рядом Фурье:

K̃ =
∑

n∈Z

K̃n.

В силу компактности оператора K̃ его коэффициенты Фурье K̃n также компактны. Тогда операторы
K̃nE−n компактны и перестановочны со сдвигом (в силу леммы 4). По доказанному в теореме 5
операторы K̃nE−n являются интегральными и имеют следующий вид:

(K̃nE−nx)(t) =

∫ 2π

0

K̃n(t − s)x(s) ds,

где функции K̃n ∈ L1
2π(R, C). Тогда оператор K̃n представим в виде

(K̃nx)(t) = (K̃nE−nEnx)(t) =

∫ 2π

0

K̃n(t − s)einsx(s)ds.

Заметим, что коэффициенты Фурье операторов K и K̃ имеют сходную структуру, то есть каждый
из операторов является произведением интегрального оператора с ядром, зависящим от разности
аргументов, и оператора En

(Knx)(τ) =

∫ 2π

0

K 0
n (τ − v)einvx(v) dv, (K̃nx)(t) =

∫ 2π

0

K̃n(t − s)einsx(s) ds.

Кроме того, ‖K̃nE−n‖ = ‖K̃n‖ = ‖K̃n‖1. Тогда в силу абсолютной сходимости ряда Фурье опера-

тора K̃ ряд
∑
n∈Z

K̃n(t − s)eins также абсолютно сходится. Обозначим

K̃ (t, s) =
∑

n∈Z

K̃n(t − s)eins. (3)

С учетом данного обозначения для всех x ∈ C2π(R, C) имеем:

(K̃x)(t) = (
∑

n∈Z

K̃nx)(t) =
∑

n∈Z

∫ 2π

0

K̃n(t − s)einsx(s) ds =

=

∫ 2π

0

(
∑

n∈Z

K̃n(t − s)eins

)
x(s) ds =

∫ 2π

0

K̃ (t, s)x(s) ds. (4)

Исследуем функцию K̃ и покажем, что она обладает теми же свойствами, что и ядро оператора K.

Так как функции K̃n ∈ L1
2π(R) и ряд (3) абсолютно сходится, то K̃ (t, ·) ∈ L1

2π(R, C). Непосредственно

из определения функции K̃ по формуле (3) следует, что K̃ (t+2π, s+2π) = K̃ (t, s) для всех t, s ∈ R

и K̃ (t, ·) ∈ L1
2π(R, C).

Из соотношения K̃n(t − s) = S(t)K̃n(−s) выведем непрерывность функции K̃ (·, s) по норме
пространства L1

2π(R, C). Таким образом, доказана следующая теорема, являющаяся основным резуль-
татом работы.

Теорема 6. Пусть оператор A ∈ IntpC2π(R, C) (p – один из символов 1, α, γ) имеет вид (1) и

является непрерывно обратимым, тогда обратный оператор имеет вид

A−1 =
1

a
I + K̃,
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где оператор K̃ является компактным интегральным оператором вида (4) с ядром K̃ , удовле-

творяющим свойствам

1) K̃ (τ + 2π, u + 2π) = K̃ (τ, u) для всех τ, u ∈ R;

2) κ̃(τ) ∈ L1
2π(R, C), где (κ̃(τ)) (u) = K̃ (τ, u) для всех τ, u ∈ R;

3) κ̃ ∈ C2π(R, L1
2π(R, C))(функция κ̃ непрерывна по норме пространства L1

2π(R, C)).

В терминах наполненности теорему 6 можно сформулировать следующим образом.
Теорема 7. Подалгебры Int1C2π(R, C), IntαC2π(R, C), IntγC2π(R, C) наполнены в алгебре

EndC2π(R, C).

Замечание 1. Наполненность некоторых других подалгебр, порожденных интегральными операто-
рами, рассмотрена В. Г. Курбатовым в работе [10]. В вышеуказанной статье была исследована алгебра
J (Lp(G,X)) интегральныx операторов J ∈ EndLp(G,X), где Lp(G,X), 1 ≤ p ≤ ∞, — пространства
классов совпадающих локально почти всюду относильно меры Хаара измеримых функций f : G → X,
G – компактно-порожденная группа, изоморфная группе Rn ×Zm ×K, где n,m ∈ N, K – компактная
абелева группа, X – конечномерное банахово пространство. Операторы J ∈ J (Lp(G,X)) имеют вид

(Jx)(t) =

∫

G

N(t, s)x(s)ds,

(интегрирование ведется по мере Хаара), где ядро N измеримо и при некоторых M < ∞ и γ > 0

удовлетворяет оценке
‖N(t, s)‖ ≤ Me−γ|t−s|.

Для операторов из J (Lp(G,X)) справедлива следующая теорема.
Теорема 8. Пусть оператор I + J , где J ∈ J(Lp(G,X)), обратим в Lp(G,X), тогда обратный

оператор имеет вид (I + J)−1 = I + J1, где J1 ∈ J(Lp(G,X)).

Замечание 2. Отметим, что теорема 3 используется в статье И. И. Струковой [11] для доказа-
тельства аналога теоремы Винера для периодических на бесконечности функций.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00378).
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Algebra (with identity) generated by integral operators on the spaces of continuous periodic functions is considered. This algebra is

proved to be an inverse-closed subalgebra in the algebra of all bounded linear operators.
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К ПРОБЛЕМЕ ЛЕОНТЬЕВА О ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЯХ
ВПОЛНЕ РЕГУЛЯРНОГО РОСТА

В. Б. Шерстюков

Кандидат физико-математических наук, доцент кафедры высшей математики, Национальный исследовательский ядерный

университет «МИФИ», Москва, shervb73@gmail.com

Рассматривается произвольная целая функция экспоненциального типа, все нули которой просты и образуют последова-

тельность с нулевым индексом конденсации. На множестве нулей такой функции ее производная растет в определенном

смысле максимально быстро. Требуется выяснить, будет ли исходная функция обладать полной регулярностью роста. Эта

задача, возникшая в теории представления аналитических функций рядами экспонент, была поставлена А. Ф. Леонтьевым

более сорока лет назад и пока не решена. В настоящей работе показано, что означенная проблема решается положительно,

если функция «не слишком мала» на некоторой прямой.

Ключевые слова: проблема Леонтьева, функция вполне регулярного роста, индекс конденсации.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Изучая вопросы, связанные с представлением аналитических функций рядами экспонент,
А. Ф. Леонтьев (1972 г.) поставил следующую задачу [1, замечание на с. 1291]. Пусть L(λ) — целая
функция экспоненциального типа (ЦФЭТ) с последовательностью простых (всех) нулей Λ = (λk)

∞
k=1

и индикатором

hL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln
∣∣L

(
reiθ

)∣∣
r

, θ ∈ [0, 2π] ,

удовлетворяющая условию

lim
k→∞

{
1

|λk|
ln |L′(λk)| − hL(arg λk)

}
= 0 . (1)

Нужно выяснить, является ли L(λ) функцией вполне регулярного роста (ВРР).
Последнее свойство в соответствии с общим определением [2, гл. III] равносильно существованию

равномерного по θ ∈ [0, 2π] предела

lim
r→+∞

r/∈E

ln
∣∣L

(
reiθ

)∣∣
r

= hL(θ) .

Здесь E — некоторое множество положительных чисел нулевой относительной меры, т. е. такое, что
множество E ∩ [0, r] измеримо (по Лебегу) при каждом r > 0 и его мера есть o(r) при r → +∞.
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Отметим, что все используемые в дальнейшем без пояснений определения и результаты теории
целых функций хорошо известны; в случае необходимости их можно найти, к примеру, в монографиях
[2–4].

Условие (1), равносильное, как несложно видеть, неравенству

lim
k→∞

{
1

|λk|
ln

1

|L′(λk)| + hL(arg λk)

}
≤ 0 , (2)

и близкие ему по характеру играют ключевую роль при установлении критериев представимости
аналитических функций рядами экспонент или обобщенных экспонент (см., например, [4, 5]) и за-
трагивают целый ряд смежных вопросов: интерполяции, слабой достаточности (γ-достаточности) и
максимальности множеств в различных классах целых функций. Из большого количества соответ-
ствующих работ отметим [6–9], имеющие непосредственное отношение к описанной проблематике.

Интересующая нас задача до выхода в свет работ автора [10–12] исследовалась самим Леонтье-
вым, а также Ю. И. Мельником, А. В. Братищевым как в приведенной выше, так и в более общей
постановке (для целой функции с кратными нулями и индикатором HL(θ) при уточненном порядке
ρ(r) → ρ ∈ [0,+∞) ; при этом условие (1) естественным образом подправлялось). Эта задача име-
ет положительное решение при ρ ∈ [0, 1/2). Тот же результат получен в [13] для ρ ∈ [1/2, 1) при
дополнительных предположениях

min
θ∈[0, 2π]

HL(θ) > 0, lim
r→+∞

ln min
|λ|=r

|L (λ)|

ln r
= +∞.

Следует отметить, что при ρ(r) ≡ ρ из теоремы 1 работы Мельника [14] и теоремы 3 обзорной
статьи Ю. Ф. Коробейника [4, с. 106–107] следует справедливость цитированных результатов Бра-
тищева уже при любом ρ > 0. Если условие положительности индикатора нарушено, то при ρ ≥ 1/2
соотношение (1) или его естественное обобщение не влекут, вообще говоря, полной регулярности
роста функции. Соответствующий пример построен в [13].

Величину, стоящую в левой части неравенства (2), часто называют леонтьевским индексом кон-
денсации нулевого множества ЦФЭТ L(λ). Отметим, что в духе задачи Леонтьева описание полной
регулярности роста четной ЦФЭТ с простыми вещественными нулями получено недавно автором.
Соответствующий результат, формулируемый в терминах обобщенного индекса конденсации последо-
вательности нулей, доложен на 16-й Саратовской зимней школе (2012 г.).

В настоящей работе также рассматривается первоначальный вопрос о справедливости имплика-
ции: (1) ⇒ L(λ) — функция ВРР. Обозначим для удобства изложения через L класс всех ЦФЭТ
(называемый в дальнейшем классом Леонтьева), удовлетворяющих условию (1) этой «классической»
задачи. Несмотря на усилия ряда авторов, вопрос о полной регулярности роста функции L ∈ L ,
индикаторная диаграмма которой имеет внутренние точки, в общей ситуации остается открытым. Ре-
зультаты Мельника позволяют дать положительный ответ на него в случае наличия особой симмет-
рии в расположении корней функции L(λ) или определенной оценки снизу роста |L(λ)| на некоторой
системе расширяющихся до бесконечности окружностей |λ| = Rn. Например [15], если Λ инвари-
антно относительно поворота вокруг начала на фиксированный угол раствора 2π/s, s ≥ 3, или если
min

|λ|=Rn

|L(λ)| > R−p
n при каком-либо p > 0 и всех номерах n [16]. Так, что неизвестно даже, имеет ли

ВРР произвольная четная функция L ∈ L . Дополнительные сведения из истории вопроса и точные
формулировки отдельных результатов можно найти в диссертации Братищева [17, введение, с. 34–35;
гл. 2, § 2.5].

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основной результат статьи положительно решает задачу Леонтьева при дополнительном условии,
допускающем не слишком быстрое стремление функции к нулю на какой-нибудь прямой вне доста-
точно массивного множества на ней. Доказательство опирается на применение известной теоремы
Ингама–Левинсона [18, 19] о максимальной скорости стремления к нулю на вещественной оси финит-
ного преобразования Фурье [20, гл. 3, §3.3]. Приведем в удобном для нас виде формулировку этой
теоремы.

Пусть ω(x) — положительная неубывающая функция (x ≥ 0), удовлетворяющая условию

∞∫

1

ω(x)

x2
dx < ∞. (3)
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Тогда для любого a > 0 найдется четная целая функция F (λ) экспоненциального типа и вполне
регулярного роста, имеющая только вещественные нули, индикаторную диаграмму [−ia, ia] и
удовлетворяющая оценке

|F (x)| ≤ exp(−ω(|x|)), |x| > x0.

Напомним, что множество S0 вещественных чисел называется относительно плотным по мере,
если найдутся такие положительные числа l и α, что для любого x ∈ R порция S0 в отрезке [x, x + l]
имеет меру, большую, чем α. Пусть S — множество точек на какой-либо прямой γ (0 ∈ γ), полученное
из S0 ⊂ R поворотом на соответствующий угол. Если S0 относительно плотно по мере на R, то
множество S называем относительно плотным по мере на прямой γ.

Теперь мы можем сформулировать центральный результат статьи.
Теорема 1. Пусть функция L(λ) принадлежит классу L и имеет положительный индикатор.

Пусть еще найдутся прямая γ, 0 ∈ γ, относительно плотное по мере множество S на ней и
положительная неубывающая функция ω(x) с условием (3) такие, что

inf {|L(λ)| exp ω(|λ|) : λ ∈ S} > 0. (4)

Тогда L(λ) имеет вполне регулярный рост.
Доказательство. Перед началом доказательства отметим, что в [10, теорема 3] установлен анало-

гичный результат, в котором (4) заменено на более жесткое требование inf{|L(λ)| : λ ∈ S} > 0. Мы
покажем, что можно свести ситуацию к рассмотренной в [10]. Приступая к доказательству, выберем
и зафиксируем δ > 0 настолько малым, чтобы функция F (λ), построенная по весу ω0(x) ≡ (1+δ)ω(x)
в соответствии с приведенной выше теоремой Ингама–Левинсона, удовлетворяла при всех θ ∈ [0, 2π]
условию

hF (θ) < hL(θ) − 4δ . (5)

Введем объединение кругов с конечной суммой радиусов:

U ≡
∞⋃

k=1

{
λ ∈ C : |λ − λk| < e−δ |λk|

}

и функцию

Φ(λ) ≡ F (λ)

L(λ)
−

∞∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(λ − λk)
.

Используя принадлежность L(λ) классу Леонтьева и экспоненциальный рост F (λ), получим c поло-
жительными постоянными A и B при всех k ∈ N неравенства

|L′(λk)| ≥ A exp ((hL(arg λk) − δ)|λk|) , |F (λk)| ≤ B exp ((hF (arg λk) + δ)|λk|) .

Если λ /∈ U, то из этих неравенств с учетом (5) следует оценка

∣∣∣∣
F (λk)

L′(λk)(λ − λk)

∣∣∣∣ ≤
B

A
exp ((hF (arg λk) − hL(arg λk) + 3δ)|λk|) <

B

A
e−δ |λk|.

Отсюда и из теоремы о категориях стандартным образом заключаем, что Φ(λ) есть ЦФЭТ. Серия
дальнейших шагов покажет, что Φ(λ) ≡ 0.

Будем считать, что прямая γ из условия теоремы совпадает с вещественной осью, и,
следовательно, S ⊂ R, что, разумеется, не нарушает общности рассуждений. Поскольку
|F (x)| ≤ exp (−ω0(|x|)) , |x| > x0, то из (4) вытекает существование такой постоянной M > 0,
что при всех x ∈ S, |x| > x0, верно

∣∣∣∣
F (x)

L(x)

∣∣∣∣ ≤ M exp (−ω0(|x|) + ω(|x|)) = M e−δ ω(|x|) .

Значит, при x ∈ S \ U, |x| > x0, справедлива оценка

|Φ(x)| ≤ M e−δ ω(|x|) +
B

A

∞∑

k=1

e−δ |λk| .
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Итак, ЦФЭТ Φ(λ) ограничена на относительно плотном по мере множестве, а по лемме Б. Я. Левина
из [21] — и на всей прямой R. Следовательно, Φ(λ) — функция ВРР, что мы используем ниже при
нахождении ее индикатора. Для сокращения записи полагаем

Ψ(λ) ≡ L(λ)

∞∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(λ − λk)
,

отмечая, что Ψ(λ) есть ЦФЭТ с индикатором hΨ(θ) ≤ hL(θ), θ ∈ [0, 2π].
Проанализируем теперь тождество

F (λ) = Ψ(λ) + Φ(λ)L(λ).

Согласно (5) имеем hF (θ) < hL(θ) при всех θ. Если бы при каком-то значении θ0 выполнялось
hΦ(θ0) > 0, то мы могли бы записать

hF (θ0) = max {hΨ(θ0), hΦ(θ0) + hL(θ0)} = hΦ(θ0) + hL(θ0) > hL(θ0),

приходя к противоречию. Следовательно, функция Φ(λ) имеет нулевой экспоненциальный тип. Более
того, по теореме Фрагмена–Линделефа Φ(λ) есть тождественная постоянная, так как величина |Φ(λ)|
ограничена на R. Но при x → ∞ по множеству S \ U имеем:

|Φ(x)| ≤ M e−δ ω(|x|) +

∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(x − λk)

∣∣∣∣∣ → 0.

Итак, Φ ≡ 0. Отсюда
F (λ)

L(λ)
=

∞∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(λ − λk)
, λ /∈ Λ.

Правая часть полученного соотношения ограничена на множестве C \ U, поэтому найдется такая
постоянная C > 0, что при всех λ /∈ U справедлива оценка

|L(λ)| ≥ C |F (λ)|.

Функция F (λ) имеет только вещественные нули, обладает ВРР и положительным индикатором при
θ = ±π/2. Вместе с последним неравенством это позволяет выбрать относительно плотное по мере
на мнимой оси множество S1, на котором inf

λ∈S1

|L(λ)| > 0. Применение цитированной выше теоремы 3

из [10] завершает рассуждения. Теорема 1 доказана.
Приведем еще один результат, вытекающий из [10, теорема 3].
Теорема 2. Четная или нечетная функция класса L с положительным индикатором и

нулями, содержащимися при каких-либо θ0 ∈ [0, 2π] и D > 0 в гиперболических секторах

Γ(θ0,D) ≡
{

λ ∈ C : Re
(
λe−iθ0

)2 ≤ D
}

, является функцией вполне регулярного роста.

Доказательство. Не умаляя общности рассуждений, будем предполагать, что функция L(λ) четна,
т. е. что

L(λ) =

∞∏

k=1

(
1 − λ2

λ2
k

)
, λ ∈ C.

По условию при всех k ∈ N верно |λk|2 cos(2(θ0 − arg λk)) ≤ D. С учетом этого оценим снизу |L(λ)|
на луче γ(θ0) ≡ {λ ∈ C : arg λ = θ0}. Для произвольного λ ∈ γ(θ0), |λ| ≥

√
2D, имеем:

|L(λ)| =

∞∏

k=1

√

1 − 2

∣∣∣∣
λ

λk

∣∣∣∣
2

cos(2(θ0 − arg λk)) +

∣∣∣∣
λ

λk

∣∣∣∣
4

≥
∞∏

k=1

√
1 +

|λ|2
|λk|4

(|λ|2 − 2D) ≥ 1 .

Следовательно, на прямой γ, содержащей луч γ(θ0), при |λ| ≥
√

2D выполнена оценка |L(λ)| ≥ 1. По
теореме 3 [10] функция L(λ) имеет ВРР. Теорема 2 доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00281).
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The Problem of Leont’ev on Entire Functions of Completely Regular Growth

V. B. Sherstyukov

National Research Nuclear University MEPhI, Russia, 115409, Moscow, Kashirskoe shosse, 31, shervb73@gmail.com

We consider an entire function of exponential type with all its zeros are simple and form a sequence with the index condensation

zero. On the set of zeros a function of its derivative is growing quickly. Required to determine whether original function have complete

regularity of growth. This problem, which arose in the theory of representation of analytic functions by exponential series was posed

by A. F. Leontiev more than forty years ago and has not yet been solved. In this paper we show that the aforesaid problem a positive

solution if the function is «not too small» on a straight line.

Key words: Leont’ev problem, function of completely regular growth, index of condensation.
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УДК 501.1

О МНОЖЕСТВАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ КРАТНЫХ РЯДОВ
ПО СИСТЕМЕ ХАРАКТЕРОВ НУЛЬ-МЕРНОЙ ГРУППЫ

В СМЫСЛЕ СХОДИМОСТИ ПО КУБАМ

И. С. Юрченко

Ассистент кафедры прикладной информатики, Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского,

hamsterchik@mail.ru

В данной работе изучаются множества единственности для кратных рядов по системе характеров нуль-мерной группы в

смысле сходимости по кубам. Доказано, что конечное множество и счетное множество, имеющее только одну предельную

точку, являются множествами единственности.

Ключевые слова: компактная нуль-мерная группа, множество единственности, кратный ряд по системе характеров.

ВВЕДЕНИЕ

В работах В. А. Скворцова [1] и Х. О. Мовсисяна [2] было показано, что счетное множество
является множеством единственности для кратных рядов Уолша, сходящихся по прямоугольникам. В
работе [3] был получен более общий класс множеств единственности для функций Уолша. В част-
ности, было доказано, что любая непрерывная кривая конечной длины или их счетное объединение
является множеством единственности для двойных рядов Уолша, сходящихся по прямоугольникам.
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В работе [4] был получен класс множеств единственности для кратных рядов по смешанной систе-
ме функций, расширяющий известные классы множеств единственности. В работе [5] был приведен
пример кратного ряда, сходящегося по прямоугольникам, но не сходящегося по кубам. Затем в [6]
было доказано, что пустое множество является множеством единственности для кратных рядов Уолша
на двоичной группе в смысле сходимости по кубам. М. Г. Плотников в 2007 году [7], рассматри-
вая функции Уолша на двоичной группе, показал, что конечное множество и счетное множество,
имеющее только одну предельную точку, являются множеством единственности для кратных рядов
Уолша, сходящихся по кубам. Мы покажем, что данные результаты справедливы для произвольной
нуль-мерной группы.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть (G,⊕) — компактная нуль-мерная группа. Топология на группе G определяется с помо-
щью цепочки вложенных подгрупп G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . Обозначим pk = (Gk/Gk+1)

♯. По по-
следовательности простых чисел (pk)∞k=0 построим последовательность (mk) следующим образом:
m0 = 1,mk+1 = pkmk. Элементы gn = Gn \Gn+1 образуют базисную систему в G, т.е. любой элемент

x ∈ G однозначно представим в виде ряда x =
∞∑

n=0
angn, an = 0, pn − 1. Если pngn = 0, группа G

является группой Виленкина, если pngn = gn+1, то в этом случае G называется группой P -адических
чисел, P = {pn}.

Аннуляторы группы G образуют возрастающую последовательность G⊥
0 ⊂ G⊥

1 ⊂ . . . и
(G⊥

k+1/G⊥
k )♯ = pk. Обозначим через X = {χ} совокупность характеров группы G. Данная си-

стема является ортогональной и X =
∞⋃

n=0
G⊥

n . Пусть µ определяет меру Хаара и µG = 1. Тогда

µ(Gn ⊕ h) = 1/mn. По мере µ строится абсолютно сходящийся интеграл
∫
G

fdµ, инвариантный отно-

сительно сдвига.
Характеры rk(z) ∈ G⊥

k+1 \ G⊥
k назовем функциями Радемахера. Пусть

n =
∞∑

k=0

εkmk+1 ∈ N0, εk = 0, pk − 1, z =
∞∑

k=0

zkgk ∈ G, zk = 0, pk − 1.

Положим по определению χn(z) =
∞∏

k=0

(rk(z))εk . Очевидно, что данное произведение содержит конеч-

ное число сомножителей.
Обозначим через G = GN = G × · · · × G︸ ︷︷ ︸

N

N -мерную группу с топологией произведения групп. В

этом случае база топологии состоит из произведений сдвигов:

Gj ⊕ h = (Gj1 ⊕ h(1)) × (Gj2 ⊕ h(2)) × . . . × (GjN
⊕ h(N)).

Здесь и далее компоненты вектора h ∈ GN обозначены через h(1), h(2), . . . , h(N), т. е. h = (h(1),

h(2), . . . , h(N)). Компоненты h(l) вектора h можно записать в виде

h(l) = a
(l)
jl−1gjl−1 ⊕ a

(l)
jl−2gjl−2 ⊕ . . . ⊕ a

(l)
0 g0.

Так как Gj ⊕ h есть объединение дизъюнктных кубов вида

(Gj ⊕ h(1)) × (Gj ⊕ h(2)) × . . . × (Gj ⊕ h(N)) (j = max(j1, . . . , jN )), (1)

то совокупность таких кубов также образует базу топологии в GN . Куб (1) можно записать в виде

GN
j ⊕ h = (Gj ⊕ a

(1)
j−1gj−1 ⊕ · · · ⊕ a

(1)
0 g0) × · · · × (Gj ⊕ a

(N)
j−1gj−1 ⊕ · · · ⊕ a

(N)
0 g0).

Обозначая для удобства Gj := GN
j , куб (1) можно записать в виде Gj ⊕ gA , где

g1×j =
(
gj−1 . . . g0

)
, Aj×N =




a
(1)
j−1 . . . a

(N)
j−1

. . . . . . . . .

a
(1)
0 . . . a

(N)
0


, a

(ν)
l = 0, pl − 1, l = 0, j − 1. Размерность матриц

зависит от ранга куба Gj . Обозначим ν-й столбец матрицы A через A (ν), а ν-ю строку через Â (ν).
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Положим по определению χn(z) = χn1
(z1) . . . χnN

(zN ), z ∈ G, n = (n1, . . . , nN ). Если
mj = (mj ,mj , . . . ,mj), то χmj

(z) = rj(z) = const на Gj+1 ⊕ gA .
Покажем, что I =

∫
Gj

χn(z)dµ(z) = 0 при n ≥ mj .

Рассмотрим произвольную пачку mj+k ≤ n < mj+k+1 для всех k ≥ 0.
1. Пусть n = mj+k, в этом случае χn = rj+k. Представим интеграл I как сумму интегралов по

смежным класса ранга j + k таких, что Gj+k ⊂ Gj :

I =
∑

l

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z).

Зафиксируем l и рассмотрим отдельно интеграл по смежному классу:

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z)1Gj+k⊕hl
(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z ⊕ hl)1Gj+k⊕hl
(z ⊕ hl)dµ(z) =

=

∫

G

χn(z)χn(hl)1Gj+k
(z)dµ(z) = χn(hl)

∫

Gj+k

χn(z)dµ(z).

Следовательно,

I =
∑

l

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z) =
∑

l

χn(hl)

∫

Gj+k

rj+k(z)dµ(z) =

=
∑

l

χn(hl)
∑

ν

∫

Gj+k+1⊕h′

ν

ενdµ(z) =
∑

l

χn(hl)
∑

ν

ενµ(Gj+k+1) = 0,

где εν — корни из 1, hl = ajl−1gjl−1⊕ajl−2gjl−2⊕. . .⊕a0g0, h′
ν = aj+k1gj+k⊕aj+k−1gj+k−1⊕. . .⊕a0g0.

2. Пусть n = αmj+k + β = αmj+k + βj+k−1mj+k−1 + · · · + β0m0, в этом случае χn = rα
j+k ×

× r
βj+k−1

j+k−1 . . . rβ0

0 = rα
j+k · 1 на группе Gj+k.

Представим интеграл I как сумму интегралов по смежным класса ранга j+k таких, что Gj+k ⊂ Gj :

I =
∑

l

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z).

Зафиксируем l и рассмотрим отдельно интеграл по смежному классу:

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z)1Gj+k⊕hl
(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z ⊕ hl)1Gj+k⊕hl
(z ⊕ hl)dµ(z) =

=

∫

G

χn(z)χn(hl)1Gj+k
(z)dµ(z) = χn(hl)

∫

Gj+k

χn(z)dµ(z).

Следовательно,

I =
∑

l

χn(hl)

∫

Gj+k

χn(z)dµ(z) =
∑

l

χn(hl)

∫

Gj+k

rα
j+k(z)dµ(z) =

=
∑

l

χn(hl)
∑

ν

∫

Gj+k+1⊕h′

ν

εα
ν dµ(z) =

∑

l

χn(hl)
∑

ν

εα
ν µ(Gj+k+1) = 0.

Таким образом,
∞∑

n=mj

∫

Gj

χn(z)dµ(z) = 0. (2)
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Рассмотрим N -кратный ряд

∞∑

n=0

cnχn(z) =

∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nN=0

cn1...nN
χn1

(z1) . . . χnN
(zN ). (3)

Кубические частичные суммы ряда (3) будем обозначать

SM(z) =

M−1∑

n=0

cnχn(z) =

M−1∑

n1=0

· · ·
M−1∑

nN=0

cn1...nN
χn1

(z1) . . . χnN
(zN ),

а ядро Дирихле — через

Dk(z) =

k−1∑

n=0

χn(z) =

k−1∑

n1=0

· · ·
k−1∑

nN=0

χn1
(z1) . . . χnN

(zN ).

Для ряда (3) определим функцию множества:

Ψ(Gj ⊕ gA ) =
∞∑

n=0

∫

Gj⊕gA

cnχn(z)dµ(z). (4)

Запишем ее в виде

Ψ(Gj ⊕ gA ) =

∞∑

n=0

∫

Gj⊕gA

cnχn(z)dµ(z) =

∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nN=0

cn

∫

Gj⊕gA

χn(z)dµ(z) =

=

mj−1∑

n1=0

· · ·
mj−1∑

nN=0

cn

∫

Gj⊕gA

χn(z)dµ(z) +
∑

n 6∈[0,mj−1]N

cn

∫

Gj⊕gA

χn(z)dµ(z).

Из (2) следует, что второй интеграл равен нулю (так как ns ≥ mj , s = 1, N), а в первом интеграле
χn(z) = const на Gj ⊕ gA , поэтому

Ψ(Gj ⊕ gA ) =

mj−1∑

n=0

cnχn(z)

∫

Gj⊕gA

dµ(z) = µ(Gj ⊕ gA ) ·
mj−1∑

n=0

cnχn(z) = µ(Gj ⊕ gA )Smj
(z).

Таким образом, для каждого z ∈ Gj ⊕ gA имеет место

Ψ(Gj ⊕ gA ) = µ(Gj ⊕ gA )Smj
(z). (5)

Выразим коэффициенты cn ряда (3) через функцию Ψ. Для этого выберем произвольное
mk = (mk, . . . ,mk) так, чтобы n ≤ mk − 1(ns ≤ mk − 1, s = 1, N), выберем произвольную точку

tk = (t
(1)
k , . . . , t

(N)
k ) ∈ Gk ⊕ gA и рассмотрим суммы

∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ),

где суммирование идет по всем кубам ранга k.
Далее, используя (4), имеем:

∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ) =
∑

A

∞∑

s=0

χn(tk)cs

∫

Gk⊕gA

χs(z)dµ(z).

Во внутренней сумме в силу (2) слагаемые с номером s ≥ mk будут равны нулю, следовательно,

∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ) =
∑

A

mk−1∑

s=0

χn(tk)cs

∫

Gk⊕gA

χs(z)dµ(z) =
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=

mk−1∑

s=0

cs
∑

A

∫

Gk⊕gA

χn(z)χs(z)dµ(z) =

mk−1∑

s=0

cs

∫

G

χn(z)χs(z)dµ(z) =

mk−1∑

s=0

csδns = cn.

Таким образом,

cn =
∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ), (6)

причем cn не зависит от k, лишь бы n ≤ mk − 1.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Путь A — M -множество ряда (3) в смысле сходимости по кубам, т. е. ряд (3) не

равен нулю тождественно и сходится к нулю вне A. Тогда Ψ(Gj ⊕ gA ) = 0 для любого смежного

класса Gj ⊕ gA такого, что Gj ⊕ gA ∩ A = ∅.
Доказательство. Допустим противное, пусть существует Gj0 ⊕ gA 0 : Gj0 ⊕ gA 0 ∩ A = ∅, но

Ψ(Gj0 ⊕ gA 0) 6= 0, и пусть для определенности Re Ψ(Gj0 ⊕ gA 0) > 0 (в противном случае можно
заменить cn на −cn в ряде (3)). Следовательно, существует α > 0 такое, что ReΨ(Gj0⊕gA 0) > α > 0.

Имеем:

Gj0 ⊕ g1×j0A
0
j0×N =

⊔

Â 0(1)

(Gj0+1 ⊕ g1×j0+1A
0
j0+1×N ).

Следовательно, в силу аддитивности функции Ψ

Ψ(Gj0 ⊕ gA 0) =
∑

Â 0(1)

Ψ(Gj0+1 ⊕ gA 0) ⇒ ReΨ(Gj0 ⊕ gA 0) =
∑

Â 0(1)

ReΨ(Gj0+1 ⊕ gA 0) > α > 0 ⇒

⇒ ∃ A 1 : ReΨ(Gj0+1 ⊕ gA 1) >
α

pN
j0

> 0.

Аналогично

Gj0+1 ⊕ g1×j0+1A
0
j0+1×N =

⊔

Â 1(1)

(Gj0+2 ⊕ g1×j0+2A
1
j0+2×N ) ⇒

⇒ ReΨ(Gj0+1 ⊕ gA 1) =
∑

Â 1(1)

ReΨ(Gj0+2 ⊕ gA 1) >
α

pN
j0

> 0 ⇒

⇒ ∃ A 2 : ReΨ(Gj0+2 ⊕ gA 2) >
α

pN
j0

pN
j0+1

> 0

и т. д.
На n-м шаге получим, что

∃ A n : Re Ψ(Gj0+n ⊕ gA n) >
α

pN
j0

. . . pN
j0+n−1

> 0.

В результате получим последовательность вложенных N -мерных смежных классов, сходящуюся
к точке z.

Рассмотрим

lim
j→∞

Re Smj
(Gj ⊕ gA ) = lim

n→∞
Re Smj0+n

(Gj0+n ⊕ gA n).

В силу (5) получаем:

lim
n→∞

Re Smj0+n
(Gj0+n ⊕ gA n) = lim

n→∞

ReΨ(Gj0+n ⊕ gA n)

µ(Gj0+n ⊕ gA n)
≥

≥ lim
n→∞

α

pN
j0

. . . pN
j0+n−1

1

mN
j0+n

= lim
n→∞

αmN
j0 > 0.
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Таким образом, lim
j→∞

Re Smj
(z) > 0, т. е. ряд не сходится к нулю, следовательно, по условию z ∈ A,

но z ∈ Gj0 ⊕ gA 0. Значит, Gj0 ⊕ gA 0 ∩ A 6= ∅. Получили противоречие. Таким образом,

Ψ(Gj0 ⊕ gA 0) = 0. ¤

Лемма 2. Пусть A ⊂ G, z — изолированная точка множества A. Пусть H — аддитивная

функция, определенная на борелевских подмножествах множества G и H(Gj ⊕ gA ) = 0 для

любого смежного класса Gj ⊕gA такого, что Gj ⊕gA ∩A = ∅. Тогда существует число b такое,

что для любого смежного класса Gj ⊕ gA такого, что Gj ⊕ gA ∩ A = {z} H(Gj ⊕ gA ) = b.

Доказательство. Выберем Gj1 ⊕ gA1 : Gj1 ⊕ gA1 ∩ A = {z} и H(Gj1 ⊕ gA1) = b и выберем
произвольно Gj2 ⊕ gA2 : Gj2 ⊕ gA2 ∩ A = {z}. Покажем, что H(Gj2 ⊕ gA2) = b.

1. Gj1 ⊕ gA1 ⊂ Gj2 ⊕ gA2. В этом случае Gj2 ⊕ gA2 =
⊔

Gj1 ⊕ gA , где объединение берется по
всем A , для которых Gj1 ⊕ gA ⊂ Gj2 ⊕ gA2. Следовательно,

H(Gj2 ⊕ gA2) =
∑

H(Gj1 ⊕ gA ) =

=
∑

z∈Gj1
⊕gA

H(Gj1 ⊕ gA ) +
∑

z6∈Gj1
⊕gA

H(Gj1 ⊕ gA ) = H(Gj1 ⊕ gA1) + 0 = b.

2. Gj2 ⊕ gA2 ⊂ Gj1 ⊕ gA1. В этом случае Gj1 ⊕ gA1 =
⊔

Gj2 ⊕ gA , где объединение берется по
всем A , для которых Gj2 ⊕ gA ⊂ Gj1 ⊕ gA1. Тогда

H(Gj1 ⊕ gA1) =
∑

z∈Gj2
⊕gA

H(Gj2 ⊕ gA ) +
∑

z 6∈Gj2
⊕gA

H(Gj2 ⊕ gA ) = H(Gj2 ⊕ gA2) = b. ¤

Лемма 3. Пусть A = {z1, . . . , zn} ∈ G — конечное множество, H — аддитивная функция, опре-

деленная на борелевских подмножествах G, и такая, что если Gj⊕gA ∩A = ∅, то H(Gj⊕gA ) = 0.

Тогда существует конечный набор чисел {b1, . . . , bn} такой, что для любого смежного класса

Gj ⊕ gA H(Gj ⊕ gA ) =
∑

l:zl∈Gj⊕gA

bl, если Gj ⊕ gA ∩ A 6= ∅.

Доказательство. По лемме 2 для любых l и Gj ⊕gA , таких что Gj ⊕gA ∩A = {zl}, существует bl

такое, что H(Gj ⊕ gA ) = bl.
Смежный класс Gj ⊕ gA представим в виде объединения смежных классов большего ранга

Gj ⊕ gA =
⊔
A

Gj+s ⊕ gA так, чтобы каждый смежный класс Gj+s ⊕ gA содержал не более одной

точки zl. Тогда

H(Gj ⊕ gA ) =
∑

zl∈Gj+s⊕gA

H(Gj+s ⊕ gA ) +
∑

zl 6∈Gj+s⊕gA

H(Gj+s ⊕ gA ) =
∑

zl∈Gj+s⊕gA

bl. ¤

Определение. Если точка z принадлежит подгруппе Gl0 , но не принадлежит подгруппе Gl0+1, то
будем говорить, что порядок точки z равен l0.

Лемма 4. При l > l0, значение выражения Dml+ml0
(t) = mN

l0
rl(t), если порядок всех координат

точки t равен l0, и нулю, если порядок хотя бы одной координаты точки t меньше l0.

Доказательство. Имеем:

Dml+ml0
(t) =

ml+ml0
−1∑

n=0

χn(t) =

ml−1∑

n=0

χn(t) +

ml+ml0
−1∑

n=ml

χn(t) = Dml
(t) + rl(t)Dml0

(t).

Учитывая равенство Dmk
(t) =

{
mk, t ∈ Gk,

0, t 6∈ Gk,
получим, что

Dml0
+ml

(t) =

{
rl(t)ml0 , если порядок точки t равен l0,

0, если порядок точки t меньше l0.

Положим Dml+ml0
(t) =

N∏
k=1

Dml+ml0
(t(k)), где t = (t(1), . . . , t(N)), t(k) =

∞∑
j=1

t
(k)
j gj , gj ∈ Gj \ Gj+1.

Если порядок хотя бы одной из координат точки t меньше l0, то Dml+ml0
(t) = 0, иначе Dml+ml0

(t) =

=
N∏

s=1
Dml+ml0

(t(s)) =
N∏

s=1
rl(t

(s))ml0 = mN
l0

rl(t). ¤
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3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Любое конечное множество A ⊂ G = GN является множеством единственности

для N -кратных рядов по системе характеров в смысле сходимости по кубам.
Доказательство. Допустим противное, пусть существует конечное множество A = {z1, . . . , zq} ∈

∈ G, где zj = (z
(1)
j , . . . , z

(N)
j ), которое является M -множеством, следовательно, существует ряд (3), не

все коэффициенты которого равны нулю, сходящийся к нулю вне A. Покажем, что существует точка
y ∈ G\A, в которой кубические частичные суммы данного ряда не сходятся к нулю, что противоречит
условию M -множества.

Пусть Ψ(Gj ⊕ gA ) — аддитивная функция, построенная для данного ряда (3) по формуле (4). По
лемме 1 Ψ(Gj ⊕ gA ) = 0 для любого смежного класса Gj ⊕ gA , не содержащего точек множества A.
По лемме 3 (в силу леммы 1 и аддитивности функции Ψ) существуют числа {b1, . . . , bq} такие, что для
любого смежного класса Gj ⊕ gA , не содержащего точек множества A, Ψ(Gj ⊕ gA ) =

∑
k:zk∈Gj⊕gA

bk.

Таким образом,

Ψ(Gj ⊕ gA ) =





0, Gj ⊕ gA ∩ A = ∅;
∑

k:zk∈Gj⊕gA

bk, Gj ⊕ gA ∩ A 6= ∅. (7)

При этом в силу формулы (6) и условия, что не все коэффициенты cn равны нулю, существу-
ет хотя бы один номер j0 такой, что bj0 6= 0. Выберем l0 = (l0, . . . , l0) ∈ RN так, чтобы куб
Gl0 ⊕ gA содержал точку zj0 , но не содержал остальных точек zj , j = 1, . . . , q, j 6= j0. Выберем

точку y = (y(1), . . . , y(N)) ∈ Gl0 ⊕ gA с координатами y(ν) = (pl0 − 1)gl0 ⊕ z
(ν)
j0

, ν = 1, . . . , N. Тогда

точка y ⊖ zj0 будет иметь координаты y(ν) ⊖ z
(ν)
j0

= (pl0 − 1)gl0 ⊕ z
(ν)
j0

⊖ z
(ν)
j0

= (pl0 − 1)gl0 , значит
порядок каждой координаты точки y ⊖ zj0 равен l0. Рассмотрим остальные точки y ⊖ zj , j 6= j0 с

координатами y(ν) ⊖ z
(ν)
j = (pl0 − 1)gl0 ⊕ z

(ν)
j0

⊖ z
(ν)
j . Так как точки zj0 и zj лежат в разных смежных

классах, то порядок хотя бы одной координаты каждой из точек y⊖ zj будет меньше l0 (данная точка
будет лежать в большем смежном классе).

Покажем, что последовательность кубических частичных сумм Sml+ml0
(y) не стремится к нулю

при l → ∞, l = (l, . . . , l).
В силу (6) имеем:

Sml+ml0
(y) =

ml+ml0
−1∑

n=0

cnχn(y) =

ml+ml0
−1∑

n=0

[
∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA )

]
χn(y).

Суммирование во внутренней сумме идет по всем смежным классам ранга k Gk ⊕ gA ∋ tk, а номер
k выбирается так, чтобы для всех s = 1, N ns ≤ mk − 1 и в смежном классе Gk ⊕ gA лежало не
более одной точки zj . Тогда

Sml+ml0
(y) =

∑

A

Ψ(Gk ⊕ gA )

ml+ml0
−1∑

n=0

χn(tk)χn(y).

В силу (7) tk можно заменить на zj , j = 1, . . . , N , тогда

Sml+ml0
(y) =

∑

j:zj∈Gk⊕gA

bj

ml+ml0
−1∑

n=0

χn(y⊖ zj) =

=
∑

j:zj∈Gk⊕gA ,j 6=j0

bjDml+ml0
(y⊖ zj) + bj0Dml+ml0

(y⊖ zj0).

Первое слагаемое равно нулю в силу леммы 4 и выбора точки y, ядро Дирихле во второй сумме равно
mN

l0
rl(y⊖ zj0), следовательно,

Sml+ml0
(y) = 0 + bj0m

N
l0 rl(y⊖ zj0) = bj0m

N
l0 rl(y⊖ zj0).

Так как |rl(y⊖ zj0)| =
N∏

s=1
|rl(y

(s) ⊖ z
(s)
j0

)| = 1, то Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞. ¤
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Теорема 2. Если счетное множество A ⊂ G имеет только одну предельную точку, то оно

является множеством единственности для N -кратных рядов по системе характеров в смысле

сходимости по кубам.
Доказательство. Пусть A = {zj}∞j=1. Тогда все точки этого множества, кроме, быть может, одной

являются изолированными. Пусть z — единственная изолированная точка множества A. Допустим
противное, пусть множество A ∈ G является M -множеством, т. е. существует ряд (3), не все коэф-
фициенты которого равны нулю, сходящийся к нулю вне A.

Пусть Ψ(Gj ⊕ gA ) — аддитивная функция, построенная для данного ряда (3) по формуле (4). По
лемме 1 Ψ(Gj ⊕ gA ) = 0 для любого смежного класса Gj ⊕ gA , не содержащего точек множества A.
По лемме 2 для каждой точки zj 6= z существует число bj такое, что для любого смежного класса
Gk ⊕ gA такого, что Gk ⊕ gA ∩ A = zj , имеет место равенство Ψ(Gk ⊕ gA ) = bj .

Рассмотрим два случая.
1. Существует, по крайне мере, один номер j = j0 такой, что bj0 6= 0. Выберем l0 = (l0, . . . , l0) ∈ RN

так, чтобы куб Gl0 ⊕ gA содержал точку zj0 , но не содержал остальных точек zj , j = 1, . . . , q, j 6= j0.
Выберем точку y = (y(1), . . . , y(N)) ∈ Gl0 ⊕ gA , как в теореме 1, так, чтобы порядок всех координат
точки y⊖ zj0 был равен l0, а порядок хотя бы одной координаты каждой из точек y⊖ zj , j 6= j0 был
меньше l0.

Покажем что последовательность кубических частичных сумм Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞,

l = (l, . . . , l). Из доказательства теоремы 1 имеем:

Sml+ml0
(y) =

∑

A

Ψ(Gk ⊕ gA )

ml+ml0
−1∑

n=0

χn(tk)χn(y).

В силу лемм 1 и 2 tk можно заменить на zj , тогда

Sml+ml0
(y) =

∑

j:zj∈Gk⊕gA

bj

ml+ml0
−1∑

n=0

χn(y⊖ zj) =

=
∑

j:zj∈Gk⊕gA ,j 6=j0

bjDml+ml0
(y⊖ zj) + bj0Dml+ml0

(y⊖ zj0).

Первое слагаемое равно нулю в силу леммы 4 и выбора точки y, ядро Дирихле во второй сумме равно
mN

l0
rl(y⊖ zj0). Следовательно,

Sml+ml0
(y) = 0 + bj0m

N
l0 rl(y⊖ zj0) = bj0m

N
l0 rl(y⊖ zj0).

Так как |rl(y⊖ zj0)| =
N∏

s=1
|rl(y

(s) ⊖ z
(s)
j0

)| = 1, то Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞ и, следовательно, что

ряд (3) не сходится к нулю по кубам в точке y — противоречие.
2. Числа bj = 0 для любого j. В этом случае существует Gl0 ⊕ gA ∋ z и существует число b 6= 0

такое, что Ψ(Gl0 ⊕ gA ) = b. В противном случае, функция Ψ будет тождественно равна нулю и,
следовательно, в силу формулы (6) все коэффициенты cn также будут тождественно равны нулю.

Как и в случае 1, выберем точку y ∈ G \ A так, чтобы порядок всех координат точки y ⊖ z был
равен некоторому числу l0, а порядок хотя бы одной координаты каждой из точек y⊖ zj , zj 6= z был
меньше l0.

Имеем:

Sml+ml0
(y) =

∑

A

Ψ(Gk ⊕ gA )Dml+ml0
(y⊖ zj) =

= bDml+ml0
(y⊖ z) = bmN

l0 rl(y⊖ z).

Так как |rl(y⊖ z)| = 1, то Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞. ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00097).
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Построена математическая модель упругих однородных оболочек в рамках кинематики типа Рейсснера–Миндлина. На

основе прямых (бескоординатных) методов тензорного исчисления получены уравнения равновесия в перемещениях в

произвольной (не обязательно ортогональной) системе координат, учитывающие асимметрию расположения лицевых по-

верхностей. Для сферической оболочки предложена процедура построения решения, основанная на методе спектрального

разложения, описывающего напряженно-деформированное состояние при потенциальных силовых и моментных статиче-

ских нагрузках.

Ключевые слова: сферическая оболочка, статический изгиб, аналитические решения, спектральные разложения, собствен-

ные функции.

Задачи математического моделирования тонкостенных тел, в частности тонких оболочек, возни-
кают при исследовании очень широкого класса современных материалов и конструкций. Создание
новых моделей (теорий) или модификация существующих объясняется, с одной стороны, исполь-
зованием новых материалов, например наноматериалов [1]

’
композитных материалов [2], с другой

— описанием технологических процессов, при которых объекты создаются путем наращивания, на-
пример при электролитическом, газодинамическом, парофазном осаждениях, ионной имплантации,
стереолитографии [3]. Большинство работ в этом направлении основаны на идее редукции задачи о
деформировании трехмерного тела к задаче о некоторой специальной трансформации двумерного мно-
гообразия, представленного поверхностью осреднения оболочки. Такое преобразование может быть
выполнено различным образом. Это означает, что несмотря на введение в модель одних и тех же ки-
нематических и статических ограничений на напряженно-деформированное состояние, окончательные
соотношения и уравнения оказываются различными [4].

Создание моделей тонкостенных тел, позволяющих описывать новые эффекты, естественно, ос-
новано на использовании современных понятий механики твердого тела, заложенных в трудах
C. Trusdell, R. A. Toupin [5], W. Noll [6], M. Epstein [7], M. E. Gurtin [8], G. A. Maugin [9], Cohen
[10] и др. Это позволяет осуществить моделирование процессов, выходящих за рамки классической
механики оболочек. Так, слоистые оболочки представляют собой соединения континуального множе-
ства мембран, или по терминологии [8] — материальных поверхностей, каждая из которых обладает
своей индивидуальной отсчетной конфигурацией. Поэтому деформации этих мембран в «сборке», за
исключением специальных случаев, не являются совместными, т. е. слоистые оболочки не обладают
натуральной конфигурацией [11].

Целью настоящего исследования является построение уравнений равновесия упругих оболочек в
рамках кинематики типа Рейсснера–Миндлина, учитывающих асимметрию строения, в координатах
общего вида.

Тонкостенные тела интуитивно понимаются как тела, образы конфигураций которых определяются
характерными размерами различных порядков: один их них можно трактовать как «малый параметр».
Это определение можно сформулировать более строго, если рассмотреть в физическом пространстве
две совокупности открытых шаров. Пусть элементы первой совокупности содержат все образы до-
пустимых конфигураций, а элементы второй полностью содержатся в них. Тогда можно определить
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наибольший шар из второй совокупности и наименьший из первой. Отношение их радиусов дает пара-
метр, определяющий отношение характерных размеров. Порядок малости этого параметра определяет
«степень тонкостенности».

Оболочки определяются как подмножество класса тонкостенных тел, граница которых устроена
специальным образом: она представляет объединение двух поверхностей, называемых лицевыми, и
конечного множества (возможно, пустого) линейчатых поверхностей. Последние задают так называе-
мый опорный контур оболочки. Если лицевые поверхности эквидистантны, то оболочка классифици-
руется как оболочка постоянной толщины. Здесь и далее поверхность осреднения будем обозначать
символом S. Ортогональная проекция средней линии линейчатых поверхностей на S определяет на
ней совокупность (возможно, пустую) замкнутых кривых, которые определяют опорный контур Γ.

Заметим, что в наиболее общем случае S можно рассматривать как ориентируемую поверхность
лишь локально, а в целом S представляет собой двумерное гладкое многообразие, накрываемое со-
вокупностью локальных карт, образующих атлас S. То же самое следует сказать и о лицевых по-
верхностях. Примеры подобных оболочек можно построить как обобщения известных примеров из
топологии: лист Мебиуса, бутылка Клейна, яйцо Дунса. Вместе с тем, в рамках статьи ограничимся
оболочками, для которых S представляет собой тривиальное многообразие, т. е. двумерное многооб-
разие, атлас которого состоит из одной карты. Более того, будем полагать, что S может быть вложено
в физическое (евклидово) пространство E посредством отображения ρ : D → E ,D ⊂ R2.

Предположение о возможности вложения достаточно сильное: из него вытекает вполне опреде-
ленная связность, определяющая S глобально как риманово двумерное многообразие. Если дополни-
тельно предположить, что ρ не имеет особых точек, а на S может быть построено непрерывное поле
единичных нормалей, то S можно характеризовать как неособую ориентируемую поверхность1.

1. Рассмотрим подробно необходимые для дальнейшего изложения геометрические структуры на S.
Отображение ρ определяет на S поле реперов, которые принято в механике называть векторными
базисами [12]:

ρα =
∂ρ

∂qα
(q1, q2) ∈ D ⊂ R2. (1)

На языке геометрии это поле реперов (вернее, их линейные оболочки) задает касательное расслое-

ние TS. В общем случае реперы представляют неортогональные пары векторов (скалярное произве-
дение индуцируется скалярным произведением в физическом пространстве) и порождают дуальные
реперы ρα:

ρα ·ρβ = δα
β .

Поле дуальных реперов определяет кокасательное расслоение T ∗S.
Определим первый фундаметальный тензор поверхности A:

A = ρα ⊗ ρα = ρα ⊗ ρα = aαβρα ⊗ ρβ = aαβρα ⊗ ρβ . (2)

Компоненты aαβ , aαβ определяются скалярными произведениями векторных базисов aαβ = ρα ·ρβ ,
aαβ = ρα ·ρβ . Отметим, что этот тензор является оператором ортогонального проектирования на
касательное пространство, т. е.

∀ u ∈ TS A·u = u·A = u.

Определим, принимая нотацию Гиббса [13], двумерный оператор Гамильтона на многообразии S

по формуле

∇s = ρα ∂

∂qα
. (3)

Тогда градиент векторного поля нормалей n =
ρ1 × ρ2

|ρ1 × ρ2|
имеет следующий вид:

∇sn = ρα ⊗ ∂n

∂qα
= −B. (4)

Он определяет второй фундаментальный тензор поверхности B.

1Из классификационной теоремы для двумерных многообразий вытекает, что продолжение S топологически эквивалентно
либо плоскости, либо сфере, либо n-тору.
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Таким образом, с каждой точкой поверхности S ассоциирована тройка векторов ρ1, ρ2, n, которая
в силу условий, указанных выше, образует базис в векторном простанстве, ассоциированным с E .

В дальнейшем нам понадобятся следующие разложения градиента векторного поля и дивергенции
тензорного поля, определенного на поверхности осреднения [14]:

∀ u ∈ TS ∇su = ∇su·A + B ·u ⊗ n, (5)

∀ T ∈ TS ⊗ TS ∇s ·T = (∇s ·T )·A + (B : T )n. (6)

Причем операции с поверхностным оператором Гамильтона могут быть выражены в терминах кова-
риантной производной ∇α и соответствующих символов Кристоффеля 2-го рода на поверхности Γγ

αβ :

∇su·A = ∇αuβρα ⊗ ρβ = ∇αuβρα ⊗ ρβ , ∇αuβ =
∂uβ

∂qα
+ Γβ

αγuγ , ∇αuβ =
∂uβ

∂qα
− Γγ

αβuγ ,

((∇s ·T )·A)α =
∂T βα

∂qβ
+ Γβ

βγT γα + Γα
βγT βγ .

Производные базисных векторов можно представить разложениями:

∂ρα

∂qβ
= Γγ

αβργ + bαβn,
∂ρα

∂qβ
= −Γα

βγργ + bα
βn. (7)

Координатное представление на поверхности S порождает криволинейные координаты в окрестно-
сти S. Фактически, эти криволинейные координаты задают некоторую карту из атласа, накрывающего
все физическое пространство:

R = ρ + zn, (8)

где z — координата, отсчитываемая вдоль нормали, которую далее будем называть трансверсальной
координатой. Эта карта является важным элементом теории, поскольку позволяет ввести согласован-
ные координаты как на S, так и на всех слоях, образующих оболочку. Порождаемые этой картой поля
реперов (основных и взаимных) имеют вид

Rα =
∂R

∂qα
, Rα ·Rβ = δα

β , R3 = R3 = n. (9)

Из соотношений (1), (4) и формул (7), (9) следует, что

Rα = (A − zB)·ρα, Rα = (A − zB)−1 ·ρα. (10)

Тогда пространственный оператор Гамильтона в окрестности поверхности можно представить в
терминах поверхностного оператора ∇s (3):

∇ = Rα ∂

∂qα
+ n

∂

∂z
= (A − zB)−1 ·∇s + n

∂

∂z
. (11)

2. В теории оболочек Рейсснера–Миндлина (в некоторых работах называемой теорией типа Тимо-
шенко [15]) принимаются следующие гипотезы:

1. Нормальный элемент к поверхности осреднения до деформации не изменяет своей длины.
2. Напряжения обжатия по толщине n·σ ·n малы и ими можно принебречь.
Первую группу гипотез можно классифицировать как кинематические, поскольку они задают

ограничения на деформацию тела, а вторую — как статические, ввиду того что в ней речь идет о
специальном типе распределения напряжений.

Очевидно, что постулирование кинематических гипотез эквивалентно введению дополнительных
идеальных связей. По этой причине оболочки можно рассматривать как тела со связями [12].

Математическая формулировка кинематических ограничений определяется соотношением

u = v + wn − zϑ, v ·n = 0, ϑ·n = 0, (12)

где v = v(q1, q2), w = w(q1, q2) — вектор тангенциальных смещений и прогиб точек поверхности
осреднения, ϑ = ϑ(q1, q2) — вектор, характеризующий поворот нормального элемента. С другой
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стороны, вводя вектор поворота как θ = ϑ2e1 − ϑ1e2, поле перемещений можно записать [16] в виде
u = v + wn + zθ × n .

При заданных ограничениях на поле перемещений (12) его градиент может быть вычислен следу-
ющим образом:

∇u =

(
(A − zB)

−1 ·∇s + n
∂

∂z

)
(v + wn − zϑ) =

= (A − zB)
−1 ·(∇sv − Bw + ∇sw ⊗ n − z∇sϑ) − n ⊗ ϑ. (13)

Непосредственное использование выражения (13) в значительной степени затрудняется наличием
множителя (A − zB)

−1. В различных вариантах теории оболочек используются разные формы его
представления. Ряд авторов полагают его равным A (ввиду малости z и главных значений тензора
кривизны), либо используют разнообразные аппроксимации. Это приводит к отличиям в окончатель-
ных уравнениях. В этой связи представляется важным конкретизировать форму представления этого
множителя. Далее используется асимптотическое разложение:

(A − zB)
−1

= A + zB + o(z), (14)

которое отражает идею представления полей в виде формулы Тейлора первого порядка по отношению
к трансверсальной координате z.

Соответствующее представление для градиента перемещений (13) имеет вид

∇u = ∇sv ·A − Bw + (B ·v + ∇sw) ⊗ n − n ⊗ ϑ+

+z
(
−∇sϑ·A + B ·(∇sv ·A − Bw) + (B ·(B ·v + ∇sw − ϑ)) ⊗ n

)
. (15)

Заметим, что подчеркнутые слагаемые, как правило, не учитываются [17, с. 31; 18, с. 82; 19].
Тензор, сопряженный к градиенту перемещений (15), может быть записан в форме

(∇u)
∗

= A·(∇sv)
∗ − Bw + n ⊗ (B ·v + ∇sw) − ϑ ⊗ n+

+z
(
−A·(∇sϑ)

∗
+

(
A·(∇sv)

∗ − Bw
)
·B + n ⊗ (B ·(B ·v + ∇sw − ϑ))

)
.

Полученные соотношения позволяют записать выражение для тензора малых деформаций
2ε = ∇u + (∇u)

∗ следующим образом:

ε = [∇sv ·A]
sym − Bw + [(B ·v + ∇sw − ϑ) ⊗ n]sym+

+z (− [∇sϑ·A]
sym

+ [B ·(∇sv ·A − Bw)]
sym

+ [B ·(B ·v + ∇sw − ϑ) ⊗ n]sym) . (16)

Эти и все дальнейшие выражения могут быть записаны в компактном виде, если ввести так
называемые меры мембранной ǫ, изгибной κ и угловой γ деформации:

ǫ = [∇sv ·A]
sym − Bw, κ = [∇sϑ·A]

sym
, γ = B ·vs + ∇sw − ϑ. (17)

Здесь [. . .]sym означает операцию выделения симметричной части тензора, т. е. [T ]sym = (T + T ∗) /2.
В терминах (17) тензор ε (16) записывается в виде

ε = ǫ + [γ ⊗ n]sym + z
(
B ·ǫ + A·Z + [(B ·γ) ⊗ n]

sym − κ

)
, (18)

где Z определяется формулой Z =
(
(∇sv)

∗ ·B − B ·(∇sv)
∗)

/2. Заметим, что слагаемые B ·ǫ + A·Z
в большинстве работ входят в тензор изгибной деформации [18, 19].

3. Для изотропного линейного упругого материала оболочки принимаем следующие определяющие
соотношения:

σ = 2µℵ : ε + λAtrε µ =
E

2(1 + ν)
λ =

2µν

1 − ν
=

Eν

1 − ν2
. (19)

Здесь тензор σ — тензор напряжений Коши, а тензор ℵ имеет вид

ℵ = ρα ⊗ ρβ ⊗ ρα ⊗ ρβ + k (n ⊗ ρα ⊗ n ⊗ ρα + ρα ⊗ n ⊗ ρα ⊗ n) ,
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где k — коэффициент поперечного сдвига [15]. Заметим, что в этом случае выполняется статическая
гипотеза в «жестком» варианте [20], так как tr ε умножается на двумерный единичный оператор A.

Тензор напряжений представим в форме следующего разложения:

σ = σ
‖
0 + σ⊥

0 + z
(
σ

‖
1 + σ⊥

1

)
,

где σ
‖
0 = 2µǫ + λAtr ǫ, σ⊥

0 = kµ [γ ⊗ n]
sym, σ

‖
1 = 2µ (B ·ǫ + A·Z − κ) + λA (B : ǫ − tr κ),

σ⊥
1 = kµ [B ·γ ⊗ n]

sym.
Ниже приведем результат применения операции tr к тензорам деформаций:

tr ǫ = ∇s ·v − wtrB tr κ = ∇s ·ϑ trZ = 0.

Следующий важный этап редукции трехмерных уравнений к двумерным связан с аппроксимацией
выражения G(A − zB)−1. Введение редуцированных напряжений — сил и моментов — основано на
интегрировании по трансверсальной координате относительно поверхности осреднения. Для выпол-
нения операции интегрирования удобно предварительно ввести напряжения, приведенные к метрике
поверхности осреднения S. Эти напряжения будем обозначать символом σ̂:

σ̂ = G(A − zB)−1 ·σ G = G(z) = det (A − zB) . (20)

Из теоремы Гамильтона–Кэли, записанной для тензора, определенного на поверхности, которая
может быть сформулирована следующим образом [14]:

X2 − Xtr X + Adet (X) = 0, где X = (A − zB) , det (X) = G, trA = 2,

получаем, что
G (A − zB)

−1
= A + zC, C = B − Atr B.

Поэтому разложение в ряд Тейлора по трансверсальной координате тензорного поля σ̂ дает

σ̂ = σ̂
‖
0 + σ̂

⊥
0 + z

(
σ̂

‖
1 + σ̂

⊥
1

)
+ o(z), (21)

а входящие в него компоненты определяются формулами

σ̂
‖
0 = σ

‖
0, σ̂⊥

0 = kµγ ⊗ n,

σ̂
‖
1 = 2µ (D ·ǫ + A·Z − κ) + λ (Atr (D ·ǫ − κ) + Y : ǫ) σ̂

⊥
1 = kµD ·γ ⊗ n, (22)

где D = B + C, Y = B ⊗ A − A ⊗ B.
Определим тензоры усилий T и тензор моментов M формулами [14, 21, 22]:

T =

∫ h+

−h−

σ̂ dz, M = −
∫ h+

−h−

zσ̂ × n dz. (23)

Из определений тензоров следует, что n ·T = 0, n ·M = M ·n = 0. Составляющие тензора усилий
определяют тензор мембранных усилий T = T ·A и вектор перерезывающих сил Q = T ·n.

На основании (23) выразим тензоры мембранных усилий, моментов и вектор перерезывающих сил
через меры деформации (17), обозначая через h = h+ + h− толщину оболочки:

T = h (2µǫ + λAtr ǫ) − h2
+ − h2

−

2
(2µκ + λAtr κ) + T c,

T c =
h2

+ − h2
−

2
{2µ (D ·ǫ + A·Z) + λ (Atr (D ·ǫ) + Y : ǫ)} ,

−M =

[
h2

+ − h2
−

2
(2µǫ + λAtr ǫ) − h3

+ + h3
−

3
(2µκ + λAtr κ)

]
× n + M c, (24)

−M c =
h3

+ + h3
−

3
{2µ (D ·ǫ + A·Z) + λ (Atr (D ·ǫ) + Y : ǫ)} × n,

Q = hkµγ + Qc Qc =
h2

+ − h2
−

2
kµD ·γ,
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В этих формулах мы выделяем из общих выражений составляющие сил и моментов, подчеркнутые
ранее, наделяя их индексом с (curvature). Отметим, что наличие этих слагаемых приводит к тому,
что соответсвующие тензоры сил и моментов являются несимметричными.

Зависимость введенных в (24) тензоров от перемещений и углов поворота точек поверхности
осреднения приобретает вид

T = h {2µ [∇sv ·A]
sym

+ λA∇s ·v − (λAtr B + 2µB) w}−

−h2
+ − h2

−

2
{2µ [∇sϑ·A]

sym
+ λA∇s ·ϑ} + T c,

T c =
h2

+ − h2
−

2
{2µ (C ·[∇sv ·A]

sym
+ [B ·∇sv ·A]

sym
) + λ(A(C : (∇sv − Bw))+

+B∇s ·v) − 2B ·(λAtr B + 2µB + µC)w} ,

−M =
h2

+ − h2
−

2
{2µ [∇sv ·A]

sym
+ λA∇s ·v − (λAtr B + 2µB) w} × n−

−h3
+ + h3

−

3
{2µ [∇sϑ·A]

sym
+ λA∇s ·ϑ}×n+M c, (25)

−M c =
h3

+ + h3
−

3
{2µ (C ·[∇sv ·A]

sym
+ [B ·∇sv ·A]

sym
) +

+λ(A(C : (∇sv − Bw)) + B∇s ·v) − 2B ·(λAtr B + 2µB + µC)w} × n,

Q = hkµ (B ·vs + ∇sw − ϑ) + Qc Qc =
h2

+ − h2
−

2
kµD ·(B ·vs + ∇sw − ϑ) .

4. Для решения краевых задач часто эффективны методы разложения по собственным функци-
ям дифференциального оператора, порождаемого уравнениями равновесия, записанными в терминах
перемещений. Как правило, такие системы уравнений приведены для оболочек постоянной толщи-
ны канонической формы в традиционных ортогональных системах координат либо в случаях, когда
h‖B‖ ≪ 1.

Получим уравнения равновесия теории оболочек в перемещениях. На основе [11] эту систему,
записанную в усилиях и моментах, примем в виде

∇s ·T ·A − B ·Q + g = 0,

∇s ·M ·A + Q × n + m = 0, (26)

∇s ·Q + B : T + q = 0.

Здесь g = p·A, q = p·n, а p — вектор плотности распределенных усилий, m — вектор распределенных
моментов.

Подставим выражения сил и моментов, записанные через перемещения (25):

h
{
µ∇

2
sv ·A + (λ + µ)∇s∇s ·v − ∇s ·((2µB + λAtrB) w) − kµB ·(B ·v + ∇sw − ϑ)

}
−

−h2
+ − h2

−

2

{
µ∇

2
sϑ·A + (λ + µ)∇s∇s ·ϑ

}
+ ∇s ·T c ·A − B ·Qc + g = 0,

h
{
kµ

(
∇

2
sw − ∇s ·ϑ + ∇s ·(B ·v)

)
+ 2µB : ∇sv + λtr B∇s ·v −

(
2µtr B2 + λtr 2B

)
w

}
−

−h2
+ − h2

−

2
{2µB : ∇sϑ + λtrB∇s ·ϑ} + B : T c + ∇s ·Qc + q = 0, (27)

{
h3

+ + h3
−

3

(
µ∇

2
sϑ + (λ + µ)∇s∇s ·ϑ

)
+ khµ (B ·v + ∇sw − ϑ)

}
× n−

−h2
+ − h2

−

2

{
µ∇

2
sv + (λ + µ)∇s∇s ·v − ∇s ·((2µB + λAtr B) w)

}
× n+

+Qc × n − ∇s ·M c ·A + m = 0.

Оператор ∇
2
s необходимо определять следующим образом: ∇

2
sf = ∇s ·(∇sf ·A).

5. Несмотря на сложность уравнений (27), в ряде случаев удается построить аналитические реше-
ния порождаемых ими краевых задач. Конечно, это возможно для специальных форм граничных усло-
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вий, однако такие «модельные» решения позволяют изучить качественные особенности напряженно-
деформированного состояния исследуемых тонкостенных конструкций и построить на их основе ал-
горитмы численного решения. Наиболее удобной в этом смысле является сферическая оболочка, т. е.
оболочка, поверхность осреднения которой представляет собой связанную часть сферы.

Пусть (θ, ψ, z) — сферические координаты, которые связаны с декартовыми следующими форму-
лами:

X = (R + z) sin θ cos ψ, Y = (R + z) sin θ sin ψ, Z = (R + z) cos θ.

Здесь R — радиус поверхности осреднения. Связь базиса (1) с декартовым базисом и другие соотно-
шения приведены в статье [11].

Сфера выгодно отличается от других поверхностей тем, что тензор B на ней является шаровым,
т. е. B = −A/R. Это приводит к существенным упрощениям в системе (27).

Приведем здесь выражения усилий и моментов для сферической оболочки из (25):

T = h

(
2µ [∇sv ·A]

sym
+ λA∇s ·v +

2

R
(λ + µ) Aw

)
−

−h2
+ − h2

−

2
(2µ [∇sϑ·A]

sym
+ λA∇s ·ϑ) , Q = hkµ

(
− v

R
+ ∇sw − ϑ

)
, (28)

−M =
h2

+ − h2
−

2

(
2µ [∇sv ·A]

sym
+ λA∇s ·v +

2

R
(λ + µ) Aw

)
× n−

−h3
+ + h3

−

3
(2µ [∇sϑ·A]

sym
+ λA∇s ·ϑ) × n.

Уравнения равновесия (27) примут вид

h

{
µ∇

2
sv ·A + (λ + µ) ∇s∇s ·v +

2

R
(λ + µ) ∇sw +

kµ

R

(
− v

R
+ ∇sw − ϑ

)}
−

−h2
+ − h2

−

2

{
µ∇

2
sϑ·A + (λ + µ)∇s∇s ·ϑ

}
+ g = 0,

h

{
kµ

(
∇

2
sw − ∇s ·ϑ − 1

R
∇s ·v

)
− 2

R
(λ + µ) ∇s ·v − 4

R2
(λ + µ)w

}
+

+
h2

+ − h2
−

2

2 (λ + µ)

R
∇s ·ϑ + q = 0, (29)

{
h3

+ + h3
−

3

(
µ∇

2
sϑ + (λ + µ)∇s∇s ·ϑ

)
+ khµ

(
− v

R
+ ∇sw − ϑ

)}
× n−

−h2
+ − h2

−

2

{
µ∇

2
sv + (λ + µ)∇s∇s ·v +

2

R
(λ + µ) ∇sw

}
× n + m = 0.

6. Пусть опорный контур Γ сферической оболочки представляет собой окружности θ = θ0, θ = θ1.
Будем полагать, что края оболочки на опорном контуре жестко закреплены:

v|Γ = 0, ϑ|Γ = 0, w|Γ = 0. (30)

Рассмотрим случай, когда напряженно-деформированное состояние, возникающее в оболочке, осе-

симметрично (некоторые несимметричные НДС рассмотрены в [23]). Тогда решение краевой задачи

(29), (30) будем искать в пространстве интегрируемых с квадратом вектор-функций, определенных в

области [θ0; θ1], со скалярным произведением

〈X,Y 〉 =

∫ θ1

θ0

X ·H ·Y sin θdθ

в форме разложения по собственным функциям оператора L :

U =
∞∑

k=1

αk

λk
Uk,
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где Uk — собственные функции обобщенной задачи Штурма–Лиувилля:

L [Uk] + λkHUk = 0, B [Uk] = 0, (31)

а αk — коэффициенты Фурье, определяемые заданными внешними силовыми и моментными полями:

αk = 〈Uk,G〉, G = −ρ
(
1 − ν2

)

E

(
R2g,m,R2q

)
.

Здесь H — матрица, содержащая инерционные члены динамической задачи, определяется формулой

H =




1 +
h2
+−h2

−

Rh −
(

h2
+−h2

−

2Rh + 2
h3
++h3

−

3Rh

)
0

−
(

h2
+−h2

−

2Rh + 2
h3
++h3

−

3Rh

)
h3
++h3

−

3Rh 0

0 0 1 +
h2
+−h2

−

Rh


 ,

оператор L , характеризующий упругую реакцию оболочки на перемещения, имеет вид

L =




∇
2
s − 1

sin2 θ
+ C − K −

(
K +

h2
+−h2

−

2Rh (∇2
s − 1

sin2 θ
+ C)

)
(K + B)

d

dθ

−
(
K +

h2
+−h2

−

2Rh (∇2
s − 1

sin2 θ
+ C)

)
h3
++h3

−

3R2h

(
∇

2
s − 1

sin2 θ
+ C

)
− K

(
K − h2

+−h2
−

2Rh B
) d

dθ

− (K + B)

(
d

dθ
+ cot θ

)
−

(
K − h2

+−h2
−

2Rh B
)(

d

dθ
+ cot θ

)
K∇

2
s − 2B




,

U = (v/R, ϑ,w/R) — искомый вектор. Заметим, что в рассматриваемом случае введенный оператор

является самосопряженным; ∇
2
s =

d2

dθ2
+ cot θ

d

dθ
; B = 1 + ν, C = 1 − ν,K = kC/2. Оператор краевых

условий можно записать в форме

B[U] = {v|θ=θ0
, ϑ|θ=θ0

, w|θ=θ0
, v|θ=θ1

, ϑ|θ=θ1
, w|θ=θ1

} . (32)

Целесообразность использования введенного скалярного произведения обусловливается тем, что

каждое собственное значение λ с точностью до множителя определяет собственную частоту колеба-

ний оболочки.

Считается, что внешние поля являются потенциальными, т. е. g = g′, m = m′. В этом случае

собственные функции могут быть выражены через известные специальные функции. Будем искать

тангенциальное смещение и угол поворота в форме v = Φ′
k, ϑ = Ψ′

k. Подставим эти представления в

уравнения и первые два проинтегрируем по θ, учитывая, что
∫ (

∇
2
s

d

dθ
− 1

sin2 θ

d

dθ

)
dθ = ∇

2
s. Тогда

система принимает вид линейной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффици-

ентами относительно оператора дифференцирования ∇
2
s:

(
∇

2
s + C − K

)
Φk −

(
K +

h2
+ − h2

−

2Rh
(∇2

s + C)

)
Ψk + (K + B)wk = −ρR2

(
1 − ν2

)

E
g,

−
(

K +
h2

+ − h2
−

2Rh
(∇2

s + C)

)
Φk +

(
h3

+ + h3
−

3R2h

(
∇

2
s + C

)
− K

)
Ψk+

+

(
K − h2

+ − h2
−

2Rh
B

)
w = −ρ

(
1 − ν2

)

E
m,

− (K + B) ∇
2
sΦk −

(
K − h2

+ − h2
−

2Rh
B

)
∇

2
sΨk +

(
K∇

2
s − 2B

)
wk = −ρR2

(
1 − ν2

)

E
q.

Это свойство позволяет представить решение рассматриваемой краевой задачи в форме разложе-

ния по базисным функциям, определяемым хорошо изученными решениями уравнения Гельмгольца:

∇
2
sζ = Λζ. В силу матричной структуры полученных уравнений векторы (Φk,Ψk, wk) можно пред-

ставить как (Φk,Ψk, wk) = (ak, bk, ck) ζk, где функции ζk = ζk (θ) являются решением порождающего
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уравнения ∇
2
sζ = Λkζ. Характеристические числа Λk в этом случае являются корнями уравнения

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Λ + C − K −
(
K +

h2
+−h2

−

2Rh (Λ + C)
)

K + B

−
(
K +

h2
+−h2

−

2Rh (Λ + C)
)

h3
++h3

−

3R2h (Λ + C) − K K − h2
+−h2

−

2Rh B

− (K + B) Λ −
(
K − h2

+−h2
−

2Rh B
)

Λ KΛ − 2B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (33)

а собственные значения λk находятся путем удовлетворения граничных условий. Такой способ полу-

чения решения по-видимому впервые применен в статье [24].

Таким образом, в работе на основе прямых (бескоординатных) методов тензорного исчисления по-

лучены уравнения равновесия в перемещениях в произвольной (неортогональной) системе координат,

учитывающие асимметрию расположения лицевых поверхностей. Для сферической оболочки предло-

жена процедура построения решения, основанная на методе спектрального разложения, описывающем

напряженно-деформированное состояние при потенциальных силовых и моментных статических на-

грузках.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 11-01-00669-а, 12-08-01119-а,

12-08-01260-а, 12-08-90806-мол-рф).
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The Equilibrium Equations of Shells in the Coordinates of the General Form
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A mathematical model of homogeneous elastic shells is consider under kinematics Reissner–Mindlin type. Through direct

(coordinateless) methods of the tensor calculus equations of equilibrium are obtained in terms of displacements in an arbitrary

(not necessarily orthogonal) coordinate system, taking into account the asymmetry of the location of the front surface. For a

spherical shells proposed procedure for constructing solutions, based on the method of spectral decomposition, which describes the

stress-strain state at the potential power and torque static loads.

Key words: sphere shell, equilibrium equations, analytical solutions, spectral decomposition, eigenfunctions.
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Разработана модель движения ударной системы с упругим элементом при периодическом силовом воздействии с учетом

ударов о жесткие преграды. Для моделирования движения ударной системы разработана программа, обеспечивающая

численное решение дифференциальных уравнений движения с учетом условий периодичности и условий соударения, гра-

фическое и числовое воспроизведение параметров движения в процессе моделирования. Осуществлено моделирование

режимов движения ударной системы. В процессе вычислительного эксперимента производится анализ и корректировка

параметров по результатам отклика системы.

Ключевые слова: моделирование, периодический удар, модель удара, ударная система, движение с ударами о преграды,

периодический режим движения, вычислительный эксперимент.

ВВЕДЕНИЕ

Использование удара широко применяется в технических системах, связанных с деформировани-
ем или разрушением технологической среды [1]. Реализация периодического удара осуществляется с
использованием виброударных систем [2, 3]. Исследователи обращаются к динамической схеме изу-
чаемых систем, представляя ее в виде движущегося вдоль оси тела массой m, на которое действует
некоторое переменное во времени возмущение, а также в виде ограничителя, моделирующего техно-
логическую среду.

Данная модель была рассмотрена в работах [4, 5]. Показано, что теоретически возможно рассчи-
тать параметры ударной системы под действием периодической силы релейного типа, реализующей
режим движения ударной массы, когда обеспечивается один удар за период, а переключение силы
происходит в момент нанесения удара по ограничителю.

Поддержать выполнение данного условия для ударной системы проблематично без специальных
мер стабилизации. При внешних возмущениях (в ряде случаев даже малых) происходит «затягивание»
движения в режим, когда удар по ограничителю наносится до момента переключения силы. При этом
скорость удара существенно меньше расчетной.

В случае, если время переключения силы для отвода ударника от ограничителя запаздывает
по отношению к моменту нанесения удара, возникает вероятность многократных ударов массы об
ограничитель (явление «дребезга»).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В данной работе рассмотрена модель ударной системы (рис. 1, а), представленная в виде движуще-
гося вдоль оси x тела массой m, на которое действуют периодическая пульсирующая сила P (t) (рис. 1,

б) и усилие пружины жесткостью c.

P t( )
m c

x x

x

III

P

0
t T t1

1

а б

Рис. 1. Схема ударной системы с упругим элементом и ограничи-
телями

При движении тела массой m
вдоль оси x происходит его столк-
новение с ограничителями (левым и
правым), положение которых опреде-
ляется координатами xI и xII . Задача
ударной системы — обеспечить перио-
дические удары с заданной скоростью

по правому ограничителю, моделирующему свойства технологической среды. С энергетических по-
зиций модель ударной системы с двумя ограничителями представляется предпочтительной, так как
торможение ударника после отхода от технологической преграды (правого ограничителя) осуществ-
ляется пассивным буферным устройством (левым ограничителем), а не активной силой P1.
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2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УДАРНОЙ СИСТЕМЫ

Периодический режим движения ударной системы, который целесообразно реализовать, опишем

следующим образом, ориентируясь на схему рис. 1, а, б.

В момент начала действия силы P1 ударник находится у левого ограничителя (x = xII), и скорость

ударника равна ẋ+
2 . Под действием силы P1 ударник, преодолевая силу упругосжимаемой пружины,

перемещается в направлении правого ограничителя. При t = t1 ударник достигает правого ограничи-

теля (x = xI) и наносит удар со скоростью ẋ−
1 .

Используем стереомеханическую модель удара, в соответствии с которой удар считается мгно-

венным, а скорость ударника после нанесения удара принимает значение ẋ+
1 = −k1ẋ

−
1 (где k1 —

коэффициент восстановления скорости при ударе о правый ограничитель).

На интервале t1 6 t < T сила P1 = 0 и ударник перемещается к левому ограничителю под действи-

ем силы упругосжатой пружины. В момент времени t = T ударник достигнет левого ограничителя

(x = xII), имея перед столкновением с ним скорость ẋ−
2 .

При столкновении с левым ограничителем (t = T ) скорость ударника принимает значение ẋ+
2 =

= −k2ẋ
−
2 (где k2 — коэффициент восстановления скорости при ударе о левый ограничитель). В этот

момент на ударник вновь начинает действовать сила P1. Далее процесс движения повторяется.

Движение ударной массы с учетом условий периодичности и условий соударения о жесткие огра-

ничители описывается уравнениями:

mẍ =

{
P (t) − c(∆ + x), если (i − 1)T 6 t < (i − 1)T + t1, i = 1, 2, 3, . . . ,

−c(∆ + x), если (i − 1)T + t1 6 t < i · T, i = 1, 2, 3, . . . ,
(1)

P (t) = P1,∆ = ∆0 − xII , (2)

x = xII , ẋ = ẋ+
2 , если t ∈ [(i − 1)T, i = 1, 2, 3, . . . , ], (3)

x = xI , ẋ = ẋ−
1 , если ẋ−

1 > 0, t ∈ [(i − 1)T + t1, i = 1, 2, 3, . . . , ], (4)

x = xI , ẋ = ẋ+
1 = −k1ẋ

−
1 , если ẋ−

1 > 0, t ∈ [(i − 1)T + t1, i = 1, 2, 3, . . . , ], (5)

x = xII , ẋ = ẋ−
2 , если ẋ−

2 < 0, t ∈ [iT, i = 1, 2, 3, . . . , ], (6)

x = xII , ẋ = ẋ+
2 = −k2ẋ

−
2 , если ẋ−

2 < 0, t ∈ [iT, i = 1, 2, 3, . . . , ]. (7)

где i — номер цикла; ∆ — максимальная осадка пружины; ∆0 — осадка пружины при расположении

ударной массы у левого ограничителя.

На режим движения ударной массы оказывает влияние множество факторов, к числу которых

можно отнести силы, разгоняющие массу для нанесения удара и отводящие ее в исходное состояние,

заданный период между ударами, время переключения сил, восстановление скорости ударника и

другие. Эффективный анализ влияния этих факторов и построение требуемого режима движения

ударной системы могут быть достигнуты при моделировании движения ударной системы.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ УДАРНОЙ СИСТЕМЫ

Для моделирования движения ударной системы разработана программа для ЭВМ, обеспечива-

ющая численное решение дифференциальных уравнений (1) с учетом условий периодичности (3),

(6) и условий соударения (5), (7); графическое и числовое воспроизведение параметров движения в

процессе моделирования. Общий вид интерфейса программы представлен на рис. 2.

Созданная программа позволяет визуально наблюдать за реализуемым режимом движения при

заданных исходных параметрах. К таким параметрам относятся: x0 — начальное положение ударной

массы, м; v0 – начальная скорость ударной массы, м/с; c — жесткость пружины, Н/м; ∆ — мак-

симальная осадка пружины, м; m — величина ударной массы, кг; P1 — величина силы, Н; t1 —

длительность действия силы P1, с; T — период, с; k1 и k2 — коэффициенты восстановления скорости

ударника при столкновении с ограничителями; xI и xII — координаты положения правого и левого

ограничителей, м.
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Рис. 2. Общий вид интерфейса программы: 1 — диаграмма скорости v ударной массы при kv = 1 м/с; 2 — диа-
грамма перемещения ударной массы x при kx = 0.01 м

После остановки процедуры расчета отображаются диаграммы перемещения и скорости объекта.
По оси абсцисс откладывается расчетное время t, с. Значение скорости и перемещения объекта
определяется как:

v = kv · v̄, x = kx · x̄,

где kv — коэффициент, определяющий масштаб диаграммы скорости (kv = 1 м/с); v̄ — числовое зна-
чение скорости на оси ординат; kx — коэффициент, определяющий масштаб диаграммы перемещения
(kx = 0.01 м); x̄ — числовое значение перемещения на оси ординат.

Для проведения анализа результатов моделирования при запуске процедуры численного расчета
результаты выводятся в виде двух таблиц.

В первой таблице отображаются результаты пошагового расчета: номер шага расчета; номер цикла;
время t, с; координата объекта x, м; скорость объекта v, м/с; величина силового воздействия P ,
Н; ускорение объекта a, м/с2; сигнализация удара о левый или правый ограничители; предударная
скорость объекта ẋ−

1 или ẋ−
2 , м/с; послеударная скорость объекта ẋ+

1 или ẋ+
2 , м/с.

Во второй таблице отображаются значения параметров удара объекта об ограничители: время на-
несения удара tудара, с; координата объекта в момент удара xудара, м; предударная скорость объекта
ẋ−

1 или ẋ−
2 , м/с; послеударная скорость объекта ẋ+

1 или ẋ+
2 , м/с. Немаловажным при проведении чис-

ленного эксперимента является запись числовых значений параметров движения системы в процессе
моделирования. С этой целью в вычислительной программе реализована возможность сохранения чис-
ловых значений параметров системы (номер шага расчета, время t, координата объекта x, скорость
объекта v, ускорение объекта a в таблицу Excel.

Параметры виброударной системы с реализацией режима движения, представленного на рис. 2,
приняты такими, что они обеспечивают устойчивый периодический режим с соударениями об огра-
ничители (x0 = −0.03 м; v0 = 0; c = 1000 Н/м; ∆ = −0.03 м; = 1 кг; P1 = 400 Н; t1 = 0.0125 с;
T = 0.05 с; k1 = 0.2; k2 = 0.02; xI = 0; xII = −0.03 м).

В процессе моделирования обеспечивается возможность анализа влияния параметров системы
на реализуемый режим движения. Так, например, как следует из диаграмм на рис. 3, снижение
жесткости упругого элемента для выбранного сочетания параметров практически не влияет на режим
движения ударника.

56 Научный отдел



А. А. Дозоров, В. К. Манжосов. Моделирование движения ударной системы

а

б

Рис. 3. Диаграммы скорости v (диаграмма 1 при kV = 1 м/с) и перемещения x (диаграмма 2 при kx =

= 0.01 м) P1 = 400 Н; m = 1 кг; t1 = 0.0125 с; T = 0.05 с: а — при c = 600 Н/м, б — при c = 200 Н/м

Переходной процесс заканчивается практически уже на втором цикле движения. К заметным
отличиям от диаграмм, приведенных на рис. 2, можно отнести уменьшение зоны покоя ударника
у левого ограничителя при снижении жесткости c, а также снижение скорости удара ẋ−

2 о левый
ограничитель (ẋ−

2 = −1.12 м/с при c = 200 Н/м).
Появление зоны покоя ударника у левого ограничителя (зоны залипания) связано с тем, что

происходит запаздывание включения силы P1. Длительность зоны залипания составляет величину
порядка 0.005 с. Если период цикла T = 0.05 с уменьшить до 0.045 с, то при принятых параметрах
системы реализуется периодический режим движения, близкий к идеальному (рис. 4).

Рис. 4. Диаграммы скорости v (диаграмма 1 при kV = 1 м/с) и перемещения x (диаграмма 2 при kx =

= 0.01 м), c = 200 Н/м, P1 = 400 Н, m = 1 кг, t1 = 0.0125 с, T = 0.045 с

Созданная система позволяет осуществлять корректировку вычислительного эксперимента для
поиска более рациональных значений тех или иных параметров.

Рассматриваемый класс виброударных систем имеет свойства инвариантности. Так, если рассмат-
ривать системы с постоянным соотношением таких параметров, как P1/m =const и c/m =const при
сохранении значений остальных параметров, то обнаруживаем, что они идентичны.

На рис. 5, а представлена реализация процесса движения ударной системы, когда m = 5 кг,
P1 = 2000 Н, c = 1000 Н/м; а на рис. 5, б — когда m = 10 кг, P1 = 4000 Н, c = 2000 Н/м (при этом
P1/m = 400 м/с2, c/m = 200 с−2).
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а

б

Рис. 5. Диаграммы скорости v (диаграмма 1 при kV = 1 м/с) и перемещения x (диаграмма 2 при kx =

= 0.01 м): а — при c = 1000 Н/м, P1 = 2000 Н, m = 5 кг, t1 = 0.0125 с, T = 0.045 с; б — при c =

= 2000 Н/м, P1 = 4000 Н, m = 10 кг, t1 = 0.0125 с, T = 0.045 с

Сравнивая диаграммы движения, приведенные на рис. 5, констатируем, что эти процессы совер-
шенно идентичны. Это позволяет результаты моделирования, выполненные для заданного сочетания
параметров, распространять и на другие ударные системы при изменении P1, m и c таким образом,
чтобы соотношения P1/m и c/m сохранялись постоянными.

При моделировании возможно проведение анализа чувствительности системы на изменения тех
или иных параметров. Так, сокращение периода T до значения T = 0.04 с (вместо T = 0.045 с)
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для параметров виброударной системы, представленных на рис. 4, приводит к заметному снижению
скорости удара ẋ−

1 о правый ограничитель, а также к торможению ударника силой P1.
Заданная скорость удара о правый ограничитель (порядка 4.8 м/с) реализуется только на первом

цикле движения. После удара объект перемещается к левому ограничителю. Но из-за малой жест-
кости пружины он не успевает достигнуть левой преграды к моменту окончания цикла. Включается
сила P1, которая начинает тормозить ударник. Возникает периодический режим движения без удара
о левый ограничитель.

Данную ударную систему можно довести до рационального режима движения, если, сохраняя
длительность периода T = 0.04 с, увеличить жесткость пружины до значения c = 1000 Н/м.

Разработанная вычислительная программа и представленная процедура моделирования процесса
движения виброударной системы позволяют в процессе вычислительного эксперимента производить
анализ и корректировку параметров по результатам отклика системы, обеспечивая поиск их рацио-
нальных значений.

ВЫВОДЫ

Разработана модель движения ударной системы с упругим элементом при периодическом силовом
воздействии с учетом ударов о жесткие преграды.

Для моделирования движения ударной системы разработана программа для ЭВМ, обеспечиваю-
щая численное решение дифференциальных уравнений с учетом условий периодичности и условий
соударения, графическое и числовое воспроизведение параметров движения в процессе моделирова-
ния.

Разработанная программа и представленная процедура моделирования процесса движения вибро-
ударной системы позволяют в процессе вычислительного эксперимента производить анализ и коррек-
тировку параметров по результатам отклика системы, обеспечивая поиск их рациональных значений.

Результаты моделирования показывают, что в зависимости от соотношения параметров системы
реализуются самые разнообразные режимы движения. Важным представляется разработка процедуры
выбора параметров, реализующая заданный режим. Разработка такой процедуры требует специальной
постановки задачи исследования, а предложенная вычислительная программа позволяет подойти к
решению таких задач.
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We have developed a model of a shock system with a resilient member under periodic force action including impacts about hard

barriers. In order to model the shock system we have developed a program providing a computational solution for differential

equations of a subject motion taking into account conditions of periodicity and collision, graphical and numerical reproduction of

motion parameters in the simulation process. We have performed simulation of modes of the shock system. In the process of

computational experiments parameters of the system response have been estimated and corrected upon the results.

Key words: modeling, periodic impact, model of the impact, shock system, motion with impacts about barriers, periodic motion mode,

computational experiment.
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ПОЛЕВЫЕ УРАВНЕНИЯ И d-ТЕНЗОРЫ ТЕРМОУПРУГОГО КОНТИНУУМА
С «ТОНКОЙ» МИКРОСТРУКТУРОЙ
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им. А. Ю. Ишлинского РАН, Москва, radayev@ipmnet.ru, y.radayev@gmail.com

Рассматривается новая нелинейная математическая модель термоупругого континуума с «тонкой»микроструктурой. Постро-

ение модели выполнено в терминах 4-ковариантного лагранжева формализма теории поля. Микроструктура континуума

задается микроструктурными d-тензорами, которые вводятся в теоретико-полевую схему как экстраполевые перемен-

ные (d-переменные). Указывается «естественная» плотность вариационного интегрального функционала термоупругого

действия и сформулирован соответствующий вариационный принцип наименьшего действия. Ковариантные уравнения

термоупругого поля в континууме с микроструктурой получаются в канонической форме Эйлера–Лагранжа. Обсуждаются

определяющие уравнения поля и их место в схеме теоретико-полевого подхода. Выполнен учет инерционности микрострук-

турной «составляющей» поля. Вариационные симметрии интегрального функционала термоупругого действия применяются

для построения ковариантных канонических тензоров термомеханики и 4-токов. Даны канонические формы дивергентных

законов сохранения термоупругого поля в плоском 4-пространстве-времени.

Ключевые слова: термоупругость, микроструктура, поле, экстраполе, действие, лагранжиан, ковариантность, симметрия,

закон сохранения, d-тензор, 4-ток, тензор энергии-импульса.

1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Под микроструктурой континуума обычно понимается существование нескольких различных фи-

зических масштабов (структурных уровней), определяющих состояние континуума, их самосогласо-

ванное взаимодействие и возможность передачи энергии с одного структурного уровня на другой.

Теория таких континуумов основывается на необходимости допустить существование дополнитель-

ных (экстра) степеней свободы и возможности исследовать физически бесконечно малый объем не

как материальную точку, а как существенно более сложный объект, с присущими ему дополни-

тельными степенями свободы (ротационными, осцилляционными), как своего рода микроконтинуум,

обладающий возможностью дополнительной микродеформации.

Вопросы, связанные с изучением континуума с микроструктурой, находятся в русле тех течений

в механике деформируемого твердого тела, которые отдают приоритет структурному моделированию.

При этом необходимо учитывать, что существенной особенностью современного состояния естествен-

ных наук является явно просматриваемая тенденция решения нелинейных проблем (в том числе и

проблем механики деформируемого твердого тела) вне рамок имеющегося физически надежно обос-

нованного набора математических моделей. Конечной целью математического моделирования обычно

ставится формулировка замкнутых систем уравнений, без чего в принципе невозможны постановка
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и решение прикладных задач. Корректное построение новых математических моделей континуума, в

свою очередь, должно опираться на проверенные временем принципы и методы. Не последняя роль

здесь принадлежит методам теории поля. Часто эти методы выступают как, по существу, единствен-

ный инструмент вывода физически приемлемых уравнений.

Целью настоящей работы является построение нелинейной теоретико-полевой модели термоупру-

гого континуума с «тонкой» микроструктурой, представляемой конечным набором тензоров, ранг

которых может быть сколь угодно высоким.

2. ФИЗИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ ПОЛЯ, СИММЕТРИИ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

Ключевое положение классической теории поля (см., например, [1, 2]) заключается в том, что

непрерывное физическое поле математически представляется некоторым интегральным функционалом

I, который по историческим причинам называется действием (action):

I =

∫
L (ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xβ)d4X. (1)

Здесь характерная для теории поля символика, развитая в [1, 2], имеет следующий смысл: L —

«естественная» плотность лагранжиана (плотность действия); ϕk — упорядоченный массив физи-

ческих полевых переменных; Xβ (β = 1, 2, 3, 4) — четыре пространственно-временные координаты;

d4X — «естественный» элемент объема четырехмерного пространства-времени. Заметим, что в тради-

ционных текстах, посвященных классической теории поля, действие и функционал действия обычно

обозначаются через S.

Символ d4X в (1) указывает на «естественный» пространственно-временной элемент объема и

представляет собой обычное произведение дифференциалов пространственно-временных координат:

d4X = dX1dX2dX3dX4.

Через ∂β в математическом оформлении действия, данном (1) и далее, обозначается оператор

полного дифференцирования по пространственно-временной координате Xβ ; в соответствии с цепным

правилом дифференциального исчисления находим:

∂β = ∂expl
β +

∑

s≥0

(
∂α1

∂α2
. . . ∂αs

∂βϕl
) ∂

∂(∂α1
∂α2

. . . ∂αs
ϕl)

,

где символ ∂expl
β — оператор частного дифференцирования по явному вхождению переменной Xβ .

Четвертую по счету координату в дальнейшем будем ассоциировать со временем, которое, воз-

можно, будет трансформироваться с помощью размерной постоянной так, чтобы уравнять физические

размерности всех четырех пространственно-временных координат. Полное дифференцирование по

времени будет обозначаться как символом ∂4, так и традиционной точкой.

В теориях поля лагранжиан L всегда приходится рассматривать как функцию следующего набора

переменных:

ϕs, ∂α1
ϕs, ∂α1

∂α2
ϕs, . . . ,Xγ . (2)

Обычно лагранжиан подбирают так, чтобы получить известные уравнения поля или конструируют,

обеспечивая заданную симметрию и выполнение некоторых дополнительных требований, например,

чтобы получались линейные дифференциальные уравнения в частных производных второго порядка.

Построение принципиально новых лагранжианов, описывающих нелинейные физические процессы,

является в известном смысле достаточно сложным видом искусства.

Вариационное описание поля не может быть осуществлено без предварительного указания

пространственно-временного многообразия с возможностью измерения в нем элементарных длин и

объемов. Пространство-время обладает рядом фундаментальных особенностей: пространство и вре-

мя однородны (отсутствуют привилегированные места в пространстве и избранные точки отсчета

времени); пространство изотропно (нет избранных преимущественных направлений); четырехмерное

пространство-время изотропно; пространство, возможно, обладает некоторыми скрытыми симметрия-

ми; направление хода времени не регламентировано. Перечисленные свойства пространства-времени

могут быть сформулированы на языке групп преобразований пространственно-временных координат.
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Преобразование пространственно-временных координат и физических полевых переменных

X̃β = X β(ϕs,Xγ , ε), ϕ̃k = Φk(ϕs,Xγ , ε) (3)

порождает, очевидно, преобразование всего комплекса переменных (2):

Xγ , ϕs, ∂α1
ϕs, ∂α1

∂α2
ϕs, . . .,

↓
X̃γ , ϕ̃s, ∂̃α1

ϕ̃s, ∂̃α1
∂̃α2

ϕ̃s, . . . .

Чаще всего, предполагается, что преобразования (3) образуют однопараметрическую группу пре-

образований (группу Ли преобразований).

Полные вариации полевых переменных и пространственно-временных координат, отвечающие их

преобразованию в соответствии с (3), вычисляются согласно

δXβ = ε

(
∂X β(ϕs,Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

, δϕk = ε

(
∂Φk(ϕs,Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

.

Для теории поля числовая величина действия не столь важна, как его форма, задаваемая лагран-

жианом L , который определяется (помимо всего прочего) выбором тех или иных координатных

систем в пространственно-временном многообразии и математического представления полевых пере-

менных. В новых переменных, вообще говоря, изменяется форма лагранжиана L :

L → L̃ ,

где L̃ — «естественная» плотность лагранжиана, выраженная с помощью новых пространственно-

временных координат X̃β и физических полей ϕ̃k. Однако величина действия должна оставаться

неизменной (так называемая эквивалентность действия относительно группы преобразований (3)).

Таким образом, функционалы

I =

∫

D

L (ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xβ)d4X, Ĩ =

∫

D̃

L̃ (ϕ̃k, ∂̃αϕ̃k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃k, . . . , X̃β)d4X̃

называются эквивалентными при их преобразовании группой (3) тогда и только тогда, когда выпол-

няется равенство Ĩ = I.

Математическое описание поля представляет собой вариационный принцип, который по сообра-

жениям исторического характера, называется вариационным принципом Гамильтона–Остроградского

(или принципом наименьшего действия). Действительное поле реализуется в пространстве-времени

таким образом, что действие оказывается экстремальным, т.е. первая вариация действия обращается

в нуль для всех допустимых вариаций физических полей ϕk при неварьируемых пространственно-

временных координатах и четырехмерной области, выступающей в качестве носителя поля: δI = 0. В

аналитической механике такому способу варьирования отвечают так называемые изохронные вариа-

ции.

Из принципа наименьшего действия получаются ковариантные дифференциальные уравнения поля

в форме уравнений Эйлера–Лагранжа:

Ek(L ) = 0, (4)

где Ek(L ) ≡ ∂L

∂ϕk
−∂β

∂L

∂(∂βϕk)
+∂γ∂β

∂L

∂(∂γ∂βϕk)
−·· · есть один из самых важных дифференциальных

операторов математической физики — оператор Эйлера.

Действительные физические поля (при условии их гладкости) обязаны удовлетворять системе

дифференциальных уравнений Эйлера–Лагранжа (4).

Структура дифференцирований в операторе Эйлера становится более понятной и обозримой, если

ввести обозначения (см. [3])
∂

∂ϕl
= ∂

0
l,

∂

∂(∂α1
∂α2

. . . ∂αs
ϕl)

= ∂
s

α1α2...αs

l и записать его символически

в форме

El =
∑

s≥0

(−1)s∂α1
∂α2

. . . ∂αs∂
s

α1α2...αs

l .
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Здесь в сумме при s = 0 подразумевается слагаемое ∂
0

l, обозначающее частное дифференцирование

по полевой переменной ϕl.

Заметим, что принцип наименьшего действия ограничивает физически допустимые лагранжианы.

Так, недопустимы лагранжианы, для которых соответствующие интегральные функционалы не имеют

экстремалей ни при каких вещественных полевых переменных или для которых дифференциальные

уравнения поля (4) противоречивы.

В современной научной литературе часто говорится об инвариантности уравнений Эйлера–

Лагранжа. Однако это противоречит действительному положению дел. Математически строгое опре-

деление инвариантности системы дифференциальных уравнений в частных производных относительно

группы преобразований известно из группового анализа и означает сохранение формы уравнений при

их преобразовании к новым переменным согласно (3). Относительно произвольной однопараметриче-

ской геометрической группы преобразований (3) уравнения Эйлера–Лагранжа, вообще говоря, неин-

вариантны, но они ковариантны (при условии, что действие удовлетворяет принципу эквивалентности,

гарантирующему при, возможно, изменяющейся «естественной» плотности лагранжиана постоянство

величины действия относительно произвольных геометрических преобразований пространственно-

временных координат и полевых переменных), поскольку в новых переменных правило их составления

остается прежним.

Исключительный интерес в теории вариационных симметрий представляют однопараметриче-

ские геометрические группы преобразований, которые при неизменности формы функционала дей-

ствия сохраняют его величину при преобразовании координат и полей согласно (3) и соответствии

пространственно-временных 4-областей интегрирования в переменных Xβ и X̃β . Указанные группы

обычно называют геометрическими группами абсолютной инвариантности функционала действия, а

также абсолютными геометрическими симметриями действия по Гамильтону (или просто вариаци-

онными симметриями действия). Инвариантность функционала действия (вариационная симметрия

действия) относительно однопараметрической геометрической группы преобразований (3) порождает

некоторый дивергентный закон сохранения. Общая теория законов сохранения для систем дифферен-

циальных уравнений в частных производных, которые получаются как уравнения Эйлера–Лагранжа

некоторой вариационной задачи, следующих из существования геометрических вариационных сим-

метрий действия, излагается, например, в [3, с. 377–386]. Дивергентный закон сохранения является

обобщением известного из теории обыкновенных дифференциальных уравнений понятия первого ин-

теграла и всегда имеет форму дивергентного дифференциального уравнения:

∂βJβ = 0, (5)

где Jβ(ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xµ) — 1-контравариантный пространственно-временной 4-вектор, кото-

рое должно удовлетворяться для любого решения уравнений поля. Вектор Jβ — дифференциальная

функция, зависящая от градиентов полевых переменных, наивысший порядок которых на единицу

меньшего порядка уравнений поля; этот вектор называется вектором тока (или 4-током).

Классический метод поиска законов сохранения с помощью вариационных симметрий действия

кратко может быть описан следующим образом.

Критерий инвариантности функционала действия (1) относительно геометрической группы преоб-

разований (3) имеет вид

δL + L
∂(δXγ)

∂Xγ
= 0, (6)

где вариация лагранжиана δL — линейная по ε часть приращения:

L (ϕ̃k, ∂̃αϕ̃k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃k, . . . , X̃β) − L (ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xβ).

Если лагранжиан зависит от градиентов поля порядка не выше первого, вариация лагранжиана,

очевидно, равна

δL =

(
∂L

∂Xγ

)

expl

δXγ +
∂L

∂ϕk
δϕk +

∂L

∂(∂βϕk)
δ(∂βϕk).

Учитывая затем формулу для полной вариации первых градиентов поля

δ(∂βϕk) = ∂β(δϕk) + (∂γ∂βϕk)δXγ ,
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где вариации δϕk и δϕk связаны уравнением δϕk = δϕk + (∂γϕk)δXγ , получаем:

δL = (∂γL )δXγ +
∂L

∂ϕk
δϕk +

∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δϕk)

или

δL =

(
∂L

∂ϕk
− ∂β

∂L

∂(∂βϕk)

)
δϕk + (∂γL )δXγ + ∂β

(
∂L

∂(∂βϕk)
δϕk

)
.

В результате, когда вариационная симметрия действия известна и лагранжиан зависит от гради-

ентов поля порядка не выше первого, уравнение (6) преобразуется к

Ej(L )δϕj + ∂β

(
L δXβ +

∂L

∂(∂βϕk)
δϕk

)
= 0. (7)

Разделив затем левые и правые части (7) на параметр ε и обозначая

Qj =
δϕj

ε
, Jβ = L

δXβ

ε
+

∂L

∂(∂βϕk)

δϕk

ε
,

приходим к равенству

QjEj(L ) = ∂β(−Jβ).

Таким образом, при выполнении уравнений поля (4) будет справедлив дивергентный закон сохра-

нения (5).

3. ПОЛЕВАЯ ТЕОРИЯ ТЕРМОУПРУГОГО КОНТИНУУМА С МИКРОСТРУКТУРОЙ

Одним из самых распространенных подходов к изучению деформации континуума является кон-

цепция сравнения пространственных положений составляющих его точек. В этом плане необходимы

инструменты, позволяющие однозначно идентифицировать все точки, совокупность которых образу-

ет континуум. В качестве одного из способов индивидуализации, широко используемых в механи-

ке деформируемого твердого тела, обычно выступают метки, частным вариантом которых являются

лагранжевы координаты-метки. Однако в некоторых случаях механизм идентификации заранее мо-

жет быть не вполне ясным, как это видно на примере перемещения тени, отбрасываемой некоторым

движущимся от системы источников света телом.

В теориях континуума с микроструктурой (см., например, [4]) произвольная «конечная» деформа-

ция континуума, представляемая чисто геометрическим преобразованием x = x(X, t) положения X

отсчетной конфигурации в соответствующее актуальное место x пространства, сопровождается экс-

традеформацией, проявляющейся в форме нарушений взаимной ориентации и метрических характе-

ристик системы трех некомпланарных d-векторов d
a
(a = 1, 2, 3), связанных с микроэлементом:

d
a

= d
a
(X, t). (8)

Переменные X и x выступают как соответственно лагранжева (отсчетная) и эйлерова (простран-

ственные) переменные, если пользоваться стандартной терминологиней механики континуума. С эти-

ми переменными связаны метрики Gαβ , gij . Конвективная метрика характеризуется метрическим

тензором gαβ .

Заметим, что лагранжевы переменные Xα (α = 1, 2, 3), дополненные четвертой временной коорди-

натой, выступают как пространственно-временные координаты. Эйлеровы переменные xj (j = 1, 2, 3)

представляют собой физические поля. То же самое относится к «мягкой» системе d-векторов d
a

(a = 1, 2, 3). Но они классифицируются нами как экстраполевые (сверх переменных xj ) перемен-

ные и вводятся в формализм теории поля с помощью пространственных компонент d
a

j (a = 1, 2, 3;

j = 1, 2, 3).

Система трех d-векторов, ассоциированных с каждой точкой континуума, собственно, и задает

микроструктуру континуума. С теоретико-полевой точки зрения наличие микроструктуры приводит

лишь к увеличению числа полевых переменных и, возможно, повышению максимального порядка
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дифференцирований в «естественной» плотности лагранжиана. «Тонкая» (fine) микроструктура кон-

тинуума представляется экстраполями контравариантных тензоров (d-тензоров) сколь угодно высоких

рангов

d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . .).

Выбранная здесь схема описания микроструктуры и возможность ее математического представле-

ния d-тензорами произвольно высоких четных рангов (симметричными по всем индексам) подробно

описана в работе Ю. Н. Радаева «Континуальные модели поврежденности твердых тел» (М., 1999).

Экстрадеформация, обусловленная наличием «тонкой» микроструктуры, математически описыва-

ется отображениями, подобными (8).

Поведение репера d
a
(a = 1, 2, 3) характеризуется как его возможной «чистой» деформацией (сдви-

гами трехгранника и удлинениями его ребер), так и поворотом. Ясно, что каждый элемент контину-

ума с микроструктурой обладает большим числом степеней свободы, чем классический континуум.

С дополнительными степенями свободы, которыми обладает микроэлемент, связаны естественно и

дополнительные инерция, импульс, кинетическое и деформационное действие (кинетическая энергия

и свободная энергия). Трансформация репера d
a
(a = 1, 2, 3) может сводиться только к его «жест-

ким» поворотам в пространстве; в этом случае [5], помимо трех трансляционных степеней свободы,

микроэлемент будет обладать лишь тремя дополнительными ротационными степенями свободы. Воз-

можность исключительно «жесткой» трансформации указанного репера можно выразить уравнениями

gijd
a

i
d
b

j = δ
ab

(a, b = 1, 2, 3),

где gij — компоненты эйлеровой пространственной метрики, δ
ab

— символ Кронекера, которые, оче-

видно, имеют смысл дополнительных кинематических ограничений, накладываемых на экстраполевые

переменные d
a
(a = 1, 2, 3).

В более широком смысле дополнительное кинематическое ограничение может накладываться на

экстрадеформацию континуума с микроструктурой в форме конечного уравнения:

F (d
1

j1j2···, d
2

j1j2···, . . .) = 0,

связывающего экстраполевые переменные d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . .).

В качестве основной термической полевой переменной примем температурное смещение ϑ, кото-

рое определяется как первообразная по времени (при фиксированных лагранжевых переменных) от

абсолютной температуры θ. Именно такой подход характерен для теоретико-полевых формулировок

термомеханики [6–9].

Перечислим далее все определяющие переменные термоупругого континуума с «тонкой» микро-

структурой: градиент деформации ∂αxj (j, α = 1, 2, 3); d-векторы d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) вме-

сте с их референциальными градиентами ∂αd
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3); d-тензоры d
c

j1j2···

(c = 1, 2, 3, . . .; j1, j2, · · · = 1, 2, 3) и их референциальные градиенты ∂αd
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . .; α = 1, 2, 3;

j1, j2, · · · = 1, 2, 3); градиент температурного смещения ∂αϑ и скорость температурного смещения ∂4ϑ.

В терминах отсчетных переменных Xα (α = 1, 2, 3), эйлеровых переменных xj (j = 1, 2, 3), экс-

траполевых d-переменных и температурного смещения ϑ «естественная» плотность действия (лагран-

жиан) в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии должна иметь форму

L = L (Xβ , xj , d
a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···, ϑ̇, ∂αxj , ∂αd
a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ). (9)

Более конкретная форма получается, если рассматривать плотность действия как разность плотности

кинетической энергии и свободной энергии Гельмгольца:

L =
1

2
ρRgkj ẋ

kẋj +
1

2
ρRgij

ab

I ḋ
a

i
ḋ
b

j
+

1

2
ρRgj1k1

gj2k2
· · ·

cd

J ḋ
c

j1j2···
ḋ
d

k1k2··· · · · −

−ψ(Xβ , xj , d
a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···, ϑ̇, ∂αxj , ∂αd
a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ).
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Здесь точкой обозначается частное дифференцирование по времени ∂4 при постоянных лагранжевых

координатах Xα; ρR — референциальная плотность;
ab

I ,
cd

J— тензоры инерции микроэлемента.

Вариационный интеграл термоупругого действия в силу указанной формулой (9) плотности будет

иметь следующий вид:

I =

∫
L (Xβ , xj , d

a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···, ϑ̇, ∂αxj , ∂αd
a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ)d4X

(a = 1, 2, 3; c = 1, 2, 3, . . . ; α, β = 1, 2, 3; j, j1, j2, · · · = 1, 2, 3). (10)

Соответствующие вариационному интегралу (10) и принципу наименьшего действия связанные

уравнения поля получаются в ковариантной форме и распадаются на следующие четыре группы:

∂αSα·
·j − Ṗj = −∂L

∂xj
(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α

a

M α·
·j +

a

A j − ∂4

a

Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α

c

M α·· ···
·j1j2··· +

c

A j1j2··· − ∂4

c

Qj1j2··· = 0 (c = 1, 2, 3, . . . ; α = 1, 2, 3; j1, j2, · · · = 1, 2, 3),

∂αjα
R + ṡ =

∂L

∂ϑ
(α = 1, 2, 3). (11)

Лагранжев полевой формализм исключительно удобен тем, что определяющие уравнения конти-

нуума выступают просто как обозначения для полевых частных производных, которые вводятся для

записи дифференциальных уравнений поля (11):

Pj =
∂L

∂ẋj
,

a

Qj =
∂L

∂ḋ
a

j
,

c

Qj1j2··· =
∂L

∂ḋ
c

j1j2···
,

Sα·
·j = − ∂L

∂(∂αxj)
,

a

M α·
·j = − ∂L

∂(∂αd
a

j)
,

c

M α·· ···
·j1j2··· = − ∂L

∂(∂αd
c

j1j2···)
,

a

A j =
∂L

∂d
a

j
,

c

A j1j2··· =
∂L

∂d
c

j1j2···
, s =

∂L

∂ϑ̇
, jα

R =
∂L

∂(∂αϑ)
.

В приведенных выше определяющих уравнениях приняты следующие обозначения: Pj — обоб-

щенный импульс, соответствующий трансляционным степеням свободы;
a

Qj ,
c

Qj1j2··· — обобщенные

экстраимпульсы, соответствующие дополнительным (в том числе ротационным) степеням свободы;

Sα·
·j — первый тензор напряжений Пиола–Кирхгофа;

a

M α·
·j

c

M α·· ···
·j1j2···

— тензоры экстранапряжений

(hyperstress tensors);
a

A j

c

A j1j2··· — обобщенные силы-моменты, сопряженные экстраполевым пере-

менным d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . . ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3); s — плотность энтропии

(в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии); jα
R — референциальный вектор потока энтро-

пии (в единицу времени через единицу площади в отсчетном состоянии).

Полевое уравнение в последней строке (11) выражает баланс энтропии. Если плотность действия

не содержит явных вхождений температурного смещения, то производство энтропии будет равно

нулю. Таким образом, уравнение транспорта тепла будет иметь гиперболический аналитический тип

так же, как это имеет место в гиперболической термоупругости Грина–Нахди GNII [2].

4. ПЛОСКОЕ ПРОСТРАНСТВО-ВРЕМЯ. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

В дальнейшем будем считать пространство-время плоским. В этом случае выполняется условие

трансляционной инвариантности действия. Поэтому можно ввести 4-ковариантный тензор энергии-

импульса и сформулировать с его помощью законы сохранения, соответствующие сдвигами всех

четырех пространственно-временных координат [2]. Следуя [2], определим компоненты канонического

тензора энергии-импульса термоупругого поля Tµ·
·λ (λ, µ = 1, 2, 3, 4) в континнуме с микроструктурой.

Всего имеются следующие четыре группы соотношений:

Tµ·
·λ = L δµ

λ + Sµ·
·l (∂λxl) +

a

M
µ·
·l (∂λd

a

l) +
c

M
µ·· ···
·j1j2···

(∂λd
c

j1j2···) − jµ
R(∂λϑ) (λ, µ = 1, 2, 3), (12)
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Tµ·
·4 = Sµ·

·l ẋl +
a

M
µ·
·l ḋ

a

l
+

c

M
µ·· ···
·j1j2···ḋ

c

j1j2··· − jµ
Rϑ̇ (λ = 4; µ = 1, 2, 3), (13)

T 4·
·λ = −(∂λxl)Pl − (∂λd

a

l)
a

Ql − (∂λd
c

j1j2···)
c

Qj1j2··· − s(∂λϑ) (λ = 1, 2, 3; µ = 4), (14)

T 4·
·4 = L − ẋlPl − ḋ

a

l a

Ql − ḋ
c

j1j2··· c

Qj1j2··· − sϑ̇ (λ = 4; µ = 4). (15)

Приведенные выше компоненты тензора энергии-импульса термоупругого поля позволяют быстро

найти полный гамильтониан поля H , вектор псевдоимпульса поля Pλ, вектор Умова–Пойнтинга Γµ

и тензор напряжений Эшелби Pµ·
·λ .

Так, компонента (15) тензора энергии-импульса представляет собой взятую с отрицательным зна-

ком плотность гамильтониана:

H = ẋlPl + ḋ
a

l a

Ql + ḋ
c

j1j2··· c

Qj1j2··· + ϑ̇s − L .

Компоненты (14) определяют ковариантный вектор псевдоимпульса поля согласно формуле

Pλ = −(∂λxl)Pl − (∂λd
a

l)
a

Ql − (∂λd
c

j1j2···)
c

Qj1j2··· − s(∂λϑ) (λ = 1, 2, 3).

Из компонент (13) формируется контравариантный вектор Умова–Пойнтинга:

Γµ = Sµ·
·l ẋl +

a

M
µ·
·l ḋ

a

l
+

c

M
µ·· ···
·j1j2···ḋ

c

j1j2··· − jµ
Rϑ̇ (µ = 1, 2, 3).

Компоненты (12) тензора энергии-импульса, взятые с противоположным знаком, дают возможность

вычислить тензор напряжений Эшелби:

−Pµ·
·λ = L δµ

λ + Sµ·
·l (∂λxl) +

a

M
µ·
·l (∂λd

a

l) +
c

M
µ·· ···
·j1j2···

(∂λd
c

j1j2···) − jµ
R(∂λϑ) (λ, µ = 1, 2, 3).

4-ковариантный закон сохранения, соответствующий вариационным симметриям действия в форме

трансляций пространственно-временных координат ∂µTµ·
·λ = 0 (λ, µ = 1, 2, 3, 4), естественным обра-

зом распадается на два симметричных канонических уравнения баланса энергии и псевдоимпульса

термоупругого поля: − ˙H + ∂µΓµ = 0, −Ṗλ + ∂µPµ·
·λ = 0.

Теоретико-полевой подход (и лагранжев формализм) применим только к тем полям, в которых

сохраняется постоянной полная энергия. Он не отражает того обстоятельства, что в реальном эво-

люционирующем поле полная энергия убывает, трансформруясь в другие виды энергии, например в

тепловую энергию, т. е. происходит рассеяние энергии, сопровождающееся возрастанием энтропии.

Однако не стоит и сужать возможности такого подхода. Возможность освобождения (стока) энергии

может быть учтена не столько в уравнениях поля, сколько сингулярностями поля.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00139 «Гипер-

болические тепловые волны в твердых телах с микроструктурой»).
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Covariant Field Equations and d-tensors of Hyperbolic Thermoelastic Continuum

with Fine Microstructure
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A non-linear mathematical model of hyperbolic thermoelastic continuum with fine microstructure is proposed. The model is described

in terms of 4-covariant field theoretical formalism. Fine microstructure is represented by d-tensors, playing role of extra field variables.

A Lagrangian density for hyperbolic thermoelastic continuum with fine microstructure is given and the corresponding least action

principle is formulated. 4-covariant field equations of hyperbolic thermoelasticity are obtained. Constitutive equations of microstructural

hyperbolic thermoelasticity are discussed. Virtual microstructural inertia is added to the considered action density. It is also concerned

to the thermal inertia. Variational symmetries of the thermoelastic action are used to formulate covariant conservation laws in a plane

space–time.

Key words: thermoelasticity, microstructure, field, extra field, action, Lagrangian, covariance, symmetry, conservation law, d-tensor,

4-current, energy–momentum tensor.
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Исследование свойств современных шовных материалов (хирургических нитей) является актуальной задачей биомеханики.

Для повышения эффективности использования нитей в практике необходим анализ структуры и упругих свойств методами

атомно-силовой микроскопии и растровой электронной микроскопии. В результате построены зависимости сила-глубина

проникновения для определения значения модуля упругости нити на микроуровне в зависимости от локализации области

индентирования, а также проведена качественная и количественная оценки шероховатости поверхности нити на площадках

размерами 5×5 и 10×10 мкм.

Ключевые слова: атомно-силовая микроскопия (АСМ), биополимер, шовный материал, наноиндентирование, показатель

Хёрста.

ВВЕДЕНИЕ

Хирургический шовный материал — это инородная нить, применяемая для соединения тканей с
целью образования рубца [1]. Различают рассасывающиеся и нерассасывающиеся, а также синтети-
ческие и естественные шовные материалы (рис. 1) [2].

По способности к биодеструкции к быстро рассасывающимся шовным материалам относят нити
на основе кетгута, полигликоевой кислоты, полиглактина 910 (срок рассасывания от 15 до 90 сут).
В группу длительно рассасывающихся хирургических нитей входят полидиоксанон и полигликонат

Рис. 1. Классификация шовных материалов
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(срок рассасывания до 180 сут). По структуре мононити (монофиламентные) представляют собой в

сечении однородную структуру с гладкой поверхностью. Такие нити отличаются отсутствием «эффек-

та пилы», а также меньшей выраженностью реакции организма. Полифиламентные нити в сечении

состоят из множества нитей. Крученые нити изготавливаются путем скручивания нескольких фи-

ламент по оси; плетеные нити — путем плетения многих филамент по типу каната. Комплексные

нити наиболее распространены в настоящее время. Это плетеные нити, пропитанные или покрытые

полимерным материалом. За счет полимерного покрытия снижается «эффект пилы». Синтетические

рассасывающиеся шовные материалы обладают высокой прочностью, биосовместимостью и неплохи-

ми манипуляционными свойствами [2–4]. Наиболее популярные рассасывающиеся шовные материалы,

использующиеся в современной хирургии, — Vicryl, Monocryl, Safil, Polysorb, которые являются био-

полимерами молочной кислоты и ее производных мономеров [5–7]. Существуют также традиционные

нерассасывающиеся шовные материалы — Prolene, Ethilon, Mersilen [8, 9].

Преимуществом рассасывающихся нитей перед другими шовными материалами являются прогно-

зируемые сроки рассасывания [10]. При этом срок рассасывания не зависит от толщины нити, типа

ткани, условий кровоснабжения, ферментативной и иммунной активности и т. п.

Поэтому, попадая в ткань, нить подвергается гидролизу, через некоторое время дефрагментиру-

ется (этот срок называется сроком потери прочности нити), затем деполимеризуется, распадаясь на

мономеры — в частности, на молочную и гликолевую кислоту, которые затем в цикле Кребса распада-

ются до углекислого газа и воды. Этот второй срок именуется сроком полного рассасывания нити и,

как правило, в 2–3 раза превышает срок полной потери прочности [9]. При рассасывании происходит

потеря прочностных свойств нити. С позиций механики деформируемого твердого тела объект дан-

ного исследования может быть рассмотрен как конструктивный элемент, обладающий структурной

неоднородностью, макроразрушению которого предшествует разрушение отдельных составляющих на

мезо-, микро- и наноуровнях [11–13].

Для анализа взаимодействия шовного материала с мягкими тканями при ушивании операционной

раны на микро- и наноуровнях происходят различные химические, биологические и механические

процессы, связанные с ростом и заживлением биологической ткани, рассасыванием нити, адгезией и

другими эффектами [2]. Таким образом, знание механических свойств шовного материала не только

на макроуровне, но и на более мелких уровнях крайне необходимо для построения многоуровневой

(multi-scale) модели взаимодействия нити и мягких тканей при ушивании раны [1, 14–16].

Исследованию и расчёту механических свойств современных шовных материалов на макроуровне

посвящены работы [3, 4]. В статье [3] представлены результаты квазистатических испытаний на раз-

рыв и растяжениекстрасжатие нескольких типов нитей для исследования влияния биологических сред

[в частности, желчи] на прочность шовных материалов и влияние на сроки рассасывания.

При исследовании полимерных нитей также применяются методы наномеханики, такие как

атомно-силовая микроскопия (бесконтактный режим исследования поверхности) [12, 17, 18], растровая

электронная микроскопия [19], конфокальная лазерная сканирующая микроскопия и флуоресцент-

ная микроскопия [20], рентгеноспектральный микроанализ [18] для изучения мельчайших деталей

структуры при деградации, взаимодействии с живыми тканями [21, 22] и бактериями [23, 24] для

профилактики инфекций при хирургическом вмешательстве [25, 26].

Целью данной работы является сравнение структуры, механических свойств и оценка микрорелье-

фа рассасывающихся полифиламентных (Vicryl) и нерассасывающихся монофиламентных (Prolene)

шовных материалов на микро- и наноуровне с помощью методов атомно-силовой микроскопии и

растровой электронной микроскопии. Предполагается, что исследования позволят уточнить механизм

влияния микро- и наноструктуры шовных материалов на механические свойства и объяснить природу

его поведения на макроуровне.

Статья состоит из следующих разделов. В § 1 представлены оригинальные изображения структуры

поверхностей нитей Vicryl и Prolene, полученные с помощью растровой электронной микроскопии.

В § 2 представлена топология поверхностей образцов на площадках с размерами 5 × 5, 10 × 10мкм.

Оценка поверхностей проводилась с помощью использования фрактального показателя Хёрста. § 3

содержит результаты наноиндентирования шовных биополимеров — представлены зависимости «сила-

глубина проникновения».
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1. РАСТРОВАЯ ЭЛЕКТРОННАЯ МИКРОСКОПИЯ НИТЕЙ

Предварительно исследование морфологии поверхности нитей было проведено с помощью растро-

вой электронной микроскопии. Исследования проводились в лаборатории кафедры технологии неор-

ганических веществ Пермского национального исследовательского политехнического университета

на растровом электронном микроскопе S-3400N (Hitachi, Japan). Объектами исследования являлись

два типа нитей: монофиламентная нерассасывающаяся нить Prolene (3/0) (диаметр 0.2–0.249мм)

и синтетическая полифиламентная рассасывающаяся нить Vicryl (3/0) (диаметр 0.2–0.249мм). Ис-

следование биополимерных шовных материалов проводилось в двух режимах: детекция вторичных

электронов для изучения микрорельефа поверхности образца и рентгеноспектрального микроанализа

для химического анализа.

Облучение образца пучком электронов приводит к образованию отражённых и вторичных электро-

нов. Детекция вторичных электронов несет информацию о топологии поверхности, поскольку сильнее

всего зависит от его рельефа, тогда как отраженные электроны несут информацию о распределении

электронной плотности (области, обогащённые элементом с бо́льшим атомным номером, выглядят

ярче).

Для проведения исследований образцы фиксировались на алюминиевой подложке на проводящий

углеродный скотч. Для получения более контрастных изображений предварительно было проведено

снятие заряда с образца при введении в вакуумную камеру.

На рис. 2, 3 показаны оригинальные изображения нитей Prolene и Vicryl при различной степени

увеличения. Из рисунков видно, что поверхности нитей сильно различаются, вследствие способа их

изготовления. Поверхность нити Vicryl более шероховатая, поскольку этот шовный материал является

полифиламентным (т. е. плетеным из нескольких очень тонких нитей).

а б

в г

Рис. 2. Шовный материал Prolene: изображения, полученные с помощью растрового электрон-

ного микроскопа: а — увеличение ×100; б — ×300; в — ×500; г — ×5000
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а б

в г

Рис. 3. Шовный материал Vicryl: изображения, полученные с помощью растрового электрон-

ного микроскопа: а — увеличение ×100; б — ×300; в — ×500; г — ×5000

2. ОЦЕНКА ТОПОЛОГИИ ПОВЕРХНОСТИ ШОВНЫХ МАТЕРИАЛОВ ПРИ АТОМНО-СИЛОВОЙ МИКРОСКОПИИ

Экспериментальное исследование биополимерных шовных материалов производилось на атомно-
силовом микроскопе ICON (Bruker, USA) в лаборатории кафедры механики сплошных сред и вычис-
лительных технологий Пермского государственного национального исследовательского университета.
Для индентирования был выбран конусный алмазный индентор (радиус закругления зонда r = 15 нм).
Образцы нитей диаметром 0.3 мм и длиной около 3мм наклеивались на металлическую подложку во
избежание проскальзывания при индентировании.

Далее подложка с образцом помещалась в прибор и производилось позиционирование индентора
для АСМ-сканирования (исследования шероховатости поверхности образца). При эксперименталь-
ном исследовании первоначально с помощью видеокамеры регистрировалось оптическое изображе-
ние образца на металлической подложке на макроуровне. Затем с помощью механической систе-
мы микро-позиционирования при оптическом контроле положения индентора выбирался участок для
АСМ-измерений. Дальнейшее уменьшение участка визуализации объекта в пределах характерных
размеров проводилось с помощью пьезоэлектрического АСМ-сканера. Получение карты высот поверх-
ности проводилось в полуконтактном режиме работы микроскопа. Размеры сканируемой площадки
были взяты равными 5 × 5мкм и 10 × 10мкм.

На рис. 4, 5 представлены результаты АСМ-сканирований шовных материалов. Дальнейшей за-
дачей работы являются оценка и сравнение параметров поверхностей.

Качество поверхности традиционно характеризуются шероховатостью — среднеарифметическим
отклонением, максимальной высотой неровностей, средним шагом неровностей профиля и т. д. [27]
рассматриваемых типов нитей.
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а б
Рис. 4. Микрорельеф поверхности нити Prolene в различных диапазонах: а — профиль площадки размерами

5×5мкм; б — профиль площадки, размер 10×10мкм

а б
Рис. 5. Микрорельеф поверхности нити Vicryl в различных диапазонах: а — профиль площадки,

размер 5×5мкм; б — профиль площадки, размер 10×10мкм

Одной из наиболее распространенных характеристик является параметр шероховатости Ra, кото-
рый определяется как отклонение высот рельефа от средней поверхности:

Ra =
1

N

∑

x,y

|z(x, y) − zmean(x, y)|, (1)

где N — число точек в матрице значений высот.
Для сравнения и оценки шероховатости поверхностей нитей использовался метод переменного

интервала, на основании которого определялся фрактальный показатель Хёрста, который определяет,
как меняется рельеф поверхности при перемасштабировании и отражает изменение наклона поверх-
ности при переходе от одних масштабов к другим.

Метод переменного интервала для анализа трехмерных образов поверхности состоит в следую-
щем. Поверхность разбивается сеткой с размером ячейки R, на каждой из которых определяется
функция размаха высоты (разница между максимальным и минимальным значением высоты релье-
фа). Зависимость данной функции, усредненной по всем ячейкам от величины размера ячейки R, для
самоафинных поверхностей носит степенной характер:

K(R) = 〈max
r′∈wi

(z(r′)) − min
r′∈wi

(z(r′))〉wi
∞HR, (2)

где z(r′) — матрица значений высот в текущей ячейке wi размера R, усреднение 〈. . .〉wi
производится

по всем ячейкам [28, 29].
По наклону линейного участка зависимости (2), построенной в логарифмических координатах,

можно определить показатель Хёрста H.
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С целью проверки выполнения условия самоафинности поверхностей согласно подходу, описанно-
му в [27], можно рассматривать одномерные профили в ортогональных направлениях. По определе-

нию результаты вычисления показателя
шероховатости (показателя Хёрста) для
самоафинной поверхности должны сов-
падать, т. е. должна наблюдаться изо-
тропия скейлинга в плоскости.

Таким образом, показатель Хёрста
для профилей нити Prolene в двух вза-
имно перпендикулярных направлениях
равен 0.47 и 0.45. Показатель Хёр-
ста для профилей нити Vicryl — 0.65
и 0.651 соответственно (рис. 6). Сле-
дуя [30], где отмечено, что чем мень-
ше H, тем более шероховата поверх-
ность, можно сказать о более шерохо-
ватом профиле нити Vicryl, что согла-
суется с визуальными результатами, по-
лученными в результате растровой элек-
тронной микроскопии (см. рис. 2, 3).

0
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0,5

0,6
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1 2 3 4

Рис. 6. Значения показателя Хёрста для шовных материалов
Prolene и Vicryl: 1 — для нити Vicryl в продольном направ-
лении; 2 — для нити Vicryl в перпендикулярном направлении;
3 — для нити Prolene в продольном направлении; 4 — для нити

Prolene в перпендикулярном направлении

3. ОЦЕНКА УПРУГИХ СВОЙСТВ ОБРАЗЦОВ ПРИ НАНОИНДЕНТИРОВАНИИ

При выполнении процедуры наноиндентирования острие зонда, закрепленное на свободном крае
гибкой микроконсоли, размещалось над исследуемой точкой поверхности образца с высокой точно-
стью (до 10 нм). Далее образец перемещался с помощью сканера вертикально по направлению к зонду
с контролем шага перемещения с точностью менее 1 нм (подвод). Затем осуществлялось движение об-
разца в обратном направлении (отвод). При режиме статической силовой спектроскопии консоль зонда
не совершает колебательных движений, и регистрируется величина изгиба микроконсоли Zdefl (3)
в зависимости от положения зонда Zpos (4). Данные представляются в виде так называемой кри-
вой подвода-отвода. Изгиб консоли зонда жесткостью k после касания острием образца определяет
приложенную силу:

P = kZdefl, (3)

где k — коэффициент жесткости консоли, который согласно тестовому индентированию составил
86Н/м. Глубина деформирования материала в точке индентирования находится следующим образом:

H = Zdefl − Zpos. (4)

Предельная глубина наноиндентирования не превышала 80 нм. Для наноуровня упругая реак-
ция шовных материалов на внешнее контакт-
ное давление есть результат функционирования
сложной композиционной структуры, которая
характеризует их чрезвычайно высокую несу-
щую способность и прочность.

В результате анализа данных были полу-
чены зависимости «сила-глубина проникнове-
ния» для нитей Prolene и Vicryl (рис. 7). Мо-
дуль Юнга оценивался с помощью процеду-
ры контактного деформирования. Из анализа
видно, что модуль Юнга шовного материала
Prolene (1.19 ± 0.03ГПа) выше, чем у Vicryl —
(0.94 ± 0.018ГПа).

Согласно испытаниям на растяжение-сжа-
тие, проведенным на макроуровне в рабо-
те [3], модуль Юнга Vicryl несколько выше —

Рис. 7. Кривые индентирования для биополимерных
шовных материалов: 1 – Prolene; 2 – Vicryl
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1.97 ГПа, что, возможно, обусловливается разными условиями испытаний, влиянием масштабного
фактора [29], а также вязкоупругим поведением структурных элементов шовного материала, которые
с учетом их расположения деформируются путем изгиба на макроуровне (исследование нити Prolene

в данной работе представлено не было).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При растровой электронной и атомно-силовой микроскопии возможно точно выявить шовный мате-

риал, обладающий менее выраженными «пилящими» свойствами, что важно для наложения межорган-

ных соустьев в хирургической гастроэнтерологии и гепатологии. Использование наноиндентирования

для определения модуля упругости хирургических нитей позволяет осуществить их дифференциа-

цию относительно каждого вида ушиваемых тканей человека. Представленные методики определения

механических свойств хирургических шовных материалов позволяет проводить скрининг и дифферен-

циацию рассасывающихся и нерассасывающихся современных хирургических шовных материалов.

В работе проведён анализ структуры и упругих свойств рассасывающегося шовного материала

(хирургической нити) методами атомно-силовой микроскопии и растровой электронной микроскопии.

Построены зависимости сила-глубина проникновения для определения значения модуля упругости

нити на микроуровне в зависимости от локализации области индентирования, а также оценка шеро-

ховатости поверхности нити на площадках размерами 5×5 и 10×10 мкм. Рассчитать значение модуля

упругости нити необходимо для построения многоуровневой модели, описывающей механическое по-

ведение данного биополимера в задачах взаимодействия нити с мягкими тканями при ушивании

операционных ран.
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Investigation of Surface Roughness at Micro-scale and Mechanical Response
in the Contemporary Bio-polimer Sutures by the Nanoindentation

A. G. Kuchumov1, V. N. Solodko2, V. A. Samartsev3, V. A. Gavrilov3, E. S. Chaykina1
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An investigation of properties of contemporary suture materials (surgical threads) is the state-of-art challenge in biomechanics. To

improve an effectiveness of sutures application, an analysis of structure and elastic properties by the atomic force microscopy and

scanning electron microscopy is necessary to be performed. As a result, the force-indentation depth dependences were plotted to

obtain the Young’s modulus of the thread at micro-scale taking into account influence of indentation area localization; moreover, the

thread surface roughness was evaluated at an area of 5×5 and 10×10 micrometers.

Key words: atomic force microscopy (АFМ), biopolymer, suture material, nanoindentation, Hurst exponent.
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ПРОЦЕССОВ В ЗАДАЧЕ О БОКОВОМ ДВИЖЕНИИ ГРУППЫ САМОЛЕТОВ
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Слежение за динамическим объектом, не доступным непосредственному наблюдению, на практике усложняется из-за

наличия случайных воздействий (шумов): порывы ветра отклоняют самолет от заданного курса, показания датчиков всегда

содержат некоторую неточность. Для того чтобы уменьшить влияние шумов применяются фильтры. В статье предлагается

осуществлять одновременную фильтрацию движения группы одинаковых объектов за счет постановки задачи в матричных

переменных. Предлагается рассматривать управляемый фильтр. Введенный линейно-квадратичный критерий качества

позволяет учитывать ограничения на управление фильтром, что делает его физически реализуемым. Доказаны утвержде-

ния, позволяющие получать оптимальные матричные фильтры. Полученное решение существует всегда, что может быть

несправедливо для других фильтров.

Ключевые слова: матричная фильтрация, матрица n-ковариаций, квадратичный функционал качества, боковое движение

самолета.

ВВЕДЕНИЕ

По проблемам современной теории фильтрации написано множество работ как теоретического,
так и прикладного характера. Разработано множество подходов к решению различных технических
задач. Однако сказанное справедливо главным образом по отношению к векторной теории фильтров,
в то время как теория матричных фильтров, являющаяся естественным развитием векторной теории,
разработана мало.

В статье поставлена и решена задача оптимальной фильтрации матричного гауссовского процесса.
Применимость полученных результатов показана на примере задачи фильтрации бокового движения
группы самолетов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть на некотором полном вероятностном пространстве (Ω, F, P) с неубывающим непрерывным
справа семейством σ-подалгебр F задан X = Xt, t ∈ [0, T ], Xt ∈ Rn×m — случайный матричный
процесс диффузионного типа

dXt = AtXtdt + bdwt, (1)

где, по предположению, wt — гауссовский матричный процесс с независимыми нормально распреде-
ленными стандартными N(0, 1) компонентами соответствующих размерностей, случайная матрица X0

не зависит от матричной последовательности случайных воздействий wt на систему уравнений, ма-
тематическое ожидание E[X0] = X0 и матрица n-ковариаций cov(X0,X0) = γ0 заданы и конечны,

b = ‖bij‖n×l, At = ‖aij(t)‖n×n.

Определение 1. Будем говорить, что случайный матричный процесс ξ = (ξt) ∈ R[n×m], 0 ≤ t ≤ 1,
есть сильное решение стохастического матричного дифференциального уравнения:

dξt = a(t, ξ)dt + b(t, ξ)dWt, a(t, ξ) = ‖aij(t, ξ)‖n×m, b(t, ξ) = ‖bkl(t, ξ)‖n×p

с F0-измеримым начальным условием ξ0 = η, если при каждом t, 0 < t ≤ 1, величины ξt являются
Ft-измеримыми,

P

(∫ 1

0

|aij(t, ξ)| dt < ∞
)

= 1, P

(∫ 1

0

b2
kl(t, ξ) dt < ∞

)
= 1, i, k = 1, n, j = 1,m, l = 1, p,
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и с вероятностью 1 для каждого t, 0 ≤ t ≤ 1,

ξt = η +

∫ t

0

a(s, ξ) ds +

∫ t

0

b(s, ξ) dWs.

Замечание 1. Пусть x̃ ∈ Rn×m — случайная матрица, которая имеет конечный второй момент,
t ∈ [0, N ], N ∈ N. Тогда n-ковариационной матрицей cov(x̃, x̃) = ã матрицы x̃ называется

ãt = E[x̃tx̃
∗
t ] = E







x̃11 ... x̃1m

... ... ...

x̃n1 ... x̃nm







x̃11 ... x̃n1

... ... ...

x̃1m ... x̃nm





 .

Здесь и далее под знаком «*» понимается операция транспонирования. Видно, что ãt =‖ ãij(t) ‖n×n

и является симетрическим набором обыкновенных ковариаций данной матрицы по столбцам.

Рассмотрим наблюдения для уравнения (1) в виде случайного матричного процесса диффузионного
типа:

dYt = HtXtdt + Bdvt, (2)

где матрицы имеют следующие размерности: Yt — [β×m], Ht — [β×n], B — [β×δ], vt — [δ×m]; vt —
гауссовский матричный процесс с независимыми нормально распределенными стандартными N(0, 1)

компонентами.

Определение 2. Линейным матричным фильтром заданной структуры называется такой
фильтр Zt, изменение состояния которого описывается на вероятностном пространстве (Ω, F, P) слу-
чайным процессом, определяемым системой линейных стохастических матричных дифференциальных
уравнений вида

dZt = FtZtdt + UtdYt, (3)

где Zt ∈ Rn×m, Ft и Ut — неизвестные матричные функции размерностей [n×n], [n×β] соответствен-
но; Z0 — неизвестное, но неслучайное начальное условие; Ut принадлежит классу линейных функций:
Ut = γtµt + ηt; εt = Xt − Zt — матричная ошибка оценки; n-ковариационная матрица γt = cov(εt, εt)

положительно определенная, симметрическая размерности [n × n].

Определение 3. Управление Ut состоянием фильтра Z, для которого система уравнений (1)–(3)
имеет единственное сильное решение, называется допустимым.

В качестве критерия работы фильтра Zt рассмотрим следующий функционал J(T, γt, Ut) :

J(T, γt, Ut) = Sp

(
E[ε∗T ΘT εT +

∫ T

0

(ε∗t Pεt + UtQU∗
t Θt + 2UtRΘt)dt]

)
=

= Sp

(
γT ΘT +

∫ T

0

(γtP + UtQU∗
t Θt + 2UtRΘt)dt

)
, (4)

где Q — симметрическая положительно-определенная матрица размерности [β×β]; P — симметриче-
ская неотрицательно-определенная матрица размерности [n × n]; ΘT — положительно-определенная
матрица размерности [n × n]. Матрицы P , Q, R, ΘT являются известными постоянными матрицами.

Скажем несколько слов о введенном функционале. В работах Р. Калмана и А. Н. Ширяева, по-
священных проблемам фильтрации случайных процессов, в качестве критерия качества выступал
минимум среднего квадрата ошибки. Однако полученное ими решение зависит от некоторой обрат-
ной матрицы, которая, вообще говоря, в некоторые моменты времени может не существовать. Вве-
дение управления фильтром, как будет показано, позволяет получить управление, лишенное этого
недостатка. Кроме того, вполне очевидно, что введенный функционал является обобщением крите-
рия минимума среднего квадрата ошибки. За счет выбора матрицы Q можно учесть ограничения на
допустимые управления, что существенно для практической реализации фильтра.

Задача фильтрации. Требуется найти в классе допустимых функций оптимальные парамет-

ры фильтра Z, для которых функционал J принимал бы наименьшее возможное значение, и

ошибка фильтрации была бы несмещенной.
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2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ ФИЛЬТРОВ

Для решения задачи фильтрации определим параметры Ft и Ut фильтра Zt.

Теорема 1. Для того чтобы оценка фильтрации была несмещенной, необходимо и достаточно

выполнения следующих условий:

Ft = At − UtHt, Z0 = E[X0]. (5)

Доказательство. Необходимость. Допустим, что оценка несмещенная, тогда E[εt] = 0, ∀ t ∈ [0, T ].
Согласно [1] система уравнений (1)–(3) имеет сильное решение:

Xt = X0 +

∫ t

0

AtXsds +

∫ t

0

bdws,

Zt = Z0 +

∫ t

0

FsZsds +

∫ t

0

UsdYs = Z0 +

∫ t

0

(FsZs + UsHsXs)ds +

∫ t

0

UsBdvs.

Учитывая, что εt = Xt − Zt, получим:

εt = X0 − Z0 +

∫ t

0

(AsXs − FsXs − UsHsXs)ds +

∫ t

0

Fsεsds +

∫ t

0

(bdws − UsB)dvs. (6)

Переходя к математическому ожиданию, имеем:

E[εt] = E[X0 − Z0] +

∫ t

0

(As − Fs − UsHs)E[Xs]ds = 0.

Так как в общем случае E[Xt] 6≡ 0, то отсюда следует необходимость условий теоремы.

Достаточность. Предположим, что имеют место равенства из условий теоремы, тогда из уравне-
ния (6) следует, что

E[εt] = E[ε0] +

∫ t

0

FsE[εs]ds.

Как известно, это интегральное уравнение имеет решение χ(t) = E[εt]Φ(t, t0)χ(0), где Φ(t, t0) –
фундаментальная матрица уравнения. Но χ(0) = E[ε0] = E[X0] − Z0 ≡ 0, следовательно,
E[εt] = 0,∀ t ∈ [0, T ]. Достаточность доказана. ¤

Для решения задачи фильтрации в целом необходимо рассмотреть динамику матрицы n-кова-
риаций γt. Докажем вспомогательное утверждение.

Лемма. Матрица n-ковариаций γt является единственным, непрерывным решением обыкно-

венного матричного дифференциального уравнения:

γ̇t = Atγt + γtA
∗
t − UtHtγt − γtH

∗
t U∗

t + bb∗ + UtBB∗U∗
t (7)

с начальным условием γ0.

Доказательство. Из теоремы 1 следует:

dεt = Ftεtdt + bdωt − UtBdvt.

К элементам матрицы d(εtε
∗
t ) применим формулу замены переменных Ито (см. [1]):

d(εtε
∗
t ) = ((At − UtHt)εtε

∗
t + εtε

∗
t (A

∗
t − H∗

t U∗
t ) + bb∗ + UtBB∗U∗

t )dt+

+b(dωt)ε
∗
t + εt(dωt)

∗b∗ − UtB(dvt)ε
∗
t − εt(dvt)

∗B∗U∗
t .

Переходя к математическому ожиданию, получим равенство (7). Единственность решения доказыва-
ется аналогично теореме 12.3 из [1]. ¤

Замечание 2. Заметим, что дифференциальное уравнение (7) можно рассматривать как билиней-
ную матричную квадратичную систему управления с критерием качества (4) и классом допустимых
управлений в виде линейных по γt матричных функций Ut [2]. Тогда имеет место теорема 2.
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Теорема 2. Если существует такая постоянная матрица L размерности [n × n], что

|aij(t)| ≤ Lij и |Hij(t)| ≤ Lij , то матрицы Zt и γt являются единственными непрерывными реше-

ниями системы уравнений (3) и (7). При этом в классе допустимых управлений оптимальное по

отношению к функционалу (4) управление существует и определяется формулой

Uopt
t = (γtH

∗
t − R∗)(BB∗ + Q)−1, (8)

а оптимальное значение функционала J(Ut) имеет вид

J(Uopt
t ) = Sp(γ0Θ0 + ϕ0), (9)

где Θt, ϕt — решения матричных дифференциальных уравнений:

Θ̇t = −ΘtAt − (A∗
t + 2H∗

t (BB∗ + Q)−1R)Θt − P, (10)

ϕ̇t = (γtH
∗
t (BB∗ + Q)−1Htγt − bb∗ + R∗(BB∗ + Q)−1R)Θt, (11)

вдоль движения уравнения (1) с начальными условиями Θ(T ) = ΘT , ϕT = 0.

Доказательство. Рассмотрим функцию

V (t, γt) = Sp(γtΘt + ϕt),

где Θt, ϕt — матрицы вспомогательных переменных размерности [n× n]. Предположим, что элементы
этих матриц непрерывно-дифференцируемые по всем t ∈ [0, T ] функции, принимающие веществен-
ные значения. Управление ищется оптимальным по отношению к демпфированию соответствующего
функционала

V (t, γt) +

∫ t

0

f(τ)dτ, (12)

где f(t) — след матрицы подынтегрального выражения, входящего в функционал (4). Тогда, как
известно из [3], для того чтобы управление Ut было оптимальным, оно должно доставлять наимень-
шее значение производной Wt функционала (12) по времени вдоль движения системы управления
Wt = dV (t, γt)/dt + f(t) при ∂Wt/∂Ut = 0, а вспомогательные переменные должны удовлетворять
условиям Wt = 0, ∀ t ∈ [0, T ] и V (t, γt) = Sp(γT ΘT ). Дифференцируя V и подставляя значение правой
части уравнения (7) вместе с подынтегральным выражением функционала (4), получим:

Wt = Sp(γ̇tΘt + γtΘ̇t + ϕ̇t + f(t)) = Sp(AtγtΘt + γtA
∗
t Θt − UtHtγtΘt − γtH

∗
t U∗

t Θt+

+bb∗Θt + UtBB∗U∗
t Θt + γtΘ̇t + ϕ̇t + γtP + UtQU∗

t Θt + 2UtRΘt) = 0. (13)

Вычислим частные производные по Ut для следа от квадратных матриц этого выражения:

∂

∂Ut
Sp(UtHtγtΘt) = Θ∗

t γ
∗
t H∗

t ,

∂

∂Ut
Sp(Ut(BB∗ + Q)U∗

t Θt) = Θ∗
t Ut(BB∗ + Q) + ΘtUt(BB∗ + Q),

∂

∂Ut
Sp(γtH

∗
t U∗

t Θt) = Θ∗
t γ

∗
t H∗

t ,

∂

∂Ut
Sp(U∗

t RΘt) = Θ∗
t R

∗ = ΘtR
∗,

Учитывая, что γt, Q и Θt — симметрические матрицы, нетрудно вычислить ∂Wt/∂Ut = 0:

∂Wt

∂Ut
= 2Θt(−γtH

∗ + Ut(BB∗ + Q) + R∗) = 0.

Получаем систему линейных алгебраических уравнений размерности [n × β] для нахождения сигна-
лов управления. Вследствие положительной определенности матрицы Q наилучшее приближенное
решение (8) существует и единственно. Более того, оптимальное управление Uopt

t будет линейным
по γt.

Uopt
t = (γtH

∗
t − R∗)(BB∗ + Q)−1 = γtµt + ηt.
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Обратная матрица (BB∗+Q)−1 существует всегда в силу положительной определенности матрицы Q.
Рассмотрим уравнение (13) для вычисления матриц Θt и ϕt. Заметим, что

Sp(AγtΘt) =

n∑

i=1

n∑

j=1

aijψji =

n∑

i=1

n∑

j=1

ψjiaij = Sp(γtΘtA).

Используя условия управления объектом в конечное время действия (см. [3]) Wt = 0, ∀ t ∈ [0, T ] и
V (T, γT ) = γT ΘT для нахождения (9), в (13), посредством группировки слагаемых линейно зависящих
от γt и остальных, получим матричные дифференциальные уравнения (10) для Θt и (11) для ϕt:

Θ̇t = −Θt(At − ηtHt + ηt(BB∗ + Q)µ∗
t ) − (A∗

t − H∗
t η∗

t + µt(BB∗ + Q)η∗
t + 2µtR)Θt − P,

ϕ̇t = (γtµtHtγt + γtH
∗
t µ∗

t γt − bb∗ − γtµt(BB∗ + Q)µ∗
t γt − ηt(BB∗ + Q)η∗

t − 2ηtRQ)Θt.

Здесь µt = H∗
t (BB∗ + Q)−1, ηt = −R∗(BB∗ + Q)−1. Аналогично теории аналитического конструиро-

вания оптимальных регуляторов [3] нетрудно показать, что оптимальное значение функционала (4)
дается формулой (9). Доказательство единственности и непрерывности процесса γt следует прово-
дить аналогично доказательству теоремы 12.7, которое подробно приведено в [1]. При этом вполне
очевидно, что матричная функция управления (8) соответствует предположениям, сделанным при
доказательстве теоремы 1. ¤

3. ЗАДАЧА О БОКОВОМ ДВИЖЕНИИ ГРУППЫ САМОЛЕТОВ

Автопилот канала управления боковым движением самолета, предназначенный для стаби-

лизации направления полета (курса), и угла крена [4]. Движение самолета по крену, рысканию
и скольжению взаимосвязаны и образуют в совокупности так называемое боковое движение. Это
движение почти не связано с изменениями угла тангажа и вертикальными перемещениями само-
лета, т. е. с его «продольным» движением. Возмущенное боковое движение самолета относительно
установившегося горизонтального полета описывается системой уравнений пятого порядка:

β̇ = ωy +
Zβ

m0V0
β +

g

V0
γ,

ω̇x =
Ixy

Ix
ω̇y +

1

Ix

(
∂Mx

∂β
β +

∂Mx

∂ωx
ωx +

∂Mx

∂ωy
ωy +

∂Mx

∂δe
δe

)
,

ω̇y =
Ixy

Iy
ω̇x +

1

Iy

(
∂My

∂β
β +

∂My

∂ωx
ωx +

∂My

∂ωy
ωy +

∂My

∂δn
δn

)
,

γ̇ = ωx,

ψ̇ = ωy,

где возмущенные переменные имеют следующий смысл: β — угол скольжения, ψ — угол рыскания
(курса), ωy — угловая скорость рыскания, γ — угол крена, ωx — угловая скорость крена, δn — угол
отклонения руля направления, δe — угол отклонения элеронов.

Для самолета, имеющего вес G0 = 45000 кг, летящего на высоте h0 = 9000 м со скоростью
V0 = 800 км/час, типичны следующие значения коэффициентов системы:

Zβ

m0V0
= −0.0297,

M δn
y

Iy
= 0.379,

M δe
x

Ix
= 1.580,

Mβ
x

Ix
= −1.17,

Mωx
x

Ix
= −0.790,

M
ωy
x

Ix
= 0.129,

Mβ
y

Iy
= 0.379,

Mωx
y

Iy
= −0.0125,

M
ωy
y

Iy
= −0.0096,

g

V0
= 0.0438,

Ixy

Iy
= −0.0423,

Ixy

Ix
= −0.106.

Здесь My
x обозначает соответствующую частную производную

∂Mx

∂y
.
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Представим рассматриваемую систему в матричном виде:




β̇

ω̇x

ω̇y

γ̇

ψ̇




=




−0, 0297 0 1 0, 0438 0

−1, 17 −0, 790 0, 129 0 0

0, 379 −0, 0125 −0, 0096 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0







β

ωx

ωy

γ

ψ




+

+




0

−0, 106ω̇y + 1, 580δe

−0, 0423ω̇x + 0, 379δn

0

0




. (14)

В качестве стабилизирующего управления принимается следующее

(
δn

δe

)
= −

(
0, 317 0, 069 1, 01 0, 076 0, 551

0, 177 0, 737 0, 388 1, 03 0, 834

)
.

Тогда система (14) примет вид




1 0 0 0 0

0 1 0, 106 0 0

0 0, 0423 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1







β̇

ω̇x

ω̇y

γ̇

ψ̇




=

=




−0, 0297 0 1 0, 0438 0

−1, 4496 −1, 9544 −0, 4840 −1, 6274 −1, 3177

0, 2589 −0, 0387 −0, 3924 −0, 0288 −0, 2088

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0







β

ωx

ωy

γ

ψ




или 


β̇

ω̇x

ω̇y

γ̇

ψ̇




=




−0, 0297 0 1 0, 0438 0

−1, 4838 −1, 9592 −0, 4444 −1, 6316 −1, 3014

0, 3216 0, 0442 −0, 3735 0, 0402 −0, 1538

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0







β

ωx

ωy

γ

ψ




.

Таким образом получена система дифференциальных уравнений, описывающая устойчивое бо-
ковое движение. На основе полученной системы поставим задачу фильтрации бокового движения
группы самолетов. Рассмотрим боковое движение группы из 6-ти самолетов при наличии случай-
ных возмущений. Движение рассматриваемого объекта может быть описано следующим матричным
дифференциальным уравнением:

dXt = AXtdt + bdwt,

где X — [5 × 6], A =




−0, 0297 0 1 0, 0438 0

−1, 4838 −1, 9592 −0, 4444 −1, 6316 −1, 3014

0, 3216 0, 0442 −0, 3735 0, 0402 −0, 1538

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0



, b =




0, 1

0, 1

0, 1

0, 1

0, 1



.

Матрицы, характеризующие наблюдение, полагаем известными (наблюдение ведется по первой
строке матрицы X, т. е. по углу скольжения каждого самолета):

H =




1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0


 , B =




0, 01

0, 01

0, 01

0, 01


 .
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В условии задачи никаких реальных данных по ограничениям на управление нет, поэтому рас-

сматривать их не будем. При таких условиях будем минимизировать средний квадрат ошибки, т. е.

следующий функционал J(γt) = Sp(γT ). На рисунке, а–e приведены результаты, полученные после

применения оптимального матричного фильтра указанного типа для подавления случайных воздей-

ствий. Они свидетельствуют о высоком качестве фильтрации.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Матричные подходы к фильтрации случайных воздействий позволяют проводить одновременную

фильтрацию большого числа динамических объектов. Реализация матричных подходов позволяет су-

щественно снизить вычислительные затраты в сравнении с решением аналогичных задач векторными

подходами.

Одним из главных достоинств представленных фильтров является их физическая реализуемость

(имеется возможность учета ограничений на управление, что, как правило, имеет место в технических

задачах).

В дальнейших работах будут показаны более сложные матричные уравнения, характеризующие

взаимодействие рассматриваемых объектов.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 12-01-00752).
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Optimal Filtration of Matrix Gaussian Random Processes in Planes Lateral Motion Problem

A. Yu. Litvin, V. T. Pristavko

Saint-Petersburg State University, Russia, 199034, St. Petersburg, Universitetskaya nab., 7-9, alybey@mail.ru, pvt1@yandex.ru

In practice, observation problem is more complex because of random influences (noises): wind effects plane course, sensor errors

distort object position view. In order to reduce noise filters are used. Proposed to carry out a simultaneous filtering of identical objects

motion by defining problem in matrix variables. To achieve phisical realizability controlled matrix filter was proposed. Statements that

allow to find the optimal solution was proved.

Key words: matrix filtration, n-covariance matrix, square-law functional.
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В работе рассматриваются возможности использования технологий параллельных вычислений Message Passing Interface

и Open Computing Language при моделировании металлических фотонных кристаллов методом функций Грина и ин-

тегральных уравнений. Анализируется эффективность этих технологий в рамках данной задачи, приводятся выводы о

целесообразности их применения.

Ключевые слова: параллельные вычисления, MPI, OpenCL, фотонные кристаллы.

ВВЕДЕНИЕ

Металлические фотонные кристаллы (МФК) в приближении идеальной проводимости металли-
ческих объектов широко исследовались последние три десятилетия [1—7]. Для анализа МФК ис-
пользуются аналитические [1—3, 5], прямые численные [4] и численно-аналитические методы [5—7],
основанные на методе функций Грина и интегральных уравнений. Последние позволяют получить
дисперсионные уравнения (ДУ) в замкнутой форме в приближении тонких проволочных включений
и с учетом одной или нескольких гармоник тока. Решение таких дисперсионных уравнений требует
большое количество вычислений, что делает практически невозможным получение результатов моде-
лирования за адекватное время традиционными последовательными способами. Поэтому актуальным
становится модификация существующих или разработка новых методов для запуска на вычислитель-
ных системах с использованием различных технологий параллельных вычислений. В рамках данной
статьи будут рассмотрены различные аспекты использования технологий Message Passing Interface
(MPI) и Open Computing Language (OpenCL) при моделировании МФК. Цель работы — проанали-
зировать эффективность использования технологий параллельных вычислений MPI и OpenCL при
моделировании металлических фотонных кристаллов.

1. ОБЗОР ТЕХНОЛОГИИ MPI

Message Passing Interface — это спецификация для написания библиотек передачи сообщений,
разработанная как стандарт для систем с распределённой памятью, систем передачи сообщений и па-
раллельных вычислений. MPI основан на модели передачи сообщений, в которой данные из адресного
пространства одного процесса передаются в адресное пространство другого процесса посредством пе-
редачи сообщений.

Программная модель MPI представлена следующими элементами.

• Группы процессов. Каждая группа определяет упорядоченную коллекцию процессов и область
видимости при операциях взаимодействия.

• Коммуникаторы. Объекты данного типа предоставляют все операции взаимодействия в MPI.
Каждый процесс для коммуникатора имеет свой независимый номер, и все процессы составляют
упорядоченную топологию. Коммуникаторы делятся на два типа:

– интра-коммуникаторы. Обеспечивают взаимодействие между процессами из одной группы.
– интер-коммуникаторы. Обеспечивают взаимодействие между двумя группами процессов.

• Точка-точка операции. Осуществляют взаимодействие между двумя процессами из одной груп-
пы. Часто используемым примером является вызов MPI_Send, который позволяет внутри одной
группы передать данные одного процесса другому.
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• Коллективные операции. Осуществляют взаимодействие среди всех процессов в группе. Ти-
пичным примером является вызов MPI_Bcast, который берёт данные из одного процесса и
отправляет их всем остальным процессам из той же группы.

• Типизация операций. Многие операции в MPI требуют, чтобы был указан тип передаваемых
данных. Хотя стандартом MPI определены некоторые типы данных (MPI_INT, MPI_DOUBLE
и т. д.), возможно создавать свои собственные типы и использовать их для передачи в сообще-
ниях [8, 9].

2. ОБЗОР ТЕХНОЛОГИИ OPENCL

Open Computing Language — это промышленный открытый стандарт программирования под раз-
личные платформы, в том числе центральные и графические процессоры. Он включает в себя язык
программирования, интерфейс программирования приложений, библиотеки и системное окружение
для разработки программного обеспечения.

Для описания стандарта используют иерархию следующих моделей.

• Модель платформы. Состоит из хоста (запускающего устройства), на котором расположено
одно или несколько OpenCL-совместимых устройств. Каждое из таких устройств разделено
на выполняющие модули, состоящие из элементов обработки, производящих вычисления.

• Модель выполнения. Выполнение разделено на две части:

– хост-программа. Задаёт контекст выполнения вместе с индексным пространством OpenCL
программы (ядра);

– ядро. Выполняется непосредственно на OpenCL устройстве. Каждому элементу индексного
пространства сопоставляется свой экземпляр ядра — рабочего элемента, выполняющегося
на элементе обработки устройства. Рабочие элементы объединяются в группы.

• Модель памяти. Каждый рабочий элемент имеет доступ к четырём областям памяти:

– глобальная память. Предоставляет доступ на чтение и запись для всех рабочих элементов
из всех групп;

– постоянная память. Остаётся постоянной в течение всего времени выполнения ядра;
– локальная память. Разделяется внутри одной группы рабочих элементов и доступна на

чтение и запись;
– личная память. Относится к одному рабочему элементу и не доступна для остальных.

• Программная модель. Поддерживаются следующие программные модели:

– модель параллельных данных. Определяет вычисление в виде последовательности инструк-
ций, применённых к нескольким элементам объекта памяти. Индексное пространство, свя-
занное с выполнением OpenCL программы, определяет рабочие элементы и соотношение
данных с ними;

– модель параллельных заданий. Определяет процесс вычисления, при котором каждый эк-
земпляр ядра выполняется независимо от индексного пространства [10].

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ МОДЕЛИРОВАНИЯ МФК

Рассмотрим трехмерный МФК, состоящий из металлических проволочных стержней с длиной l и
радиусом проволочек r, периодически расположенных по осям x, y, z, с периодами соответственно a,
b и c в среде (матрице) с диэлектрической проницаемостью ε. Проволочки считаем тонкими: r << l,
l < min(a, b, c) и ориентированными по оси z. Согласно модели ток течет только по оси проволочки,
а его плотность имеет вид

J = z0δ(x)δ(y)
N∑

s=1

Is cos(ksz), (15)

где z0 — орт-вектор оси z, N — количество учитываемых гармоник тока, ks = (2s − 1)π/l.
Для МФК будем использовать скалярную ФГ периодически расположенных сфазированных ис-

точников (периодическую ФГ) [5]. Плотность тока (15) создаёт только одну z компоненту вектор-
потенциала Az, через которую можно выразить электрическое и магнитное поля. Для первого имеем:

E =
grad(div) + k2

0ε

iwε0ε
z0Az. (16)
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Далее нам потребуется только компонента Ez электрического поля, так как только для нее следует
учитывать граничные условия. После интегрирования (15) с ФГ получаем Az, что согласно (16) дает

Ez =
2

iwε0εabc

N∑

s=1

(−1)sIsks

∞∑

m,n,k=−∞

cos

(
kzkl

2

)
(k2

0ε − k2
zk)exp(−i[kxmx + kyny + kzkz])

(k2
kz − k2

s)(k2
xm + k2

yn + k2
zk − k2

0ε)
. (17)

Компонента (17) должна обратиться в нуль на поверхности проволочки. Применяя метод Галерки-
на, имеем:

l/2∫

−l/2

Ez(x, y, z) cos(ks′z)dz = 0. (18)

В (18) точка (x, y) принадлежит окружности: x2 + y2 = r2. Целесообразно усреднить по всем
точкам окружности, записав x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ) и проинтегрировав по углу. При этом возникают
функции Бесселя:

1

2π

2π∫

0

exp(±ir(kxm cos(ϕ) + kyn sin(ϕ)))dϕ = J0(r
√

k2
xm + k2

yn),

вместо экспонент получим:

amn(kx, ky) = J0(r
√

k2
xm + k2

yn). (19)

Соотношения (17) и (18) приводят к системе линейных алгебраических уравнений, определитель
которой ∆ должен быть равен нулю. Собственно,

F (k0,k) = ∆ = 0

и есть искомое ДУ. Теперь матричные элементы согласно (18) и (19) можно записать так:

Ess′ =
4ksks′

iwε0εabc
(−1)s+s′

M∑

m,n,k=−M

cos2(
kzkl

2
)

(k2
0ε − k2

zk)amn(kx, ky)

(k2
kz − k2

s)(k2
kz − k2

s′)(k2
xm + k2

yn + k2
zk − k2

0ε)
,

где (M + 1)3 — количество учитываемых плоских волн (пространственных гармоник).
Решая ДУ, получим зонные диаграммы, на основе которых можно выразить диэлектрическую

проницаемость. Данный метод может быть модифицирован для решения кольцевых и квадратных
проволочных структур, что позволяет рассчитывать различные конфигурации МФК.

4. АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ ТЕХНОЛОГИЙ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Процесс решения ДУ представляет собой разбиение области поиска корня на участки и поиска
такого участка, на котором функция F (k0,k) меняет знак. Заметим, что наличие полюсов при смене
знака в знаменателе (17) делает применение более эффективных методов поиска нецелесообразным.
В связи с этим возможно распараллеливание вычислений, при котором каждому процессу отдаётся
своя область поиска. В данном случае удобно использовать технологию MPI.

Для расчёта была взята структура со следующими входными параметрами: l = 0.5, r = 0.05,
a = b = c = 1, M = 10, N = 1, kz = 0, область поиска k0 — от 0.1 до 6.2 с шагом 0.005. Значения kx

и ky взяты из диапазона между точек M(π/a, π/b), G(0, 0), X(π/a, 0), M(π/a, π/b) по 10 значений из
каждого отрезка.

В роли параллельной вычислительной системы выступала связка из трёх машин с двумя четырёхъ-
ядерными процессорами Intel Xeon E5345 @ 2.33ГГц на каждой — всего 24 ядра. Была использована
широко известная реализация стандарта MPI – MPICH2 [11]. Вычисления проводились в числах с
плавающей точкой двойной точности, учитывалось среднее из трёх запусков.

Для конфигураций с различным числом работающих процессов в табл. 1 приведены величины
времени выполнения в секундах и ускорения в сравнении с последовательным вариантом. Для сохра-
нения точности данные приведены с учётом сотых долей.
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Таблица 1

Зависимость времени выполнения и ус-
корения от числа работающих процессов

Число Время, с Ускорение
процессов

1 117,38 1
4 29,44 3,99
8 14,82 7,92
12 9,96 11,78
16 7,67 15,30
20 6,21 18,90
24 5,35 21,94

Как можно видеть из результатов, конфигурация с 24
работающими процессами справляется с аналогичной за-
дачей в 21.94 раза быстрее, чем последовательный вари-
ант, что лишь на 8,6% меньше, чем максимально возмож-
ные показатели. Конечно, рост величины ускорения бу-
дет замедляться с дальнейшим увеличением количества
процессов из-за возрастания нагрузки на сеть. В нашем
случае процессы лишь обмениваются итоговыми резуль-
татами для каждого kx и ky, что делает нагрузку на сеть
минимальной. Таким образом, использование технологии
MPI оправданно в задаче поиска корня при решении ДУ.

Далее заметим, что при решении ДУ требуется вы-
числение суммы тройного ряда для каждого матричного элемента. Здесь целесообразно применить
параллельные вычисления. Для расчёта суммы ряда была применена технология OpenCL.

В качестве вычислительной системы выступала связка из двухъядерного процессора Intel Pentium
E2140 @ 2.81 ГГц и графического ускорителя AMD Radeon HD 6950, поддерживающего технологию
OpenCL (E2140 + HD6950). Входные данные были взяты из предыдущего примера.

Для проверки эффективности данной технологии была получена зависимость времени выполне-
ния от размерности рядов. Для сравнения были приведены измерения для 24-ядерной вычислитель-
ной системы, рассмотренной выше (6 × E5345). Полученные значения для наглядности округлены
до целых секунд. Результаты представлены в табл. 2.

Таблица 2

Зависимость времени выполнения от размер-
ности рядов

Размерность 6 × E5345 E2140 + HD6950

ряда время, с время, с

9261 5 48
68921 44 52
226981 151 77
531441 355 120
1030301 693 198

По результатам видно, что при использовании гра-
фического ускорителя и технологии OpenCL время
вычислений растёт медленнее, чем размерность ря-
да. Особено это заметно в лёгких режимах, где ос-
новную роль на себя берут накладные расходы, свя-
занные с переключением контекста между централь-
ным процессором и графическим ускорителем. В слу-
чае же 24-ядерной системы можно наблюдать практи-
чески линейное увеличение времени вычислений при
увеличении размерности рядов.

Рассмотрим абсолютные показатели обеих конфигураций. В лёгких режимах, где велика роль
накладных расходов на выполнение OpenCL приложения, система на базе графического ускорителя
серьёзно проигрывает системе из 24 ядер. В тяжёлых режимах наблюдается обратная ситуация. В
самом ресурсоёмком случае, при количестве элементов ряда, равном 1030301, применение технологии
OpenCL и рядового графического ускорителя даже при маломощном центральном процессоре позво-
лило добиться выигрыша в скорости более чем в 3 раза. Таким образом, можно сделать вывод, что
технологию OpenCL с данным графическим ускорителем выгодно использовать при расчёте рядов
достаточно большой размерности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате выполнения данной работы была доказана эффективность использования технологий
параллельных вычислений MPI и OpenCL в решении задачи моделирования металлических фотонных
кристаллов. Данные технологии позволяют существенно сократить время вычислений, что делает их
применение целесообразным.
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Рассматривается конечный детерминированный автомат (КДА), множества состояний, входных и выходных символов ко-

торого частично упорядочены (упорядоченный автомат). Определяется отображение КДА на упорядоченный автомат,

названное p-морфизмом. Показано что так называемые толерантные образы, построенные по отношениям стабильной

толерантности на множестве состояний КДА, являются частным случаем упорядоченных автоматов, связанных с исход-

ным p-морфизмом. Определяются необходимые и достаточные условия, при которых упорядоченный автомат является

толерантным образом заданного автомата.

Ключевые слова: конечный детерминированный автомат, толерантный образ, упорядоченный автомат, стабильная толе-

рантность, покрытие, частичный порядок.

1. СТАБИЛЬНЫЕ ОТНОШЕНИЯ В АВТОМАТАХ. КВАЗИФАКТОРИЗАЦИЯ. МОРФИЗМЫ ПО ТОЛЕРАНТНОСТЯМ

В данном параграфе в краткой форме приведен материал из [1], на базе которого проводится
исследование.

Пусть S — непустое множество. Любое подмножество ρ ⊆ S × S, где S × S — декартов квадрат
множества S, называется бинарным отношением на множестве S.

Бинарное отношение ρ на множестве S называется:
1) рефлексивным, если (∀ s ∈ S) ((s, s) ∈ ρ),
2) симметричным, если (∀ s1, s2 ∈ S) ((s1, s2) ∈ ρ → (s2, s1) ∈ ρ),
3) транзитивным, если (∀ s1, s2, s3 ∈ S) ((s1, s2) ∈ ρ&(s2, s1) ∈ ρ → (s1, s3) ∈ ρ).
Бинарное отношение, обладающее свойствами 1, 2 и 3 одновременно, называется отношением

эквивалентности и обычно обозначается через ε. Если отношение обладает свойствами 1 и 2, то оно
называется отношением толерантности и обычно обозначается через τ .

Бинарное отношение ρ ⊆ S × S называется антисимметричным, если

(∀ s1, s2 ∈ S) ((s1, s2) ∈ ρ&(s2, s1) ∈ ρ → s1 = s2).

Отношение ρ на множестве S называется отношением порядка, если оно рефлексивно, транзи-
тивно и антисимметрично. Отношение порядка на произвольном множестве S обычно обозначается
знаком ≤. Если S — непустое множество, а ≤ — отношение порядка на нем, то пара (S,≤) называется
упорядоченным (или частично упорядоченным) множеством.

Множество S с заданным на нем отношением толерантности τ называется пространством толе-

рантности и обозначается 〈S, τ〉.
Покрытием множества S называется совокупность непустых подмножеств этого множества, объ-

единение которых совпадает с S.
Множество L ⊆ S называется предклассом в 〈S, τ〉 (или τ -предклассом), если любые два его

элемента s и t толерантны (т. е. находятся в отношении толерантности τ ).
Множество B ⊆ S называется классом толерантности в 〈S, τ〉 (или τ -классом), если B есть

максимальный предкласс. Множество всех классов толерантности отношения толерантности τ обра-
зует покрытие базового множества. Далее покрытие множества S всеми классами толерантности τ

будем обозначать Bτ .
Утверждение 1 [2]. Пусть τ — отношение толерантности на множестве S. Тогда для любых

двух элементов, находящихся в отношении τ , существует, по крайней мере, один содержащий

их τ -класс.

Следствие. Пусть B1, B2, . . . , Bm — всевозможные классы толерантности τ . Тогда

τ =

m⋃

i=1

(Bi × Bi).

Через T (S) будем обозначать множество всех толерантностей произвольного множества S.
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Рассмотрим конечный детерминированный автомат Мили [2, 3] A = (S,X, Y, δ, λ), где S, X, Y —
конечные алфавиты состояний, входных и выходных символов соответственно, а δ : S × X → S —
функция переходов, λ : S × X → Y — функция выходов.

Отношение µ на множестве S автомата A = (S,X, Y, δ, λ) назовем стабильным, если

(∀ s1, s2 ∈ S) (∀ x ∈ X) ((s1, s2) ∈ µ → (δ(s1, x), δ(s2, x)) ∈ µ). (1)

Особый интерес представляют отношения толерантности, обладающие свойствами стабильности.
Они называются стабильными толерантностями.

С толерантностью τ однозначно связано покрытие множества Bτ = {Bi}, где Bi — классы покры-
тия Bτ .

Это покрытие обладает свойством:

(∀ Bi) (∀ x ∈ X) (∃ Bj) ({δ(s, x)}s∈Bi
⊆ Bj). (2)

Это означает, что функция переходов под действием любого входного символа переводит все
элементы одного и того же класса покрытия целиком в другой класс.

Множество стабильных толерантностей автомата A обозначается ST (A).
Пусть Bτ , Cρ, Dξ — покрытия классами в пространствах толерантностей 〈S, τ〉, 〈X, ρ〉, 〈Y, ξ〉

соответственно.
Рассмотрим процедуру построения автомата по заданной тройке толерантностей (τ, ρ, ξ) и покры-

тиям Bτ , Cρ, Dξ.
Пусть Bτ = {Bi}, Cρ = {Cj}, Dξ = {Dk}. Введем обозначения: sτ =

⋂{Bi|s ∈ Bi} — пересе-
чение всех классов покрытия Bτ , содержащих элемент s, xρ =

⋂{Cj |x ∈ Cj}, yξ =
⋂{Dk|y ∈ Dk}.

Через S/ε будем обозначать множество классов покрытия Bτ , построенного по толерантности τ , и их
всевозможных непустых пересечений. Аналогично через X/ρ обозначим классы и их всевозможные
непустые пересечения из Cρ, а через Y/ξ — классы и их непустые пересечения из Dξ.

Рассмотрим три отображения:

ϕ′
τ : S → S/τ , ϕ′

τ (s) = sτ , (3)

ψ′
ρ : X → X/ρ, ψ′

ρ(x) = xρ, (4)

θ′ξ : Y → Y/ξ, θ′ξ(y) = yξ. (5)

Пусть Q и G обозначают элементы множества S/τ и X/ρ соответственно, т. е. Q = Bi1

⋂
. . .

⋂
Bik

,
G = Cj1

⋂
. . .

⋂
Cjl

.
Определим функции δ′, λ′ следующим образом:

δ′ : S/τ × X/ρ → S/τ ,

δ′(Q,G) =
⋂{

Bi|Bi ⊇ {δ(s, x)} s∈Q
x∈G

}
=

(
{δ(s, x)} s∈Q

x∈G

)

τ

(6)

— пересечение всех классов покрытия Bτ , содержащих множество {δ(s, x)} s∈Q
x∈G

;

λ′ : S/τ × X/ρ → Y/ξ,

λ′(Q,G) =

(
{λ(s, x)} s∈Q

x∈G

)

ξ

. (7)

Элементами множеств S/τ , X/ρ и Y/ξ являются подмножества множеств S, X и Y соответственно,
поэтому на S/τ , X/ρ и Y/ξ существует частичный порядок по включению.

Рассмотрим автомат A′ = (S/τ ,X/ρ, Y/ξ, δ
′, λ′). Процедура его построения называется квазифак-

торизацией, а автомат A′ — квазифактор-автоматом. Его также обозначают Aτ,ρ,ξ. Таким образом,
содержательно квазифактор-автомат — это автомат, «работающий» на классах покрытий Bτ , Cρ, Dξ

и их пересечениях.
Анализируя шаги процедуры квазифакторизации, следует выделить момент, заслуживающий осо-

бого внимания. При определении функций δ′ и λ′ по формулам (6) и (7) может оказаться, что мно-
жество {δ(s, x)} s∈Q

x∈G
или {λ(s, x)} s∈Q

x∈G
не покрывается целиком ни одним классом соответствующих
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покрытий. В результате получается, что функции δ′ и λ′ не определены. Теорема 1 описывает условия
корректности процедуры.

Лемма 1. Для произвольного покрытия B = {Bi} произвольного множества Z и произвольных

непустых подмножеств Z1, Z2 ⊆ Z, где Z1 ⊆ Z2, справедливо

⋂
{Bi|Bi ⊇ Z1} ⊆

⋂
{Bi|Bi ⊇ Z2},

если Z2 покрывается хотя бы одним классом покрытия B.

Пусть τ — стабильная толерантность на множестве S автомата A = (S,X, Y, δ, λ), τ ∈ ST (A).
Построим отношение ρ(τ) на X по заданной стабильной толерантности τ и отношение ξ(τ, ρ) на Y

по τ и заданному отношению толерантности ρ на X соответственно согласно (8), (9):

(x1, x2) ∈ ρ(τ) ↔ (∀ s1, s2 ∈ S) ((s1, s2) ∈ τ → (δ(s1, x1), δ(s2, x2)) ∈ τ), (8)

(y1, y2) ∈ ξ(τ, ρ) ↔ (∃(s1, s2) ∈ τ)(∃ (x1, x2) ∈ ρ)(y1 = λ(s1, x1)&y2 = λ(s2, x2)). (9)

В [1] показано, что ρ(τ) и ξ(τ, ρ) — толерантности.
Теорема 1. Процедура квазифакторизации для автомата A = (S,X, Y, δ, λ) по заданным то-

лерантностям τ , ρ и ξ на множествах S, X и Y соответственно корректна (функции переходов

и выходов квазифактор-автомата Aτ,ρ,ξ определены) тогда и только тогда, когда τ ∈ ST (A),

ρ ⊆ ρ(τ), ξ ⊇ ξ(τ, ρ).

Отображение θ : P → Q, где P , Q — частично упорядоченные множества, называется изотонным,
или сохраняющим порядок, если

(∀ x, y ∈ P ) (x ≤ y → θ(x) ≤ θ(y)). (10)

Изотонное отображение, допускающее изотонное обратное отображение, называется изоморфиз-

мом. Другими словами, изоморфизм между двумя частично упорядоченными множествами есть
взаимно-однозначное соответствие между ними, которое удовлетворяет условию (10) и условию

(∀ x, y ∈ P ) (θ(x) ≤ θ(y) → x ≤ y). (11)

Свойство (11) называется обратной изотонностью отображения θ.
Теорема 2. Пусть задан автомат A = (S,X, Y, δ, λ). Для квазифактор-автомата Aτ,ρ,ξ авто-

мата A, определяемого соотношениями (3)–(7), в котором τ , ρ, ξ удовлетворяют теореме 1, для

любых s ∈ S и x ∈ X справедливо

ϕ′(δ(s, x)) ⊆ δ′(ϕ′(s), ψ′(x)), (12)

θ′(λ(s, x)) ⊆ λ′(ϕ′(s), ψ′(x)). (13)

Теорема 3. Для произвольного автомата A = (S,X, Y, δ, λ) функции переходов и выходов его

квазифактор-автомата Aτ,ρ,ξ = (S/τ ,X/ρ, Y/ξ, δ
′, λ′) изотонны, т. е.

(∀ Q1, Q2 ∈ S/τ ) (∀ G1, G2 ∈ X/ρ) (Q1 ⊆ Q2&G1 ⊆ G2 →
→ δ′(Q1, G1) ⊆ δ′(Q2, G2)&λ′(Q1, G1) ⊆ λ′(Q2, G2)).

Автомат A = (S,X, Y, δ, λ) будем называть упорядоченным, если каждое из множеств S, X, Y

частично упорядочено.
Пусть дан упорядоченный автомат A = (SA,XA, YA, δA, λA). Упорядоченный автомат B = (SB ,XB ,

YB , δB , λB) назовем изоморфным автомату A, если существует тройка взаимно-однозначных сюръ-
ективных отображений (ϕ,ψ, θ), где ϕ : SA → SB, ψ : XA → XB , θ : YA → YB, такая, что для любых
s ∈ S, x ∈ X

ϕ(δA(s, x)) = δB(ϕ(s), ψ(x)), θ(λA(s, x)) = λB(ϕ(s), ψ(x)),

причем каждое из отображений ϕ, ψ, θ есть изоморфизм соответствующих частично упорядоченных
множеств.

Пусть задан автомат A = (S,X, Y, δ, λ). Упорядоченный автомат Ã = (S̃, X̃, Ỹ , δ̃, λ̃) назовем толе-

рантным образом A, если он изоморфен некоторому квазифактор-автомату автомата A.
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Пусть (ϕ′, ψ′, θ′) — отображения, определяемые (3)–(5) в процедуре квазифакторизации, авто-
мата A в квазифактор-автомат A′, (ϕ̃, ψ̃, θ̃) — изоморфизм A′ на некоторый толерантный образ Ã.
Тогда тройку отображений (ϕ,ψ, θ) = (ϕ̃ · ϕ′, ψ̃ · ψ′, θ̃ · θ′), где (ϕ̃ · ϕ′) (s) = ϕ̃(ϕ′(s)), ψ(x) = ψ̃(ψ′(x)),
θ(y) = θ̃(θ′(y)), назовем морфизмом по стабильной толерантности автомата A в автомат Ã.

Следующие теоремы распространяют свойства квазифактор-автоматов на толерантные образы.

Теорема 4. Пусть (ϕ,ψ, θ) — морфизм по стабильной толерантности автомата A в авто-

мат Ã, тогда для любых s ∈ S, x ∈ X

ϕ(δ(s, x)) ≤ δ̃(ϕ(s), ψ(x)), θ(λ(s, x)) ≤ λ̃(ϕ(s), ψ(x)).

Теорема 5. Для произвольного автомата A функции переходов и выходов его толерантного

образа Ã = (S̃, X̃, Ỹ , δ̃, λ̃) изотонны, т. е.

(∀ x, x′ ∈ X̃) (∀ s, s′ ∈ S̃) (s ≤ s′&x ≤ x′ → δ̃(s, x) ≤ δ̃(s′, x′)&λ̃(s, x) ≤ λ̃(s′, x′)).

2. P -МОРФИЗМЫ И ТОЛЕРАНТНЫЕ ОБРАЗЫ

Пусть (Z,≤) — частично упорядоченное множество, z, z′ ∈ Z. Элемент d ∈ Z называется нижней
границей, или пересечением, или наибольшей нижней гранью z и z′ (обозначение: d = z ∧ z′), если
d ≤ z, d ≤ z′ и для любых x ∈ Z из x ≤ z и x ≤ z′ следует, что x ≤ d.

Элемент g ∈ Z называется верхней границей, или объединением, или наименьшей верхней гранью
z и z′ (обозначение: g = z ∨ z′), если z ≤ g, z′ ≤ g и из z ≤ x и z′ ≤ x следует, что g ≤ x.

Понятия пересечения и объединения естественным образом могут быть распространены на любое
множество элементов из Z.

Элемент m ∈ Z называется максимальным в множестве Z, если не существует z ∈ Z такого, что
m < z. Соответственно элемент m′ ∈ Z минимальный в множестве Z, если не существует z ∈ Z

такого, что z < m′.

Пусть задан автомат A = (S,X, Y, δ, λ) и упорядоченный автомат Ā = (S̄, X̄, Ȳ , δ̄, λ̄).

Тройку всюду определенных отображений (ϕ,ψ, θ), где ϕ : S → S̄, ψ : X → X̄, θ : Y → Ȳ , назовем
морфизмом по частичным порядкам, или коротко p-морфизмом автомата A в автомат Ā, если для
любых s ∈ S, x ∈ X

ϕ(δ(s, x)) ≤ δ̄(ϕ(s), ψ(x)), (14)

θ(λ(s, x)) ≤ λ̄(ϕ(s), ψ(x)). (15)

Далее для произвольного отображения ϕ через Im ϕ будем обозначать множество образов при отоб-
ражении ϕ.

Теорема 6. Пусть дан автомат A = (S,X, Y, δ, λ) и упорядоченный автомат Ā = (S̄, X̄, Ȳ , δ̄, λ̄).

Автомат Ā является толерантным образом автомата A тогда и только тогда, когда

1) существует р-морфизм (ϕ,ψ, θ) автомата A в автомат Ā;

2) функции δ̄ и λ̄ автомата Ā изотонны, т. е.

(∀ s, s′ ∈ S̄) (∀ x, x′ ∈ X̄) (s ≤ s′&x ≤ x′ → δ̄(s, x) ≤ δ̄(s′, x′)&λ̄(s, x) ≤ λ̄(s′, x′)); (16)

3) для частично упорядоченных множеств (S̄,≤) и (Ȳ ,≤) выполняются следующие условия:

а) всякий элемент z частично упорядоченного множества Z однозначно представим в

виде пересечения множества максимальных элементов z′ таких, что z′ ≥ z, Z = S, Y ;
б) S̄min ⊆ Im ϕ, Ȳmin ⊆ Im θ, где S̄min, Ȳmin — множества минимальных элементов мно-

жеств S̄, Ȳ соответственно;

в) каждый элемент z частично упорядоченного множества Z однозначно определяется

множеством элементов z′ таких, что z′ ≤ z и z′ ∈ Im ζ, где ζ = ϕ для Z = S̄и ζ = θ

для Z = Ȳ ;

4) (∀ s̄ ∈ S̄) (∀ x̄ ∈ X̄) (δ̄(s̄, x̄) =
∨

s:ϕ(s)≤s̄
x:ψ(x)≤x̄

ϕ(δ(s, x))&λ̄(s̄, x̄) =
∨

s:ϕ(s)≤s̄
x:ψ(x)≤x̄

θ(λ(s, x))).
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Доказательство. Достаточность. Покажем, что Ā является толерантным образом A, т. е. Ā

изоморфен квазифактор-автомату по некоторым толерантностям τ , ρ, ξ и покрытиям Bτ , Cρ, Dξ, если
для Ā выполняются условия 1)–4) теоремы.

Пусть S̄max, X̄max, Ȳmax — множества максимальных элементов множеств S̄, X̄, Ȳ соответственно.
Для каждого s̄i ∈ S̄max определим Bi =

⋃
s̄≤s̄i

s̄∈ Im ϕ

ϕ−1(s̄), где ϕ−1(s̄) = {s ∈ S|ϕ(s) = s̄} — полный

прообраз s̄ при отображении ϕ, т. е. ϕ−1 : S̄ → P (S), где P (S) — множество всех подмножеств
множества S. Согласно п. 3), б) и в) теоремы каждое из множеств Bi не пусто и Bi 6= Bj , если i 6= j.

Поскольку ϕ — всюду определенное отображение, то из определения Bi следует, что⋃
i

{Bi|s̄i ∈ S̄max} = S, таким образом, совокупность всех Bi образует покрытие множества S. По

покрытию {Bi} однозначно восстановим толерантность τ0 согласно следствию из утверждения 1.
Аналогичным образом построим покрытие {Dj} на Y , Dj =

⋃
ȳ≤ȳj

ȳ∈ Im θ

θ−1(ȳ), где ȳj ∈ Ȳmax,

θ−1(ȳ) = {y ∈ Y |θ(y) = ȳ}.
По системе {Dj} однозначно восстанавливается толерантность ξ0 на Y , Dξ0

= {Dj}.
На X аналогично получим покрытие {Ck} : Ck =

⋃
x̄≤x̄k

x̄∈ Im ψ

ψ−1(x̄), где x̄k ∈ X̄max,

ψ−1(x̄) = {x ∈ X|ψ(x) = x̄}. По системе {Ck} однозначно восстанавливается толерантность ρ0.
Обозначим Cρ0

= {Ck}.
Покажем, что квазифактор-автомат для заданного автомата A, толерантностей τ0, ρ0, ξ0 и

покрытий Bτ0
, Cρ0

, Dξ0
существует, т. е. согласно теореме 1 τ0 ∈ ST (A), ρ0 ⊆ ρ(τ0), ξ0 ⊇ ξ(τ0, ρ0).

1. Покажем, что τ0 ∈ ST (A), т. е. выполняется (1).
Из определения τ0 следует, что

(s1, s2) ∈ τ0 ↔ (∃ s̄0 ∈ S̄) (ϕ(s1) ≤ s̄0&ϕ(s2) ≤ s̄0). (17)

Тогда, используя п. 2) теоремы, получаем:

(s1, s2) ∈ τ0 → (∀ x̄ ∈ X̄) (δ̄(ϕ(s1), x̄) ≤ δ̄(s̄0, x̄)&δ̄(ϕ(s2), x̄) ≤ δ̄(s̄0, x̄)). (18)

Тройка отображений (ϕ,ψ, θ) — p-морфизм A в Ā, поэтому из (14) следует

(x ∈ X) (ϕ(δ(s1, x)) ≤ δ̄(ϕ(s1), ψ(x))
(18)

≤ δ̄(s̄0, ψ(x))&ϕ(δ(s2, x)) ≤ δ̄(ϕ(s2), ψ(x)) ≤ δ̄(s̄0, ψ(x))),

или
(∀ x ∈ X) (ϕ(δ(s1, x)) ≤ δ̄(s̄0, ψ(x))&ϕ(δ(s2, x)) ≤ δ̄(s̄0, ψ(x))).

Таким образом, на основании (17) можно утверждать, что

(s1, s2) ∈ τ0 → (∀ x ∈ X) ((δ(s1, x), δ(s2, x)) ∈ τ0).

Тем самым показано, что τ0 ∈ ST (A).
2. Покажем, что ρ0 ⊆ ρ(τ0), т. е. согласно (8)

(x1, x2) ∈ ρ0 → (∀ s1, s2 ∈ S) ((s1, s2) ∈ τ0 → (δ(s1, x1), δ(s2, x2)) ∈ τ0).

По построению ρ0

(x1, x2) ∈ ρ0 ↔ (∃ x̄0 ∈ X̄) (ψ(x1) ≤ x̄0&ψ(x2) ≤ x̄0). (19)

Пусть (s1, s2) ∈ τ0, тогда согласно (14)

ϕ(δ(s1, x1)) ≤ δ̄(ϕ(s1), ψ(x1))
(19)

≤ δ̄(ϕ(s1), x̄0), ϕ(δ(s2, x2)) ≤ δ̄(ϕ(s2), ψ(x2)) ≤ δ̄(ϕ(s2), x̄0).

На основании (17) (δ(s1, x1), δ(s2, x2)) ∈ τ0.
3. Покажем, что ξ0 ⊇ ξ(τ0, ρ0), т. е. согласно (9)

(s1, s2) ∈ τ0&(x1, x2) ∈ ρ0 → (λ(s1, x1), λ(s2, x2) ∈ ξ0).
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Аналогично (17) справедливо

(y1, y2) ∈ ξ0 ↔ (∃ ȳ0 ∈ Ȳ ) (θ(y1) ≤ ȳ0&θ(y2) ≤ ȳ0). (20)

Пусть (s1, s2) ∈ τ0 и (x1, x2) ∈ ρ0, тогда, так как Ā — образ A при p-морфизме с изотонными
функциями δ̄ и λ̄, то из (17) и (19) следует

(∃ s̄0 ∈ S̄) (∃ x̄0 ∈ X̄) (θ(λ(s1, x1))
(15)

≤ λ̄(ϕ(s1), ψ(x1)) ≤ λ̄(s̄0, x̄0)&

&θ(λ(s2, x2))
(15)

≤ λ̄(ϕ(s2), ψ(x2)) ≤ λ̄(s̄0, x̄0)),

поскольку согласно п. 2) теоремы λ̄ изотонна. Тогда на основании (20)) можно утверждать, что
(λ(s1, x1), λ(s2, x2)) ∈ ξ0.

Тем самым доказано, что ξ0 ⊇ ξ(τ0, ρ0).

Теперь покажем, что квазифактор-автоматA′, построенный по толерантностям τ0, ρ0, ξ0 и по-
крытиям Bτ0

, Cρ0
, Dξ0

изоморфен Ā, т. е. существует тройка взаимно-однозначных отображений
(π, µ, ν), где π : S̄ → S/τ0

, µ : X̄ → X/ρ0
, ν : Ȳ → Y/ξ0

, такая, что для любых s̄ ∈ S̄, x̄ ∈ X̄

π(δ̄(s̄, x̄)) = δ′(π(s̄), µ(x̄)), (21)

ν(λ̄(s̄, x̄)) = λ̄(π(s̄), µ(x̄)). (22)

Кроме того, согласно определению изоморфизма упорядоченных автоматов должно выполняться
следующее:

(∀ s̄1, s̄2 ∈ S) (s̄1 ≤ s̄2 → π(s̄1) ⊆ π(s̄2)), (23)

(∀ x̄1, x̄2 ∈ X̄) (x̄1 ≤ x̄2 → µ(x̄1) ⊆ µ(x̄2)), (24)

(∀ ȳ1, ȳ2 ∈ Ȳ ) (ȳ1 ≤ ȳ2 → ν(ȳ1) ⊆ ν(ȳ2)), (25)

т. е. каждое из отображений π, µ, ν есть изоморфизм соответствующих упорядоченных множеств.

Рассмотрим следующее отображение π : S̄ → P(S):

π(s̄) =
⋃

s̄′≤s̄
s̄′∈ Im ϕ

ϕ−1(s̄′) = {s ∈ S|ϕ(s) ≤ s̄}. (26)

Согласно определению Bτ0
отображение π каждому элементу s̄ из S̄ однозначно ставит в соответствие

либо класс, либо пересечение классов из Bτ0
, что следует из п. 3) теоремы. Поясним это.

Непосредственно из определения Bτ0
и п. 3), в) теоремы следует, что π устанавливает взаимно-

однозначное соответствие между множеством максимальных элементов множества S̄ и множеством
классов Bi из Bτ0

.

Пусть теперь s̄ /∈ S̄max. Согласно п. 3), а) теоремы всякий элемент s̄ ∈ S̄ однозначным образом
можно представить в виде s̄ = s̄i1 ∧ . . . ∧ s̄ik

, где s̄ij
∈ S̄max, 1 ≤ j ≤ k.

Покажем, что

π(s̄i1 ∧ . . . ∧ s̄ik
) = π(s̄i1)

⋂
. . .

⋂
π(s̄ik

). (27)

Пусть s0 ∈ π(s̄i1 ∧ . . . ∧ s̄ik
), тогда из (26)

ϕ(s0) ≤ s̄i1 ∧ . . . ∧ s̄ik
.

Отсюда ϕ(s0) ≤ s̄i1& . . . &ϕ(s0) ≤ s̄ik
, а поэтому s0 ∈ π(s̄i1)& . . . &s0 ∈ π(s̄ik

), т. е. s0 ∈
∈ π(s̄i1)

⋂
. . .

⋂
π(s̄ik

). С другой стороны, справедливо

s0 ∈ π(s̄i1)
⋂

. . .
⋂

π(s̄ik
) ↔ s0 ∈ π(s̄i1)& . . . &s0 ∈ π(s̄ik

) ↔ ϕ(s0) ≤ s̄i1& . . . &ϕ(s0) ≤ s̄ik
.

Согласно определению операции пересечения «∧» ϕ(s0) ≤ s̄i1 ∧ . . .∧ s̄ik
, но тогда s0 ∈ π(s̄i1 ∧ . . .∧ s̄ik

).
Тем самым (27) доказано. Поскольку s̄ij

∈ S̄max, 1 ≤ j ≤ k, то π(s̄ij
) — классы покрытия Bτ0

.
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Построим обратное отображение π−1 : S/τ0
→ S̄. По построению π устанавливает взаимно-

однозначное соответствие между максимальными элементами S̄ и классами Bτ0
, поэтому полагаем

π−1(Bi) = s̄i, где Bi ∈ Bτ0
, а s̄i ∈ S̄max — соответствующий максимальный элемент множества S̄.

Рассмотрим теперь произвольный элемент множества S/τ0
:

Bi1

⋂
. . .

⋂
Bik

= π(s̄i1)
⋂

. . .
⋂

π(s̄ik
) =

( ⋃

s̄≤s̄i1
s̄∈ Im ϕ

ϕ−1(s̄)
) ⋂

. . .

· · ·
⋂( ⋃

s̄≤s̄ik

s̄∈ Im ϕ

ϕ−1(s̄)
)

=
⋃

s̄≤s̄i1
∧...∧s̄ik

s̄∈ Im ϕ

ϕ−1(s̄) = π(s̄i1 ∧ . . . ∧ s̄ik
).

Это позволяет доопределить π−1 следующим образом:

π−1(Bi1

⋂
. . .

⋂
Bik

) = π−1(Bi1) ∧ . . . ∧ π−1(Bik
) = s̄i1 ∧ . . . ∧ s̄ik

.

По построению очевидно, что π−1π(s̄) = s̄, s̄ ∈ S̄.
Таким образом, π — взаимно-однозначное отображение множества S̄ автомата Ā на множе-

ство S/τ0
классов и их непустых пересечений толерантности τ0 на множестве S.

Покажем, что выполняется (23). Пусть s̄1, s̄2 ∈ S̄. Импликация s̄1 ≤ s̄2 → π(s̄1) ⊆ π(s̄2) следует из
(26). Пусть теперь справедливо π(s̄1) ⊆ π(s̄2), т. е. (∀ s ∈ S) (s ∈ π(s̄1) → s ∈ π(s̄2)). Отсюда согласно
(26) (∀ s ∈ S) (ϕ(s) ≤ s̄1 → ϕ(s) ≤ s̄2). Но это означает, что s̄1 ≤ s̄2. Тем самым (23) доказано.

Подобно тому, как это сделано для множества S̄ автомата Ā, можно построить отображения
ν : Ȳ → Y/ξ0

и µ : X̄ → X/ρ0
по формулам ν(ȳ) =

⋃
ȳ′≤ȳ

ȳ′∈ Im θ

θ−1(ȳ′) и µ(x̄) =
⋃

x̄′≤x̄
x̄′∈ Im ψ

ψ−1(x̄′) и доказать

их взаимооднозначность и обратноизотонность.
Докажем теперь (21). Согласно определению функции δ′ (формулы (6))

δ′(π(s̄), µ(s̄)) = ({δ(s, x)} s∈π(s̄)
x∈µ(x̄)

)τ0
.

Из (26) следует
(s ∈ π(s̄) ↔ ϕ(s) ≤ s̄)&(x ∈ µ(x̄) ↔ ψ(x) ≤ x̄). (28)

Поскольку (ϕ,ψ, θ) — p-морфизм, то, используя п. 2) теоремы (свойство изотонности функций δ̄ и λ̄),
получаем:

(∀ s ∈ π(s̄)) (∀ x ∈ µ(x̄)) (ϕ(δ(s, x)) ≤ δ̄(ϕ(s), ψ(x))
(28)

≤ δ̄(s̄, x̄)).

Но тогда согласно (28) и определению отображения π справедливо

(∀ s ∈ π(s̄)) (∀ x ∈ µ(x̄)) (δ(s, x) ∈ π(δ̄(s̄, x̄))),

что равносильно
{δ(s, x)} s∈π(s̄)

x∈µ(x̄)

⊆ π(δ̄(s̄, x̄)).

Отсюда на основании леммы 1
δ′(π(s̄), µ(x̄)) ⊆ π(δ̄(s̄, x̄)), (29)

Поскольку, как показано выше, π(δ̄(s̄, x̄)) — класс или пересечение классов толерантности τ0, поэтому
(π(δ̄(s̄, x̄)))τ0

= π(δ̄(s̄, x̄)).
Покажем теперь обратное включение, т. е.

(∀ s0 ∈ S) (s0 ∈ π(δ̄(s̄, x̄)) → s0 ∈ δ′(π(s̄), µ(x̄))).

По определению π

s0 ∈ π(δ̄(s̄, x̄)) ↔ ϕ(s0) ≤ δ̄(s̄, x̄) ↔ (∃ s̄′ ∈ Im ϕ) (s̄′ ≤ δ̄(s̄, x̄)&s0 ∈ ϕ−1(s̄′)). (30)

Предположим, что s0 /∈ δ′(π(s̄), µ(x̄)).
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Из определения δ′ следует

s0 ∈ δ′(π(s̄), µ(x̄)) ↔ (∀ Bi ∈ Bτ0
) (Bi ⊇ {δ(s, x)} s∈π(s̄)

x∈µ(x̄)

→ s0 ∈ Bi).

Тогда

s0 /∈ δ′(π(s̄), µ(x̄)) ↔ (∃ Bi0 ∈ Bτ0
) (Bi0 ⊇ {δ(s, x)} s∈π(s̄)

x∈µ(x̄)

&s0 /∈ Bi0).

По построению Bτ0
для Bi0 существует элемент s̄i0 ∈ S̄max такой, что

Bi0 =
⋃

s̄′≤s̄i0

s̄′∈ Im ϕ

ϕ−1(s̄′),

тогда

s0 /∈ Bi0 ↔ ¬(ϕ(s0) ≤ s̄i0). (31)

Кроме того,

{δ(s, x)} s∈π(s̄)
x∈µ(x̄)

⊆ Bi0 ↔ (∀ s ∈ π(s̄)) (∀ x ∈ µ(x̄)) (ϕ(δ(s, x)) ≤ s̄i0) ↔

↔ (∀ ϕ(s) ≤ s̄) (∀ ψ(x) ≤ x̄) (ϕ(δ(s, x)) ≤ s̄i0).

Отсюда, используя п. 4) теоремы, получаем:

δ̄(s̄, x̄) = ∨
s:ϕ(s)≤s̄
x:ϕ(x)≤x̄

ϕ(δ(s, x)) ≤ s̄i0 , или δ̄(s̄, x̄) ≤ s̄i0 . (32)

Объединяя (30) и (32), получаем:

ϕ(s0) ≤ δ̄(s̄, x̄) ≤ s̄i0 ↔ ϕ(s0) ≤ s̄i0 .

Таким образом, получено противоречие с (31). Тем самым доказано включение π(δ̄(s̄, x̄)) ⊆
⊆ δ′(π(s̄), µ(x̄)), что вместе с (29) доказывает (21).

Равенство (22) доказывается аналогичным образом.
Необходимость. Надо показать, что для произвольного толерантного образа автомата

A = (S,X, Y, δ, λ) выполняются условия 1)–4) теоремы. Для этого в силу изоморфизма достаточ-
но проверить аналогичные свойства для произвольного квазифактор-автомата A′ автомата А.

Свойство 1) следует из теоремы 2, свойство 2) — из теоремы 3, свойство 3) — из определения
квазифактор-автомата. Покажем, что выполняется 4), т. е.

⋃

s:ϕ′(s)⊆Q
x:ψ′(x)⊆G

ϕ′(δ(s, x)) = δ′(Q,G), (33)

⋃

s:ϕ′(s)⊆Q
x:ψ′(x)⊆G

θ′(λ(s, x)) = λ′(Q,G), (34)

где ϕ′, ψ′, θ′ определяются (3)–(5) для толерантностей τ0, ρ0, ξ0, по которым строится квазифактор-
автомат A′, Q ∈ S/τ0

, G ∈ X/ρ0
.

Докажем равенство (33) для функции переходов. Согласно (12) теоремы 2 и теореме 3 для любых
s : ϕ′(s) ⊆ Q и x : ψ′(x) ⊆ G справедливо

ϕ′(δ(s, x)) ⊆ δ′(ϕ′(s), ψ′(x)) ⊆ δ′(Q,G),

но тогда ⋃

s:ϕ′(s)⊆Q
x:ψ′(x)⊆G

ϕ′(δ(s, x)) ⊆ δ′(Q,G).
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Докажем обратное включение. Пусть s0 ∈ δ′(Q,G). Покажем, что

s0 ∈
⋃

s:ϕ′(s)⊆Q
x:ψ′(x)⊆G

ϕ′(δ(s, x))

методом от противного. Предположим, что s0 /∈ ⋃
s:ϕ′(s)⊆Q
x:ψ′(x)⊆G

ϕ′(δ(s, x)), тогда по определению функции ϕ′

отсюда следует

s0 /∈
⋃

s:ϕ′(s)⊆Q
x:ψ′(x)⊆G

⋂
{Bi|δ(s, x) ∈ Bi} =

⋃

s∈Q
x∈G

⋂
{Bi|δ(s, x) ∈ Bi}.

Используя свойство дистрибутивности операции объединения относительно операции пересечения
множеств, получим:

s0 /∈
⋂ ⋃

s∈Q
x∈G

{Bi | δ(s, x) ∈ Bi} =
⋂

{Bi | Bi ⊇ {δ(s, x)} s∈Q
x∈G

}.

Или по определению функции δ′ s0 /∈ δ′(Q,G). Мы получили противоречие условию. Тем самым (33)
доказано полностью.

Равенство (34) доказывается аналогично. Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В [1] показано, что понятие морфизма по толерантности является естественным обобщением поня-
тия гомоморфизма. Теоремы 4–6 показывают, что морфизм по толерантности, в свою очередь, является
частным видом p-морфизма, а именно такого, для которого выполняются условия 2)–4) теоремы 6. Од-
нако морфизм по толерантности обладает таким несомненным достоинством, как конструктивность,
и, следовательно, если возникает необходимость для заданного автомата в построении p-морфизма,
то дает пример такого построения.
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Ordered Automata and Tolerant Images of FDA

I. P. Mangusheva

Saratov State University, Russia, 410012, Saratov, Astrahanskaya str., 83, MangushevaIP@info.sgu.ru

Finite deterministic automaton (FDA) with partially ordered (an ordered automaton) sets of states, input and output symbols is

described in the article. The mapping of FDA on an ordered automaton, which is named «p-morphism» is defined. It is shown that

so called tolerant images, which are constructed with the help of compatible tolerances on the set of states of FDA, are particular

case of ordered automata, which are connected with the original automaton by a p-morphism. Necessary and sufficient conditions

are defined, under which an ordered automaton is a tolerant image of the original one.

Key words: finite deterministic automaton, tolerant image, ordered automaton, compatible tolerance, covering, partial order.
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Т-НЕПРИВОДИМОЕ РАСШИРЕНИЕ ДЛЯ ОБЪЕДИНЕНИЯ ЦЕПЕЙ И ЦИКЛОВ
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Расширением n-вершинного графа G называется граф H с n + 1 вершинами такой, что граф G вкладывается в каждый

максимальный подграф графа H . Тривиальное расширение графа G — соединение графа G с одноэлементным графом

(т. е. к графу G добавляется вершина, которая соединяется ребром с каждой вершиной графа G). Т-неприводимым рас-

ширением графа G называется расширение графа G, получаемое из тривиального расширения данного графа удалением

максимально возможного набора добавленных при построении тривиального расширения ребер. В данной работе описано

одно из ТНР для произвольного объединения цепей и циклов.

Ключевые слова: граф, Т-неприводимое расширение, объединение цепей и циклов.

В данной статье все понятия и определения приводятся в соответствие с [1].
Неориентированным графом (далее графом) называется пара G = (V, α), где α (множество ребер)

— симметричное и антирефлексивное отношение на множестве вершин V . Ребро с концами u, v ∈ V

обозначим через uv. Подграфом графа G = (V, α) называется пара G′ = (V ′, α′), где V ′ ∈ V и
α′ = (V ′×V ′)∩α. Подграф по определению максимален, если он получается из исходного графа уда-
лением одной вершины и всех связанных с нею ребер. Максимальный подграф графа G, полученный
удалением вершины v, обозначим через G − v. Через G − uv обозначается граф, получающийся из G

удалением ребра uv.
Под вложением графа G в граф H понимается инъективное отображение множества вершин гра-

фа G в множество вершин графа H, сохраняющее свойство смежности (т. е. если вершины u, v

смежны в G, то ϕ(u), ϕ(v) смежны в H).
Расширением n-вершинного графа G называется граф H с n + 1 вершинами такой, что граф G

вкладывается в каждый максимальный подграф графа H. Простейшим примером расширения графа G

будет его тривиальное расширение — соединение графа G с одноэлементным графом (т. е. к графу G

добавляется вершина, которая соединяется ребром с каждой вершиной графа G).
Понятие расширения графа тесно связано с вопросами отказоустойчивости дискретных систем.

Если граф G рассматривать как функциональную модель некоторого устройства Σ, то расширение H

графа G можно воспринимать как схему отказоустойчивой реализации этого устройства: при от-
казе любого элемента (что истолковывается как удаление из H соответствующей вершины и всех
связанных с нею ребер) в неповрежденной части обнаруживается работоспособная модель для Σ.

При таком подходе естественно возникает вопрос об оптимальности отказоустойчивой реализации
для данной системы, т. е. о получении такого расширения H графа G, которое не содержало бы
«лишних» ребер. Один из способов — конструкция минимального расширения графа [2, 3], другой —
его Т-неприводимое расширение [4].

Минимальным расширением графа G называется его расширение с минимальным количеством ре-
бер. В общем случае при построении минимального расширения возникает необходимость добавлять
ребра в исходный граф, т. е. менять всю систему, моделируемую этим графом. Но иногда технически
важно найти решение следующей задачи: построить оптимальное расширение данного графа, сохра-
няя его первоначальную конструкцию (т. е. не меняя связей внутри него). Существует следующая
процедура:

– построить тривиальное расширение исходного графа;
– удалять из полученного графа ребра до тех пор, пока будет выполняться свойство расширения.
Полученные графы назовем Т-неприводимыми расширениями (для краткости ТНР) графа G. Для

произвольного графа количество неизоморфных ТНР неизвестно.
Покажем примеры ТНР для некоторых классов графов. Для n-вершинной цепи единственным ТНР

является (n+1)-вершинный цикл. Для n-вершинного цикла единственным ТНР является тривиальное
расширение исходного цикла.

У графа, представленного на рис. 1, a есть два неизоморфных ТНР, которые изображены на
рис. 1, б, в.

c© Осипов Д. Ю., 2013
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а б в

Рис. 1

Известна следующая задача: зная ТНР для заданных графов, найти ТНР для их объединения.
Некоторые частные случаи были рассмотрены в работах С. Г. Курносовой. Например, ею были най-
дены ТНР для объединений полных графов, объединений циклов, объединений цепей и для объеди-
нений колес, а также найдено одно из ТНР для объединения графа с его ТНР [5].

В теоремах 1 и 2 рассматривается частный случай: объединение цикла и нескольких цепей. В
теореме 3 дается общее решение задачи о нахождении ТНР для произвольного объединения цепей и
циклов. Результаты работы были анонсированы в [6].

Теорема 1. Пусть граф G является объединением n-вершинного цикла и некоторого множе-

ства цепей произвольной длины, кроме (n−1)-вершинных цепей. Тогда одним из ТНР для G будет

граф, получаемый из G добавлением новой вершины и ребер, соединяющих ее со всеми вершинами

цикла и с концами всех цепей.

Доказательство. Пусть граф G является объединением n-вершинного цикла и m цепей произ-
вольной длины. Обозначим через v1, . . . , vn вершины цикла, а через ui

1, . . . , u
i
ni

— вершины i-й цепи,
состоящей из ni вершин (ni 6= n, i = 1,m). Пусть граф H построен в соответствии с условием
теоремы. Добавленную вершину в графе H обозначим через w.

Докажем, что H — одно из ТНР для G.
1. Покажем, что граф H является расширением графа G. Удалим произвольную вершину v из H.

Тогда эта вершина может быть добавленной вершиной w, одной из вершин цикла или одной из вершин
произвольной цепи.

• v = w. Граф G естественным образом вкладывается в граф H − v.
• v = vj . Из n-вершинного цикла удалена одна вершина, тогда удаленную вершину в цикле

заменим вершиной w. Граф G вкладывается в граф H − v.
• v = ui

j(j = 1, ni; i = 1,m). Цепь ui
1, . . . , u

i
ni

из графа G вкладывается в цепь ui
j−1, . . . , u

i
1, w,

ui
ni

, . . . , ui
j+1 графа H − ui

j(j = 2, ni − 1). Если v = ui
1, цепь ui

1, . . . , u
i
ni

из графа G вкладывается
в цепь ui

2, . . . , u
i
ni

, w графа H − ui
1. Если v = ui

ni
, цепь ui

1, . . . , u
i
ni

из графа G вкладывается в цепь
w, ui

1, . . . , u
i
ni−1

графа H − ui
ni
. Тогда граф G вкладывается в граф H − v.

Мы получили, что при удалении произвольной вершины v из графа H, граф G вкладывается в
граф H − v, а значит, граф H является расширением графа G.

2. Докажем свойство неприводимости. Удалим произвольное ребро wv из H. Тогда этим ребром
может быть ребро, соединяющее вершину w и одну из вершин цикла, либо ребро, соединяющее
вершину w и один из концов произвольной цепи.

• v = vj . Из графа H −wv достаточно удалить вершину смежную с vj , тогда степень вершины vj

будет равна 1, а следовательно, в полученный граф невозможно вложения n-вершинного цикла (так
как все вершины в цикле имеют степень, равную 2). Граф H − wv не является расширением для G.

• v = ui
j (j = 1, ni; i = 1,m). Из графа H − wv достаточно удалить вершину смежную с ui

j ,
тогда вершина ui

j будет изолированной вершиной, а следовательно, цепь ui
1, . . . , u

i
ni

не вкладывается
в полученный граф. Граф H − wv не является расширением для G.

Мы получили, что никакой граф, полученный удалением из H одного ребра, не является расши-
рением графа G, а следовательно, граф H будет ТНР для графа G. ¤

На рис. 2, а представлен граф, удовлетворяющий условию теоремы 1, а на рис. 2, б — одно из его
ТНР, построенное в соответствии с теоремой 1.

Теорема 2. Пусть граф G является объединением n-вершинного цикла и некоторого множе-

ства цепей, среди которых имеются (n − 1)-вершинные цепи. Тогда одним из ТНР для G будет

граф, получаемый из G добавлением новой вершины и ребер, соединяющих ее с концами всех

цепей.
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Рис. 2

Доказательство. Пусть граф G является объединением n-вершинного цикла и m цепей произ-
вольной длины. Обозначим через v1, . . . , vn вершины цикла, а через ui

1, . . . , u
i
ni

вершины i-й цепи,
состоящей из ni вершин (∃ni = n, i = 1,m). Пусть граф H построен в соответствии с условием
теоремы. Добавленную вершину в графе H обозначим через w.

Докажем, что H — одно из ТНР для G.
1. Покажем, что граф H является расширением графа G. Удалим произвольную вершину v из H.

Тогда эта вершина может быть добавленной вершиной w, одной из вершин цикла или одной из вершин
произвольной цепи.

• v = w. Граф G естественным образом вкладывается в граф H − v.
• v = vj . Пусть ui

1, . . . , u
i
n−1 — одна из цепей, состоящих из (n˘1)-вершин, тогда ui

1, . . . , u
i
n−1, w, ui

1

образуют n-вершинный цикл, а вершины v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn в любом случае образуют (n − 1)-
вершинную цепь. Тогда граф G вкладывается в граф H¯v.

• v = ui
j (j = 1, ni; i = 1,m). Цепь ui

1, . . . , u
i
ni

из графа G вкладывается в цепь ui
j−1, . . . , u

i
1, w,

ui
ni

, . . . , ui
j+1 графа H − ui

j(j = 2, ni − 1). Если v = ui
1, цепь ui

1, . . . , u
i
ni

из графа G вкладывается
в цепь ui

2, . . . , u
i
ni

, w графа H − ui
1. Если v = ui

ni
, цепь ui

1, . . . , u
i
ni

из графа G вкладывается в цепь
w, ui

1, . . . , u
i
ni−1

графа H − ui
ni
. Тогда граф G вкладывается в граф H − v.

Мы получили, что при удалении произвольной вершины v из графа H граф G вкладывается в
граф H − v, а значит, граф H является расширением графа G.

2. Докажем свойство неприводимости. Удалим произвольное ребро wv из H. Тогда этим ребром
может быть ребро, соединяющее вершину w и один из концов произвольной цепи.

• v = ui
j (j = 1, ni; i = 1,m). Из графа H − wv достаточно удалить вершину, смежную с ui

j ,
тогда вершина ui

j будет изолированной вершиной, а следовательно, цепь ui
1, . . . , u

i
ni

не вкладывается
в полученный граф. Граф H − wv не является расширением для G.

Мы получили, что никакой граф, полученный удалением из H одного ребра, не является расши-
рением графа G, а следовательно, граф H будет ТНР для графа G. ¤

На рис. 3, а представлен граф, удовлетворяющий условию теоремы 2, а на рис. 3, б — одно из его
ТНР, построенное в соответствии с теоремой 2.
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Следующая теорема решает задачу о построении ТНР для графов, являющихся объединением
произвольного количества цепей и циклов.

Теорема 3. Пусть граф G является объединением n циклов и m цепей произвольной длины:

G =
⋃n

i=1 Ci∪
⋃m

j=1 Pj . Пусть Hi = Ci∪
⋃m

j=1 Pj, 1 ≤ i ≤ n. Тогда одним из ТНР для графа G будет

объединение ТНР, построенных в соответствии с теоремой 1 или теоремой 2 для графов Hi.

Доказательство. Пусть граф G является объединением n циклов и m цепей произвольной длины:
G =

⋃n
i=1 Ci ∪

⋃m
j=1 Pj . Пусть Hi = Ci ∪

⋃m
j=1 Pj , 1 ≤ i ≤ n. Можно заметить, что G =

⋃n
i=1 Hi. Тогда

нужно доказать, что H =
⋃n

i=1 ТНР1,2(Hi), где H — одно из ТНР для G, а ТНР1,2(Hi) — функция,
которая строит ТНР для графов в соответствии с теоремой 1 или теоремой 2. Доказательство теоремы
производится с помощью метода математической индукции. Индукция по n — число циклов в графе.

Базис индукции: n = 1.

Пусть G является объединением одного цикла и m цепей произвольной длины. Тогда G = H1, а
H = ТНР1,2(H1) — одно из ТНР для графа G. Данный частный случай рассматривается и доказыва-
ется в теоремах 1 и 2.

Предположение индукции:

Предположим, что условие теоремы выполнено для всех k < n, т. е. условие выполнено для
графа G, являющемся объединением n−1 циклов и m цепей произвольной длины. Тогда G =

⋃n−1
i=1 Hi,

а H =
⋃n−1

i=1 ТНР1,2(Hi) — одно из ТНР для графа G.

Шаг индукции:

Докажем, что условие теоремы выполняется для k = n. Таким образом, G =
⋃n

i=1 Hi =

=
⋃n−1

i=1 Hi ∪ Hn. Положим G′ =
⋃n−1

i=1 Hi и G′′ = Hn. Получим, что G = G′ ∪ G′′. Построим
H =

⋃n
i=1 ТНР1,2(Hi) =

⋃n−1
i=1 ТНР1,2(Hi)∪ТНР1,2(Hn), тогда H = H ′ ∪H ′′, где H ′ и H ′′ — ТНР для

графов G′ и G′′ соответственно. Докажем, что H — одно из ТНР для G.

1. Покажем, что граф H является расширением графа G. Удалим произвольную вершину v из H.
Тогда вершина v принадлежит либо множеству вершин графа H ′, либо множеству вершин графа H ′′

(так как H = H ′ ∪ H ′′).

• Если вершина v принадлежит множеству вершин графа H ′, то цикл Cn вкладывается в граф
H − v (так как удаленная вершина принадлежит множеству вершин графа H ′, а вершины цикла
Cn не принадлежат), а циклы C1, . . . , Cn−1 и цепи P1, . . . , Pm вкладываются в граф H − v, так как
H ′ является расширением для графа G′, являющегося объединением циклов C1, . . . , Cn−1, и цепей
P1, . . . , Pm.

• Если вершина v принадлежит множеству вершин графа H ′′, то циклы C1, . . . , Cn−1 вкладывают-
ся в граф H − v (так как удаленная вершина принадлежит множеству вершин графа H ′′, а вершины
циклов C1, . . . , Cn−1 не принадлежат), а цикл Cn и цепи P1, . . . , Pm вкладываются в граф H − v,
так как H ′′ является расширением для графа G′′, являющегося объединением цикла Cn и цепей
P1, . . . , Pm.

Мы получили, что при удалении произвольной вершины v из графа H граф G вкладывается в
граф H − v, а значит, граф H является расширением графа G.

2. Докажем свойство неприводимости. Удалим произвольное ребро wv из H, где w — добавленная
вершина. Тогда это ребро принадлежит либо множеству ребер графа H ′, либо множеству ребер
графа H ′′ (так как H = H ′ ∪ H ′′).

• Если ребро wv принадлежит множеству ребер графа H ′, то из графа H − wv можно удалить
такую вершину, принадлежащую множеству вершин графа H ′ (например, вершину, смежную с вер-
шиной v), что граф H−wv не являлся бы расширением для графа G. Это справедливо, так как граф H ′

является ТНР для графа G′, являющегося объединением циклов C1, . . . , Cn−1, и цепей P1, . . . , Pm,
а следовательно, при удалении произвольного ребра wv из графа H ′, граф H ′ − wv не является
расширением для G′ и, значит, граф H не является расширением для G.

• Если ребро wv принадлежит множеству ребер графа H ′′, то из графа H − wv можно удалить
такую вершину, принадлежащую множеству вершин графа H ′′ (например, вершину, смежную с вер-
шиной v), что граф H −wv не являлся расширением для графа G. Это справедливо, так как граф H ′′

является ТНР для графа G′′, являющегося объединением цикла Cn, и цепей P1, . . . , Pm, а следова-
тельно, при удалении произвольного ребра wv из графа H ′′, граф H ′′ −wv не является расширением
для G′′ и, значит, граф H не является расширением для G.

Информатика 103



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2013. Т. 13, вып. 2, ч. 1

Мы получили, что никакой граф, полученный удалением из H одного ребра, не является расши-
рением графа G, а следовательно, граф H будет ТНР для графа G. ¤

На рис. 4, а представлен граф, удовлетворяющий условию теоремы 3, а на рис. 4, б — одно из его
ТНР, построенное в соответствии с теоремой 3.
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T-irreducible Extension for Union of Paths and Cycles

D. U. Osipov

Saratov State University, Russia, 410012, Saratov, Astrahanskaya st., 83, st_hill@mail.ru

A graph H with n+1 nodes is an extension of a graph G with n nodes if each maximal subgraph of H contains G. Trivial extension

of a graph G is the connection of graph G and the singleton graph (i.e. we add one node to the graph G and this node join with

each node of G). T-irreducible extension of graph G is an extension of the graph G which is obtained by removing maximal set of

edges from the trivial extension of G. One of T-irreducible extensions is constructed for an arbitrary union of cycles and paths.

Key words: graph, T-irreducible extensions, union of paths and cycles.
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ОБ ОЦЕНКЕ ДЛИНЫ СЛОВА, РАЗЛИЧАЮЩЕГО ДВЕ ВЕРШИНЫ
ПОМЕЧЕННОГО НЕОРГРАФА

С. В. Сапунов
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Рассматривается задача различения вершин помеченного неорграфа по ассоциированным с ними языкам в алфавите

меток. Показано, что верхняя оценка длины слова, различающего две вершины графа, равна половине от числа его

вершин.

Ключевые слова: графы с помеченными вершинами, языки в алфавите меток вершин, различение вершин графа.

ВВЕДЕНИЕ

Основной проблемой теоретической кибернетики является проблема взаимодействия управляющей
и управляемой систем (управляющего автомата и его операционной среды) [1, 2]. Взаимодействие та-
ких систем зачастую представляется как процесс перемещения автомата по помеченному графу или
лабиринту среды. Такое представление интенсивно развивается в работах В. Б. Кудрявцева и его
школы [3]. Одной из центральных и актуальных как в теоретическом, так и в прикладном аспектах
проблем, возникающих при исследованиях взаимодействия автоматов и графов, является проблема
анализа или распознавания свойств графа при различной априорной информации и при различных
способах взаимодействия автомата и графа. Один из подходов к решению проблемы анализа графа
операционной среды основывается на том, что операционная среда рассматривается как граф с поме-
ченными вершинами. Такие графы возникли первоначально как блок-схемы и схемы программ, а в
настоящее время находят применение в задачах навигации роботов [4]. В монографии Ю. В. Капи-
тоновой и А. А. Летичевского [2] с вершинами таких графов естественным образом связаны языки в
алфавите меток вершин и показано, что эти языки регулярны и не содержат пустого слова.

В настоящей статье рассматривается задача различения вершин неориентированных графов с
помеченными вершинами. Объектом анализа графа выбран язык, ассоциированный с вершиной, то
есть множество всех последовательностей меток, соответствующих путям, исходящим из вершины.
Ранее автором было найдена достижимая линейная оценка длины слова, различающего две вершины
ориентированного помеченного графа, детерминированного по разметке окрестностей вершин [5]. В
настоящей работе показано, что для неориентированного помеченного графа эта оценка может быть
уменьшена вдвое.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Неопределяемые понятия общеизвестны и их можно найти, например, в [6].
Помеченным графом назовем конечный простой связный неориентированный граф с помеченными

вершинами G = (V,E,M, µ), где V — множество вершин, |V | = n, E — множество ребер (т.е.
неупорядоченных пар вершин), M — множество меток, |M | = m, µ : V → M — сюръективная
функция разметки вершин. Под окрестностью Γv вершины v ∈ V будем понимать множество всех
вершин, смежных с v. Путем в графе G назовем последовательность вершин p = v1 . . . vk такую,
что (vi, vi+1) ∈ E, i = 1, . . . , k − 1. Число k ∈ N назовем длиной пути p. Меткой µ(p) пути p
назовем слово w = µ(v1) . . . µ(vk) в алфавите меток M . Будем говорить, что слово w определяется
вершиной v1. Длину слова w будем обозначать через d(w). Путь с меткой w, начинающейся в вершине
v, будем обозначать p(v, w). Инверсией слова w = µ(v1) . . . µ(vk) назовем слово w−1 = µ(vk) . . . µ(v1).
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Множество Lv всех слов w ∈ M+, определяемых вершиной v, будем называть языком этой вершины.
Граф G будем называть приведенным, если для любых вершин v1, v2 ∈ V из v1 6= v2 следует Lv1

6= Lv2
.

Определим на M+ частичную операцию ◦ композиции слов. Пусть x, y ∈ M , w1, w2 ∈ M∗, тогда
w1x◦xw2 = w1xw2 и w1x◦ yw2 не определено, если x 6= y. Композицию k экземпляров слова w будем
обозначать wk.

Введем операцию ⋆ : V × M+ → 2V соотношением: для любой вершины v ∈ V и любого слова
w ∈ M+ через v ⋆ w обозначим множество всех вершин h ∈ V таких, что существует путь p,
соединяющий вершины v и h, и µ(p) = w. Ясно, что если слово w ∈ Lv, то |v ⋆ w| > 0 и |v ⋆ w| = 0 —
в противном случае.

Слово w′ называется подсловом слова w, если существуют слова w1 и w2 (возможно, однобуквен-
ные) такие, что w = w1 ◦ w′ ◦ w2. Если d(w1) = 1 (d(w2) = 1), то слово w′ называется начальным
отрезком (финальным отрезком) слова w.

2. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ГРАФЫ

Функцию разметки µ : V → M будем называть детерминированной или Д-разметкой, если для
любой вершины v ∈ V и любых вершин g, h ∈ Γ(v) из g 6= h следует µ(g) 6= µ(h). Помеченный граф G
с детерминированной функцией разметки будем называть детерминированным, или Д-графом.

В [7] было показано, что из определения Д-графа вытекают следующие его свойства:
1) помеченный граф G является Д-графом тогда и только тогда, когда для любой вершины v ∈ V

и любого слова w ∈ M+ выполняется |v ⋆ w| 6 1, причем |v ⋆ w| = 1, если w ∈ Lv и |v ⋆ w| = 0 — в
противном случае;

2) для любых различных вершин v1, v2 ∈ V и любого слова w ∈ Lv1
∩ Lv2

расстояние между
вершинами v1 ⋆ w и v2 ⋆ w не меньше 4.

3. РАЗЛИЧЕНИЕ ВЕРШИН

Будем говорить, что вершины v1, v2 ∈ V неотличимы, если Lv1
= Lv2

. В противном случае будем
называть эти вершины отличимыми.

Следующая теорема дает оценку длины слова, различающего две вершины связного Д-графа.
Теорема 1. Пусть G является связным приведенным СД-графом. Тогда для любых вершин

v1, v2 ∈ V , v1 6= v2, длина кратчайшего слова из Lv1
⊕ Lv2

не превосходит n/2.
Доказательство. Если µ(v1) 6= µ(v2), то однобуквенное слово w = µ(v1) (или w = µ(v2)) является

кратчайшим словом из Lv1
⊕ Lv2

и d(w) 6 n/2.
Пусть µ(v1) = µ(v2). Так как граф G приведенный и связный, то Lv1

\ Lv2
6= ∅, Lv2

\ Lv1
6= ∅ и,

следовательно, Lv1
⊕ Lv2

6= ∅.
Пусть слово u является меткой некоторого кратчайшего пути из v1 в v2. Ясно, что 4 6 d(u) 6 n.

Действительно, ограничение d(u) снизу вытекает из определения Д-графа, а ограничение сверху
определяется числом вершин графа.

Предположим, что d(u) = n. По определению Д-графа слово u не может быть палиндромом,
следовательно, u 6∈ Lv2

. Определим максимальную возможную длину слова w ∈ Lv1
⊕Lv2. Представим

слово u в виде композиции его подслов: u = u1 ◦ u2 ◦ u3.
Рассмотрим граф на рис. 1. Здесь стрелкой обозначается направление прохождения пути в соот-

ветствии с чтением его метки слева направо.

Рис. 1

Из определения Д-графа следует, что d(u2) > 4.
Легко видеть, что максимальное значение d(w) до-
стигается при условии, что u3 = u−1

1 и d(u2) = 4.
Действительно, слово u1b ∈ Lv1

\ Lv2
, слово

u1c ∈ Lv2
\ Lv1

и любое из этих слов может быть
выбрано в качестве слова w. Оценим длину слова
w. В данном случае n = 2d(u1)+2. Отсюда d(u1) =

= n/2− 1. Следовательно, d(w) = n/2. Пусть d(u) < n. Если u ∈ Lv1
⊕Lv2

, то, рассуждая аналогично
вышеизложенному, получим, что длина кратчайшего слова из Lv1

⊕ Lv2
не превосходит n/2.

Пусть для некоторого натурального k выполняется
{
(u−1)k, uk

}
⊆ Lv1

∩ Lv2
. Пусть, далее, су-

ществует кратчайший начальный отрезок u−1
1 слова u−1 такой, что (u−1)k ◦ u−1

1 ∈ Lv2
\ Lv1

и
2 6 d(u1) 6 d(u). Положим, что существует начальный отрезок u2 слова u такой, что uk ◦ u2 ∈ Lv2

и
d(u1) 6 d(u2) 6 d(u).
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Рассмотрим граф на рис. 2. Здесь 1 6 d(u3) 6 d(u) − 1. По построению слово w = (u−1)k ◦
◦ u−1

1 является кратчайшим словом из Lv1
⊕ Lv2

. Оценим длину слова w. В данном случае

n > (2k + 1)d(u) + 2d(u1) − 2k − 3 и d(w) 6 kd(u) + d(u1) − k. Отсюда d(w) 6
kn − d(u1)

2k + 1
6 n/2

для любого k > 1.

x x

v1 v
2

u
3

u
3

u
1

u
2

uu k-1 uk(    )

Рис. 2

Пусть для любого натурального k слово uk ∈ Lv1
∩Lv2

. Так как граф G конечен, то для некоторого
l 6 k выполняется v1 ⋆ ul = v1. Обозначим через w кратчайшее слово из Lv1

⊕ Lv2
и положим

для определенности, что w ∈ Lv2
. Пусть

w = w′y, где y ∈ M .
Предположим, что пути p(v1, w

′) и
p(v2, w) являются простыми (рис. 3).

Пусть пути p(v2, w) и p(v1, w
′) не име-

ют общих вершин с путем p(v1, u
l), кро-

ме вершин v1 и v2. Если d(u) > d(w), то
d(w) < n/2. Действительно, пути p(v1, w

′)
и p(v1, u

l) содержат в сумме больше вер-
шин, чем путь p(v2, w). Рис. 3

Пусть d(w) > d(u) и d(w′) = d(uk ◦ u1), где u = u1 ◦ u2. Ясно, что d(w′) > 4. Тогда существует
начальный отрезок w′

u слова w′ такой, что d(w′
u) = d(uk−1 ◦ u1) и u ◦ w′

u ∈ Lv1
. Следовательно,

u ◦ w′
u ∈ Lv2

и существует путь p(v2, u ◦ w′
u). Тогда существует начальный отрезок w′

u2 слова w′

такой, что d(w′
u2) = d(uk−2 ◦ u1) и u2 ◦ w′

u2 ∈ Lv1
. Следовательно, u2 ◦ w′

u2 ∈ Lv2
и существует путь

p(v2, u
2 ◦ w′

u2). Рассуждая далее по индукции, получим, что существуют пути p(v2, u
3 ◦ w′

u3), . . . ,
p(v2, u

k−1 ◦ w′
uk−1). Наконец, существует начальный отрезок w′

u1
слова w′ такой, что d(w′

u1
) = d(u1)

и ukw′
u1

∈ Lv1
. Тогда uk ◦ w′

u1
∈ Lv2

и существует путь p(v2, u
k ◦ w′

u1
).

С другой стороны, слово u−1 ◦ w′
u ∈ Lv1

∩ Lv2
. Следовательно, существует путь p(v1, u

−1 ◦ w′
u).

Тогда слово (u−1)2 ◦ w′
u2 ∈ Lv1

∩ Lv2
. Следовательно, существует путь p(v1, (u

−1)2 ◦ w′
u2). Рассуждая

далее по индукции, получим, что существуют пути p(v1, (u
−1)3 ◦ w′

u3), . . . , p(v1, (u
−1)k−1 ◦ w′

uk−1).
Наконец, существует слово (u−1)k ◦ w′

u1
∈ Lv1

∩ Lv2
и существует путь p(v1, (u

−1)k ◦ w′
u1

) (рис. 4).

Рис. 4

Оценим длину слова w. В данном случае n > ld(u) − l + 2d(w) − 3 + A, где A = (k + 1)kd(u) +

+ 2(k + 1)d(u1) − (k + 1)k − 2k. Тогда d(w) 6
n

2
− l

2
d(u) +

1

2
(l − 3) − A

2
. Следовательно, d(w) < n/2

при любых допустимых значениях l и d(u).
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Пусть слово w1 совпадает с собственным начальным отрезком слова ul−1. Легко видеть, что в
этом случае, по крайней мере, последняя вершина пути p(v2, w) не принадлежит пути p(v2, u

l−1).

Рассмотрим граф на рис. 5. Здесь w = w1 ◦ w2y, u = w1 ◦ u1, и слово w′
2 является начальным

отрезком слова w2.

Оценим длину слова w. Если l > 2, то
n > ld(u) − l + 2d(w1) − 1. Подставим в
это неравенство выражения d(w2) = d(w) −
− d(w1)+1 и d(w1) = d(u)− d(u1)+1. Тогда
n > (l−2)d(u)+2d(w)+2d(u1)−l−1. Отсюда

d(w) 6
n

2
− 1

2
((l − 2)d(u) + 2d(u1) + l + 1).

Так как вычитаемое в правой части нера-
венства больше 0 при l > 2, то d(w) < n/2.

Пусть l = 2. Если d(u1) < d(w1), то
d(u−1

1 ◦ w2y) < d(w1 ◦ w2y) и u−1
1 ◦ w2y ∈

∈ Lv1
\Lv2

, что невозможно. Следовательно,Рис. 5

d(u1) > d(w1). Оценим длину слова w. В данном случае n > 2d(u) + 2d(w2) − 3. Подставим в это
неравенство выражения d(w2) = d(w)−d(w1)+1 и d(w1) = d(u)−d(u1)+1. Тогда n > 2d(w)+2d(u1)−3.

Отсюда d(w) 6
n

2
−

(
d(u1) −

3

2

)
. Вычитаемое в правой части всегда больше 0, так как d(u1) > 1.

Следовательно, d(w) < n/2.

Пусть w = uk ◦ u1 ◦ w2y, где y ∈ M , u = u1 ◦ u2. Здесь k 6 (l − 1)/2. Действительно, в противном
случае слово uk−1 ◦ w2y ∈ Lv1

\ Lv2
, что невозможно.

Так как w является кратчайшим словом из Lv1
⊕ Lv2

, то слово uk ◦ u1 ◦ w2 ∈ Lv1
и существует

путь p(v1, u
k ◦ u1 ◦w2). Тогда слово uk−1 ◦ u1 ◦w2 ∈ Lv1

∩Lv2
и существует путь p(v1, u

k−1 ◦ u1 ◦w2).
Рассуждая по индукции, получаем, что существуют пути p(v1, u

k−2 ◦ u1 ◦w2), . . . , p(v1, u ◦ u1 ◦w2) и
p(v1, u1 ◦w2). Из последнего следует, что слово u−1

2 ◦w2 ∈ Lv1
∩Lv2

и существует путь p(v1, u
−1
2 ◦w2).

Тогда слово u−1 ◦ u−1
2 ◦ w2 ∈ Lv1

∩ Lv2
и существует путь p(v1, u

−1 ◦ u−1
2 ◦ w2). Следовательно, слово

(u−1)2 ◦ u−1
2 ◦ w2 ∈ Lv1

∩ Lv2
и существует путь p(v1, (u

−1)2 ◦ u−1
2 ◦ w2). Рассуждая по индукции,

получаем, что существуют пути p(v1, (u
−1)3 ◦u−1

2 ◦w2), . . . , p(v1, (u
−1)k−1 ◦u−1

2 ◦w2). Таким образом,
в графе G существует, по крайней мере, ((2k − 2)d(w2) − (2k − 2)) вершин, не принадлежащих пути
p(v2, w) (рис. 6).

Рис. 6
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Оценим длину слова u. В данном случае n > ld(u)− l+d(w2)+A, где A = (2k−2)d(w2)− (2k−2).

Отсюда, d(u) 6
n

l
+ 1 − 1

l
d(w2) − A. Ясно, что d(u) тем больше, чем меньше A. Следовательно,

отвеличины A зависит и величина d(w). Значение A обращается в 0, если d(w2) = 1. Следовательно,
в этом случае d(w) достигает максимума при прочих равных условиях.

Пусть d(w2) = 1. Рассмотрим граф на рис. 7.

Здесь u1 ◦ u2 = u, uk ◦ u1y = w. Если d(uk ◦ u1) <

< d((u−1)l−k−1 ◦ u−1
2 ), то (u−1)l−k−1 ◦ u−1

2 y ∈ Lv1
\ Lv2

и d((u−1)l−k−1 ◦ u−1
2 y) < d(w), что невозможно. Сле-

довательно, k 6 (l − 1)/2 и d(u1) 6 d(u)/2. Оценим

длину слова w. В данном случае n > ld(u) − l + 1. От-

сюда d(u) 6 (n + l − 1)/l. Так как d(w) = d(uk ◦ u1y) =

= kd(u)−k+d(u1), то d(w) 6 (kn+kl−k)/l+d(u1)−k.

Так как d(u1) 6 d(u)/2 и k 6 (l − 1)/2, то d(w) 6 n/2.

Предположим, что путь p(v2, w) содержит цикл, Рис. 7

например, p(v2 ⋆ w1, w2 ◦ w3) (рис. 8). Здесь G′ обозначает неориентированное дерево с корнем в
вершине v1, ветви которого помечены всеми начальными отрезками слова w. Принципы выделения
подграфа G′ из графа G будут объяснены ниже.

Рис. 8

Пусть путь p(v1, w
′) содер-

жит цикл p(v1 ⋆ w1, w2 ◦ w3).
По определению Д-графа путь
p(v1, w1 ◦ w2 ◦ w4) определен един-
ственным образом. Тогда слово
w1 ◦ w2 ◦ w4 ∈ Lv1

∩ Lv2
, а слово

w1 ◦w2 ◦w4y ∈ Lv2
\Lv1

. Легко ви-
деть, что d(w1 ◦ w2 ◦ w4y) < d(w).
Следовательно, w1 ◦ w2 ◦ w4y яв-
ляется кратчайшим словом из
Lv1

⊕ Lv2
, что невозможно.

Пусть пути p(v2, w) и p(v1, w
′) не имеют общих вершин с путем p(v1, u

l), кроме вершин v1 и
v2. Если d(u) > d(w), то d(w) < n/2. Действительно, так как путь p(v1, u) является простым по
определению, то длина слова u не превосходит n/l, а минимальное возможное значение l равно 2.

Пусть d(u) < d(w) и w = w1 ◦ (w2 ◦ w3 ◦ w2)
s ◦ w4y. Предположим, что длины слов w1, w2, w32,

w4 совпадают и s = 1. Тогда существует путь P (v1, w1 ◦ w2 ◦ w3 ◦ w2 ◦ w4), не содержащий циклов.
Слово w1 ◦w2 ◦w4y ∈ Lv2

и его длина меньше, чем d(w). Следовательно, это слово принадлежит Lv1
и

существует путь p(v1, w1◦w2◦w4y). Так как d(w1◦w2◦w3◦w−1
1 ) < d(w), то w1◦w2◦w3◦w−1

1 ∈ Lv1
∩Lv2

.
Следовательно, существует путь p(v1, w1 ◦w2 ◦w3 ◦w−1

1 ). Так как d(w1 ◦w2 ◦w3 ◦w2 ◦w3) < d(w), то
w1 ◦w2 ◦w3 ◦w2 ◦w3 ∈ Lv1

∩Lv2
. Следовательно, существует путь p(v1, w1 ◦w2 ◦w3 ◦w2 ◦w3). Слово

w1 ◦ w−1
3 ◦ w4y ∈ Lv2

и его длина меньше, чем d(w). Следовательно, это слово принадлежит Lv1
и

существует путь p(v1, w1◦w−1
3 ◦w4y). Так как длины слов w1◦w−1

3 ◦w−1
2 ◦w−1

1 , w1◦w−1
3 ◦w−1

2 ◦w−1
3 ◦w4,

w1 ◦w−1
3 ◦w−1

2 ◦w−1
3 ◦w−1

2 меньше, чем d(w), то все эти слова принадлежат Lv1
∩Lv2

, и существуют
пути с соответствующими метками из вершины v1 (рис. 9).

Оценим число n(G′) вершин в подграфе G′. В данном случае n(G′) > 3d(w1) + 4d(w2) + 4d(w3) +

+ 4d(w4) − 9. Легко видеть, что d(w) = d(w1) + 2d(w2) + d(w3) + d(w4) − 3. Таким образом, значение
d(w), по крайней мере, в 2 раза меньше, чем число вершин в подграфе G′. Следовательно, d(w) < n/2.
С ростом параметра s число вершин в подграфе G′ будет только возрастать. Таким образом, значение
d(w) не превысит n/2.

Предположим, что одно из слов w1, w1 ◦ w2 или w1 ◦ w2 ◦ w4 является начальным отрезком слова
ul (или (u−1)l). Пусть для определенности слово w1 ◦ w2 ◦ w4 является начальным отрезком ul. По
определению Д-графа все вершины пути p(v2, w1 ◦w2 ◦w4) являются также вершинами пути p(v1, u

l).
Так как w1◦w2◦w4 ∈ Lv1

∩Lv2
, то все вершины пути p(v1, w1◦w2◦w4) являются также вершинами пути

p(v1, u
l). Тогда число вершин подграфа G′, не являющихся вершинами пути p(v1, u

l), уменьшится на
d(w1)+d(w2)+d(w4)−2. Таким образом, число таких вершин будет больше, чем d(w). Следовательно,
и в этом случае d(w) < n/2. ¤
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Рис. 9

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе показано, что верхняя оценка длины слова, различающего две вершины
Д-графа равна половине числа вершин графа. При помощи этого результата могут быть понижены
оценки высоты идентификаторов вершин помеченных графов, что влияет на эффективность алгорит-
мов самолокализации мобильных агентов в топологических средах (роботов, поисковых программ и
т. п.) [8].
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АНАЛИЗ ЗАМКНУТЫХ НЕНАДЕЖНЫХ СЕТЕЙ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
С ГРУППОВЫМИ ПЕРЕХОДАМИ ТРЕБОВАНИЙ
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Рассматривается замкнутая ненадежная сеть массового обслуживания с групповыми переходами. Основным результатом

статьи является стационарное распределение вероятностей состояний сетей обслуживания данного типа.

Ключевые слова: сети массового обслуживания, ненадежный прибор, групповые переходы требований, анализ сетей

массового обслуживания.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время сети массового обслуживания широко используются в качестве моделей боль-

ших сложных дискретных стохастических систем с сетевой структурой. Существует большой класс

систем, изменение состояния которых происходит через фиксированные, как правило, равные интер-
валы времени. К таким системам относятся, например, сети, в которых используется асинхронный

способ передачи данных (так называемые сети АТМ). Данная технология основана на передаче дан-

ных в виде ячеек фиксированного размера. Другим примером является конвейерное производство,
в котором процесс преобразования и перемещения изделий разделен на последовательность стадий.

Достаточно точными моделями перечисленных систем являются сети массового обслуживания с дис-
кретным временем.

Основная сложность исследования сетей массового обслуживания с дискретным временем за-

ключается в возможности наступления одновременно нескольких событий. Точные методы анализа

сетей массового обслуживания с тандемной и циклической топологией и геометрически распреде-
ленными длительностями обслуживания требований системами уже получены [1, 2]. В статьях [3, 4]

получило продолжение развитие методов анализа сетей такого класса. В статье [3] дается точный
метод анализа тандемных сетей обслуживания с произвольным входящим потоком требований. В

статье [4] рассматривается замкнутая циклическая сеть обслуживания с системами, имеющими гео-

метрически распределенную длительность обслуживания требований. Исследуются асимптотические
свойства характеристик систем обслуживания сетей такого класса при увеличении числа систем в

сети обслуживания.
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Использование дискретной шкалы времени в сетях массового обслуживания с общей топологией

приводит к тому, что требования могут поступать в системы обслуживания группами.

В [5] рассматриваются открытые и замкнутые сети массового обслуживания с групповым поступ-

лением и обслуживанием требований, с дискретным и непрерывным временем. Вводится маршрутная
цепь Маркова, описывающая переходы групп требований. Доказано существование стационарного

распределения маршрутной цепи. При условии, что функция интенсивности обслуживания группы

требований имеет определенный вид, доказана теорема о существовании распределения вероятностей
состояний сети обслуживания в мультипликативной форме. Еще представлены стационарные распре-

деления вероятностей числа требований в системах обслуживания до поступления и после ухода из
них групп требований [6]. В статье [7], в отличие от [5], рассматриваются исключительно замкнутые

сети массового обслуживания с дискретным временем, с групповым поступлением и обслуживанием

требований. Для определенного класса функций интенсивности обслуживания групп требований по-
лучено стационарное распределение вероятностей состояний сети обслуживания. В качестве моделей

сетей связи в [8, 9] использованы открытые сети массового обслуживания с дискретным временем,

которые являются практическим приложением результатов статей [5–7]. Существенным вкладом в
развитие теории сетей массового обслуживания с дискретным временем являются результаты, где

длительности обслуживания требований являются экспоненциально распределенными случайными
величинами [10]. При этом выход обслуженных требований из систем замкнутой сети обслуживания

синхронизирован во времени. Таким образом, рассматриваемая сеть обслуживания является сетью с

групповыми переходами требований. Получены выражения для средних характеристик систем обслу-
живания.

Исследование систем и сетей массового обслуживания с ненадежными элементами и дискретным

временем является новым направлением развития теории массового обслуживания. Работы, посвя-

щенные надежности систем и сетей массового обслуживания, сводятся к исследованию свойств и
разработке методов анализа систем и сетей массового обслуживания с изменяемыми во времени

параметрами.

Примером является исследование ненадежных систем обслуживания, в которых прибор может

переходить из работоспособного состояния в неработоспособное и обратно. Неработоспособное состо-
яние характеризуется тем, что интенсивность обслуживания прибора равна нулю на всем протяжении

времени восстановления прибора. В частности, в статье [11] рассматривается ненадежная система об-
служивания типа Geo/D/1 с дискретным временем. Получены вероятности блокировки требований в

системе обслуживания в момент перехода прибора в неработоспособное состояние. Также [12] пред-

ставлены характеристики ненадежной системы обслуживания, в которой вновь приходящие в систему
требования могут ее покинуть с определенной вероятностью, если застанут прибор в неработоспо-

собном состоянии. К тому же [13] рассматривается открытая сеть массового обслуживания с общей

топологией и несколькими классами требований. Длительность обслуживания требований системами
сети имеет геометрическое распределение. Требования из источника поступают в сеть с интенсив-

ностью, зависящей от числа требований в сети обслуживания. Приборы систем могут переходить в
неработоспособное состояние и восстанавливаться через случайные интервалы времени. Эволюция

этой сети обслуживания описывается цепью Маркова, получено стационарное распределение вероят-

ностей состояний сети обслуживания.

В данной статье рассматривается замкнутая сеть массового обслуживания. Каждая из систем об-
служивания содержит число приборов, равное числу требований в сети. Длительность обслуживания

требований в каждой из систем является экспоненциально распределенной случайной величиной. Мо-

менты выхода требований из систем обслуживания синхронизированы во времени, поэтому переходы
требований между системами осуществляются группами через фиксированные интервалы времени.

Для этой сети обслуживания получено стационарное распределение вероятностей состояний, а также
выражения для средних характеристик систем обслуживания.

1. ОПИСАНИЕ СЕТИ

Пусть N — замкнутая сеть массового обслуживания с L системами массового обслуживания Si,
i = 1, . . . , L, содержащими H одинаковых обслуживающих приборов. Предполагается, что длитель-

ность обслуживания требований в системе Si имеет экспоненциальное распределение с параметром µi.
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В сети обслуживания находится H требований одного класса. Вероятности перехода требований меж-

ду системами сети обслуживания определяются маршрутной матрицей Θ = (θij), i, j = 1, . . . , L, где

θij — вероятность того, что требование после обслуживания в системе Si перейдет в систему Sj . Со-
стояние сети N определяется вектором s = (si), i = 1, . . . , L, где si — число требований, находящихся

в системе Si. Обозначим через X множество состояний сети, I = {1, . . . , L} — множество номеров

систем массового обслуживания.

Для синхронизации событий, реализуемых в сети N в процессе ее функционирования, использу-

ется последовательность интервалов времени фиксированной длительности ζ, называемых слотами.

Моменты начала и окончания слота обозначим соответственно через η и τ .

Система Si, i = 1, . . . , L, в течение каждого слота может находиться в работоспособном состоянии

или в неработоспособном. При пребывании системы Si в работоспособном состоянии каждый из H

приборов этой системы может обслуживать требования с интенсивностью µi. Если же система Si

находится в неработоспособном состоянии, то µi = 0 для всех приборов системы обслуживания.

В сети N выполняются следующие правила упорядочения одновременных событий: все поступ-

ления и уходы требований, а также изменение состояния работоспособности систем обслуживания

производятся в конце соответствующих слотов. Если в течение одного слота имеет место поступ-

ление, уход и изменение состояния работоспособности, всегда полагаем, что сначала производится

уход, затем поступление требований и в завершение — изменение состояния работоспособности.

В момент η определяется состояние сети s = (si), i = 1, . . . , L, в котором сеть пребывает в течение

слота. Если сеть N находится в работоспособном состоянии, требования, завершившие обслужива-

ние в системе в течение слота, остаются в этих системах до момента τ . В момент τ формируется

вектор d = (di), i = 1, . . . , L, требований, выходящих после завершения обслуживания из систем,

где di ≤ si — число требований, выходящих из системы Si. Вектор d затем преобразуется в вектор

a = (ai), i = 1, . . . , L, требований, входящих в конце слота в системы обслуживания сети. В векторе a

компонента aj , j ∈ I, — число требований, которые поступят в систему Sj . Так как сумма элементов

вектора d равна сумме элементов вектора a, будет сформировано новое состояние сети обслуживания

s′ = s − d + a. Все векторы d и a будем называть векторами перемещений. Множество всех векторов

перемещений обозначим через Y .

Длительности пребывания систем Si, i = 1, . . . , L, в работоспособном или неработоспособном со-

стояниях являются геометрически распределенными случайными величинами с параметрами αi и βi

соответственно. При этом, если система Si в момент времени τ находится в работоспособном состо-

янии, то с вероятностью αi она перейдет в неработоспособное состояние, в котором будет пребывать

в течение, по крайней мере, одного слота. С вероятностью 1 − αi система обслуживания останется в

работоспособном состоянии.

Обозначим через Ai и Bi случайные величины, отображающие число слотов, в течение которых

система Si находится в работоспособном и неработоспособном состояниях соответственно.

Тогда вероятности пребывания системы обслуживания Si в работоспособном и неработоспособном

состояниях соответственно:

P (Ai = n) = (1 − αi)
n−1αi и P (Bi = n) = (1 − βi)

n−1βi,

где n = {1, 2, . . .}.
Переход системы обслуживания Si из неработоспособного в работоспособное состояние осуществ-

ляется с вероятностью βi. С вероятностью 1 − βi система обслуживания с момента η останется в

неработоспособном состоянии.

Требования, находящиеся в неработоспособной системе Si, ожидают ее восстановления. Требо-

вания, завершившие обслуживание в работоспособных системах обслуживания, могут поступать в

системы, находящиеся в неработоспособном состоянии в соответствии с маршрутной матрицей Θ.

Эволюцию сети N можно рассматривать как два независимо протекающих параллельно процесса:

процесс отказов и восстановлений систем массового обслуживания и вложенный в него процесс

обслуживания и переходов групп требований между системами обслуживания.
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2. ПРОЦЕСС ОТКАЗОВ И ВОССТАНОВЛЕНИЙ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ

Рассмотрим последовательность уходов и поступлений требований в момент τ с учетом надежно-

сти системы обслуживания Si, i = 1, . . . , L. Возможны 4 варианта.

1. Система обслуживания находится в работоспособном состоянии в момент времени η. Тогда в

предыдущем слоте (до момента η) происходит следующая последовательность событий: уход обслу-

женных требований, поступление требований из смежных систем обслуживания.

2. В момент τ система Si находилась в работоспособном состоянии, а с момента η будет находиться

в неработоспособном состоянии. Тогда в текущем слоте имеет место следующая последовательность

событий: уход обслуженных требований из системы Si, поступление требований из смежных систем

обслуживания и переход системы Si в неработоспособное состояние.

3. Система Si находится в неработоспособном состоянии до и после момента η. В этом случае в

текущем слоте требования могут только поступать в рассматриваемую систему из других систем об-

служивания. Обслуживание требований, находящихся в неработоспособной системе не производится

и не предполагается уход необслуженных требований из неработоспособной системы.

4. В момент τ система Si находилась в неработоспособном состоянии, а с момента η будет на-

ходиться в работоспособном состоянии. Тогда в текущем слоте в эту систему могут поступить тре-

бования из смежных систем обслуживания, обслуживание и уход требований из этой системы не

производится.

Найдем математическое ожидание длительности обслуживания требований ненадежным прибором

изолированной системы обслуживания Si, i = 1, . . . , L.

В дальнейшем, если это не требуется, не будем использовать индексы, обозначающие номер систе-

мы обслуживания. Обозначим через b вероятность того, что требование будет ожидать восстановле-

ния этого прибора, µ — интенсивность обслуживания требований одним прибором, β — вероятность

восстановления системы обслуживания. Известно, что

E(B) = 1/β.

Длительность обслуживания требования ненадежным прибором может быть представлена после-

довательностью счетного числа этапов обслуживания. Первый этап длительностью 1/µ отображает

процесс полного обслуживания требования абсолютно надежным прибором. После завершения пер-

вого этапа обслуживания с вероятностью 1−b завершается обслуживание требования и оно покидает

систему. С вероятностью b наступает второй этап длительностью 1/β, отображающий пребывание

системы обслуживания в неработоспособном состоянии. Третий и последующие этапы длительно-

стью 1/β отображают возможность застать требование за повторными ожиданиями восстановления

системы обслуживания. Второй и последующие этапы наступают с вероятностью b и с вероятностью

1 − b алгоритм представления обслуживания требования ненадежным прибором заканчивается.

Обозначим ṽ — математическое ожидание длительности обслуживания требования ненадежным

прибором. Тогда

ṽ = µ−1 + b(β−1 + b(β−1 + . . .)) = µ−1 + bβ−1(1 + b + b2 + . . .) = µ−1 +
b

(1 − b)β
.

Определим вероятность b. Поскольку момент начала обслуживания требования находится в ин-

тервале времени, когда прибор работоспособен, то длительность интервала времени с момента начала

обслуживания требования до момента отказа прибора системы обслуживания является геометрически

распределенной случайной величиной с параметром α. Тогда

b =

∞∑

k=1

P (A = k)e−µkζ =

∞∑

k=1

α(1 − α)k−1e−µkζ .

Здесь e−µkζ — вероятность того, что для обслуживания требования необходимо больше kζ единиц

времени; P (A = k) — вероятность того, что длительность пребывания системы обслуживания в

работоспособном состоянии равна k слотам.
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Заметим, что длительность обслуживания требований ненадежным прибором не является экспо-

ненциально распределенной случайной величиной. Поэтому стационарное распределение вероятно-

стей состояний сети массового обслуживания не имеет мультипликативной формы.

В работе [14] показано, что для многих практических приложений и, в частности, для исследова-

ния ненадежных сетей, допустимо использование в качестве моделей замкнутых экспоненциальных

сетей массового обслуживания с абсолютно надежными системами, но с измененным вектором ин-

тенсивностей обслуживания.

В данном случае вместо сети N с ненадежными системами обслуживания будем в дальнейшем

использовать экспоненциальную сеть массового обслуживания Ñ с абсолютно надежными системами

обслуживания, которая является приближением исходной сети N . Все параметры сети Ñ совпадают

с соответствующими параметрами сети обслуживания N за исключением интенсивностей обслужи-

вания. В качестве интенсивности обслуживания требований прибором системы обслуживания сети

Ñ будем использовать µ̃ = 1/ṽ.

3. ПРОЦЕСС ОБСЛУЖИВАНИЯ И ПЕРЕХОДОВ ГРУПП ТРЕБОВАНИЙ

Представим основные вероятностно-временные характеристики процесса обслуживания и перехо-

дов групп требований замкнутой сети массового обслуживания [15].

Если сеть Ñ находится в состоянии s ∈ X, то с вероятностью p(s, d) формируется вектор d ∈ Y ,

который затем с вероятностью p(d, a) преобразуется в вектор a ∈ Y .

Пусть в начале слота в системе Si, i = 1, . . . , L, пребывает si требований. Тогда вероятность

завершения обслуживания в течение этого слота di требований определяется биномиальным распре-

делением с параметром µ̃iζ, 0 ≤ µ̃iζ ≤ 1. Тогда

p(s, d) =

L∏

i=1

(
si

di

)
(µ̃iζ)di(1 − µ̃iζ)si−di .

При независимой маршрутизации требований в сети обслуживания вероятности преобразования

вектора d в вектор a имеют вид [16]

p(d, a) =
∑

dij∈D

L∏

i=1

(
di

di1, . . . , diL

) L∏

j=1

θ
dij

ij , d, a ∈ Y,

где D =

{
dij , i = 1, . . . , L, j ∈ Vj :

L∑
i=1

dij = aj

}
, Vi — множество номеров выходных смежных с Si

систем обслуживания.

На множестве Y определим маршрутную цепь Маркова W с вероятностями переходов

γ(d, a) =

{
p(d, a), если p(s, d) > 0,

δda, в противном случае,

где δda — символ Кронекера, d, a ∈ Y .

Интенсивность перехода сети обслуживания из состояния s в состояние s′ определяется выраже-

нием

p(s, s′) =
∑

d,a∈Y
s′=s−d+a

p(s, d, a),

где p(s, d, a) — условная вероятность перехода цепи W из состояния d в состояние a при пребывании

сети Ñ в состоянии s

p(s, d, a) = p(s, d)γ(d, a), s ∈ X, d, a ∈ Y.

Стационарное распределение π = (π(s)), s ∈ X, вероятностей состояний сети обслуживания

является решением уравнения πP = π с условием
∑

s∈X

π(s) = 1,
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где P = (p(s, s′)), s, s′ ∈ X, матрица вероятностей переходов сети обслуживания.

Используя стационарное распределение, можно вычислить основные стационарные характеристики

сети Ñ . Математическое ожидание (м. о.) числа требований в системе Si

s̄i =

H∑

k=1

k
∑

s∈X:
si=k

π(s), i = 1, . . . , L.

Поскольку число требований в сети Ñ равно числу приборов в каждой из систем обслуживания, то

м. о. длительности пребывания требований в системе Si

ṽi = 1/µ̃i, i = 1, . . . , L.

Интенсивность потока групп требований в систему Si определяется из формулы Литтла

λi = s̄i/ṽi, i = 1, . . . , L.

Математическое ожидание длительности пребывания системы Si соответственно в работоспособном

и неработоспособном состояниях

E(Ai) = 1/αi, E(Bi) = 1/βi, i = 1, . . . , L.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренные в работе ненадежные сети массового обслуживания с групповыми переходами

требований могут быть использованы в качестве моделей стохастических систем с сетевой структурой

и дискретным временем функционирования, таких как, например, сети связи и компьютерные сети.

Предложенный метод анализа сетей обслуживания обеспечивает возможность исследования свойств

систем этого класса для решения задач, связанных с их проектированием и модификацией.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

ХРОНИКА

ПАМЯТИ ДЮИСА ДАНИЛОВИЧА ИВЛЕВА

3 марта 2013 г. на 83-м году жизни скон-

чался выдающийся российский ученый, док-

тор физико-математических наук, профессор,

заслуженный деятель науки Российской Феде-

рации, член редколлегии журнала «Механика

твердого тела» Дюис Данилович Ивлев. Глав-

ное в творческой деятельности Д. Д. Ивлева

— бескомпромиссное служение научной исти-

не и неустанный поиск на самых передовых рубежах современной

науки. Без малого 60 лет он отдавал себя науке. Выдающиеся на-

учные достижения позволяют причислить Д. Д. Ивлева к категории

одного из самых оригинальных мыслителей современной России.

Д. Д. Ивлев родился 6 сентября 1930 года в г. Чебоксары Чуваш-

ской Республики. Его отец — Ивлев Данил Осипович (1905–1969

гг.) — происходил из семьи крестьянина-бедняка, проживавшей в

деревне Верхние Сунары Шуматовской волости Ядринского уезда.

Сельская комсомольская организация направила его в 1923 г. на уче-

бу в Чувашский рабфак, а затем Д. О. Ивлев обучался в Московском

институте народного хозяйства им. Г. В. Плеханова с 1926 по 1931 г.

Желая лично участвовать в культурном возрождении Чувашии, по-

лучившей в 1920 г. административно-территориальную автономию,

он в 1931 г. по направлению ЦК ВЛКСМ вернулся в Чебоксары, что-

бы преподавать в Чувашском педагогическом институте. Д. О. Ивлев

3 августа 1941 г. был призван в армию и прошел всю войну, закон-

чив ее в составе Третьего Белорусского фронта. Данил Осипович с

супругой Иулианией Даниловной вырастили двух сыновей — Дюиса,

Дмитрия — и дочь Евгению.

После окончания средней школы, в 1948 г., Д. Д. Ивлев поки-

дает Чебоксары и поступает на механико-математический факультет

Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова,

который заканчивает в 1953 г. В 1956 г., после окончания аспиран-

туры при Институте механики МГУ, он успешно защитил диссер-

тацию на тему «Приближенное решение упруго-пластических задач

методом малого параметра» в совете при МГУ (оппонентами по этой

работе выступили В. В. Соколовский и Г. С. Шапиро) и получил

ученую степень кандидата физико-математических наук. С февраля

1957 г. по октябрь 1958 г. он работает в должности младшего на-

учного сотрудника Института механики АН СССР. В 1959 г., после

защиты диссертационной работы «Пространственная задача теории
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идеальной пластичности», которая также представлялась в совет при МГУ, Д. Д. Ивлев получает

степень доктора физико-математических наук. Оппонентами по докторской диссертационной работе

выступили Л. А. Галин, Л. М. Качанов и Г. С. Шапиро.

В октябре 1959 г. Д. Д. Ивлев по приглашению ректора Воронежского университета Б. И. Михан-

тьева приезжает в г. Воронеж. Там он возглавил созданную им в ВГУ кафедру теории упругости и

пластичности и выполнил огромную научно-исследовательсую и организационную работу. В 1966 г.

Д. Д. Ивлев возвращается в Москву, где сначала работает профессором в МВТУ им. Н. Э. Баумана

(1966–1970 гг.) и заведует кафедрой высшей математики, а затем (1971–1982 гг.) — заведующим ка-

федрой высшей математики во Всесоюзном заочном политехническом институте (сейчас Московский

государственный открытый университет). Вместе со своими учениками, профессорами Г. И. Быков-

цевым и И. А. Бережным, параллельно он активно участвует в создании научной школы механики

деформируемого твердого тела в г. Куйбышеве.

В 1982 г. Д. Д. Ивлев возвращается на родину в г. Чебоксары и работает в Чувашском го-

сударственном университете им. И. Н. Ульянова заведующим кафедрой математического анализа,

заведующим кафедрой механики деформируемого твердого тела и деканом физико-математического

факультета (1982–1993 гг.). В 1993 г. Д. Д. Ивлев перешел на работу в Чувашский государственный

педагогический университет им. И. Я. Яковлева, где до конца жизни заведовал кафедрой математи-

ческого анализа.

Научные работы Д. Д. Ивлева (всего свыше 300) посвящены механике деформируемого тела,

в основном математической теории пластичности. Среди них семь монографий: «Теория идеальной

пластичности» (1966); «Теория упрочняющегося пластического тела» (в соавторстве с Г. И. Быков-

цевым, 1971); «Метод возмущений в теории упругопластического тела» (в соавторстве с Л. В. Ер-

шовым, 1978); «Теория пластичности» (в соавторстве с Г. И. Быковцевым, 1998); «Математическая

теория пластичности» (в соавторстве с А. Ю. Ишлинским, 2001); двухтомная монография «Механика

пластических сред» (2001, 2002); «Предельное состояние деформируемых тел и горных пород» (в

соавторстве с Л. А. Максимовой, Р. И. Непершиным, Ю. Н. Радаевым, С. И. Сенашевым, Е. И. Ше-

мякиным, 2008). Ряд результатов Д. Д. Ивлева имеет фундаментальный характер для всей механики

деформируемого твердого тела.

Основные научные достижения Д. Д. Ивлева связаны с созданием теории трехмерной задачи, тео-

рии идеально пластического тела. В этом направлении им была существенно развита математическая

теория пластичности А. Ю. Ишлинского (1946 г.), в которой были приняты два уравнения, связы-

вающие главные напряжения, и одно тензорное уравнение перестановочности, эквивалентное, как

выяснилось позднее, ассоциированному закону течения на ребре призмы Кулона–Треска. Этот вектор

развития, означавший полный пересмотр воззрений, господствовавших в то время, постепенно привел

Д. Д. Ивлева к уравнениям математической теории пластичности гиперболического аналитического

типа. Ему впервые удалось выяснить исключительную роль критерия текучести Треска–Сен-Венана:

уравнения теории пластического течения на ребрах и гранях призмы Кулона–Треска для напряже-

ний и скоростей имеют гиперболический аналитический тип. Это обстоятельство, указавшее, прежде

всего, на альтернативу эллиптическим уравнениям многочисленных теорий пластичности, позволило

распространить на трехмерные течения представление о линиях скольжения, известных из теории

плоского деформированного состояния; теория двумерных полей скольжения и поразительные зако-

ны, которым они подчиняются, были созданы и открыты Г. Генки и Л. Прандтлем более чем за три

десятка лет до трехмерных гиперболических формулировок А. Ю. Ишлинского и Д. Д. Ивлева.

Д. Д. Ивлеву принадлежит исчерпывающий анализ уравнений общей плоской задачи и уравнений

теории упрочняющегося пластического тела. Он выполнил исследование кинематики пространствен-

ного пластического течения на поверхностях максимальной скорости сдвига. Построил ряд новых

автомодельных решений. Им решены пространственные и осесимметричные задачи о вдавливании

твердых тел в идеально пластическую среду. В задаче Л. А. Галина о растяжении пластинки с от-

верстием статическое решение ему удалось дополнить кинематическим.

В последние годы Д. Д. Ивлев активно разрабатывал общую гиперболическую парадигму меха-

ники сплошных сред и в широком смысле всего естествознания.
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Отличительной особенностью научного творчества Д. Д. Ивлева является сочетание прикладного

содержания теории пластичности с глубоким и элегантным математическим исследованием гипер-

болических задач для систем нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных,

к которым приводит изучение полей напряжений и скоростей деформаций в области пластического

течения.

В конце 1980-х гг. Д. Д. Ивлев создал в Чебоксарах докторский диссертационный совет по ме-

ханике деформируемого твердого тела и обеспечил его функционирование в течение двух десятков

лет. Он придал ему качественно новый статус — регионального совета, в работе которого участво-

вали ведущие ученые нашей страны в области механики дефоормируемых тел и конструкций. Этот

совет сыграл исключительно важную роль в подготовке кадров высшей квалификации для многих

региональных научных школ.

Дюис Данилович Ивлев руководил одной из крупнейших научных школ России. В настоящее

время она включает около 100 кандидатов и более двух десятков докторов наук, работающих в

Москве, Воронеже, Самаре, Владивостоке, Чебоксарах. По отношению к своей научной школе он

всегда выступал как ученый и мыслитель, педагог и мудрый наставник.

Дюис Данилович вел большую общественную работу в Чувашии, часто выступал, запомнился

как яркий публицист на страницах региональной печати. Он является автором ряда оригинальных

научно-популярных и публицистических изданий, таких как «Двое в академической лодке, не считая

науки», «Мир эллиптический и мир гиперболический», «Короли и академики» и др.

Д. Д. Ивлев — член Российского национального комитета по теоретической и прикладной механи-

ке, член экспертного совета по математике и механике ВАК РФ, действительный член Национальной

академии наук и искусств Чувашской Республики, академик Международной инженерной академии

и Инженерно-технологической академии Чувашской Республики, лауреат Государственной премии

Чувашской Республики в области науки и техники (2006 г.).

Дюис Данилович Ивлев награжден медалями «За доблестный труд в Великой Отечественной войне

1941–1945 гг.», «50 лет Победы в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг.», «60 лет Победы

в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг.», медалью ордена «За заслуги перед Отечеством»

II степени, высшей наградой Национальной академии наук и искусств Чувашской Республики —

Золотой медалью им. И. Я. Яковлева.

До конца жизни Дюис Данилович был активным членом редколлегии журнала «Известия Сара-

товского университета. Новая серия. Серия Математика. Механика. Информатика». Светлая память

о нем навсегда останется в наших сердцах.

Редколлегия журнала
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