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Рассматривается новая нелинейная математическая модель термоупругого континуума с «тонкой»микроструктурой. Постро-

ение модели выполнено в терминах 4-ковариантного лагранжева формализма теории поля. Микроструктура континуума

задается микроструктурными d-тензорами, которые вводятся в теоретико-полевую схему как экстраполевые перемен-

ные (d-переменные). Указывается «естественная» плотность вариационного интегрального функционала термоупругого

действия и сформулирован соответствующий вариационный принцип наименьшего действия. Ковариантные уравнения

термоупругого поля в континууме с микроструктурой получаются в канонической форме Эйлера–Лагранжа. Обсуждаются

определяющие уравнения поля и их место в схеме теоретико-полевого подхода. Выполнен учет инерционности микрострук-

турной «составляющей» поля. Вариационные симметрии интегрального функционала термоупругого действия применяются

для построения ковариантных канонических тензоров термомеханики и 4-токов. Даны канонические формы дивергентных

законов сохранения термоупругого поля в плоском 4-пространстве-времени.

Ключевые слова: термоупругость, микроструктура, поле, экстраполе, действие, лагранжиан, ковариантность, симметрия,

закон сохранения, d-тензор, 4-ток, тензор энергии-импульса.

1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Под микроструктурой континуума обычно понимается существование нескольких различных фи-

зических масштабов (структурных уровней), определяющих состояние континуума, их самосогласо-

ванное взаимодействие и возможность передачи энергии с одного структурного уровня на другой.

Теория таких континуумов основывается на необходимости допустить существование дополнитель-

ных (экстра) степеней свободы и возможности исследовать физически бесконечно малый объем не

как материальную точку, а как существенно более сложный объект, с присущими ему дополни-

тельными степенями свободы (ротационными, осцилляционными), как своего рода микроконтинуум,

обладающий возможностью дополнительной микродеформации.

Вопросы, связанные с изучением континуума с микроструктурой, находятся в русле тех течений

в механике деформируемого твердого тела, которые отдают приоритет структурному моделированию.

При этом необходимо учитывать, что существенной особенностью современного состояния естествен-

ных наук является явно просматриваемая тенденция решения нелинейных проблем (в том числе и

проблем механики деформируемого твердого тела) вне рамок имеющегося физически надежно обос-

нованного набора математических моделей. Конечной целью математического моделирования обычно

ставится формулировка замкнутых систем уравнений, без чего в принципе невозможны постановка
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и решение прикладных задач. Корректное построение новых математических моделей континуума, в

свою очередь, должно опираться на проверенные временем принципы и методы. Не последняя роль

здесь принадлежит методам теории поля. Часто эти методы выступают как, по существу, единствен-

ный инструмент вывода физически приемлемых уравнений.

Целью настоящей работы является построение нелинейной теоретико-полевой модели термоупру-

гого континуума с «тонкой» микроструктурой, представляемой конечным набором тензоров, ранг

которых может быть сколь угодно высоким.

2. ФИЗИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ ПОЛЯ, СИММЕТРИИ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

Ключевое положение классической теории поля (см., например, [1, 2]) заключается в том, что

непрерывное физическое поле математически представляется некоторым интегральным функционалом

I, который по историческим причинам называется действием (action):

I =

∫
L (ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xβ)d4X. (1)

Здесь характерная для теории поля символика, развитая в [1, 2], имеет следующий смысл: L —

«естественная» плотность лагранжиана (плотность действия); ϕk — упорядоченный массив физи-

ческих полевых переменных; Xβ (β = 1, 2, 3, 4) — четыре пространственно-временные координаты;

d4X — «естественный» элемент объема четырехмерного пространства-времени. Заметим, что в тради-

ционных текстах, посвященных классической теории поля, действие и функционал действия обычно

обозначаются через S.

Символ d4X в (1) указывает на «естественный» пространственно-временной элемент объема и

представляет собой обычное произведение дифференциалов пространственно-временных координат:

d4X = dX1dX2dX3dX4.

Через ∂β в математическом оформлении действия, данном (1) и далее, обозначается оператор

полного дифференцирования по пространственно-временной координате Xβ ; в соответствии с цепным

правилом дифференциального исчисления находим:

∂β = ∂
expl

β +
∑

s≥0

(
∂α1

∂α2
. . . ∂αs

∂βϕl
) ∂

∂(∂α1
∂α2

. . . ∂αs
ϕl)

,

где символ ∂
expl

β — оператор частного дифференцирования по явному вхождению переменной Xβ .

Четвертую по счету координату в дальнейшем будем ассоциировать со временем, которое, воз-

можно, будет трансформироваться с помощью размерной постоянной так, чтобы уравнять физические

размерности всех четырех пространственно-временных координат. Полное дифференцирование по

времени будет обозначаться как символом ∂4, так и традиционной точкой.

В теориях поля лагранжиан L всегда приходится рассматривать как функцию следующего набора

переменных:

ϕs, ∂α1
ϕs, ∂α1

∂α2
ϕs, . . . ,Xγ . (2)

Обычно лагранжиан подбирают так, чтобы получить известные уравнения поля или конструируют,

обеспечивая заданную симметрию и выполнение некоторых дополнительных требований, например,

чтобы получались линейные дифференциальные уравнения в частных производных второго порядка.

Построение принципиально новых лагранжианов, описывающих нелинейные физические процессы,

является в известном смысле достаточно сложным видом искусства.

Вариационное описание поля не может быть осуществлено без предварительного указания

пространственно-временного многообразия с возможностью измерения в нем элементарных длин и

объемов. Пространство-время обладает рядом фундаментальных особенностей: пространство и вре-

мя однородны (отсутствуют привилегированные места в пространстве и избранные точки отсчета

времени); пространство изотропно (нет избранных преимущественных направлений); четырехмерное

пространство-время изотропно; пространство, возможно, обладает некоторыми скрытыми симметрия-

ми; направление хода времени не регламентировано. Перечисленные свойства пространства-времени

могут быть сформулированы на языке групп преобразований пространственно-временных координат.
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Преобразование пространственно-временных координат и физических полевых переменных

X̃β = X
β(ϕs,Xγ , ε), ϕ̃k = Φk(ϕs,Xγ , ε) (3)

порождает, очевидно, преобразование всего комплекса переменных (2):

Xγ , ϕs, ∂α1
ϕs, ∂α1

∂α2
ϕs, . . .,

↓

X̃γ , ϕ̃s, ∂̃α1
ϕ̃s, ∂̃α1

∂̃α2
ϕ̃s, . . . .

Чаще всего, предполагается, что преобразования (3) образуют однопараметрическую группу пре-

образований (группу Ли преобразований).

Полные вариации полевых переменных и пространственно-временных координат, отвечающие их

преобразованию в соответствии с (3), вычисляются согласно

δXβ = ε

(
∂X β(ϕs,Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

, δϕk = ε

(
∂Φk(ϕs,Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

.

Для теории поля числовая величина действия не столь важна, как его форма, задаваемая лагран-

жианом L , который определяется (помимо всего прочего) выбором тех или иных координатных

систем в пространственно-временном многообразии и математического представления полевых пере-

менных. В новых переменных, вообще говоря, изменяется форма лагранжиана L :

L → L̃ ,

где L̃ — «естественная» плотность лагранжиана, выраженная с помощью новых пространственно-

временных координат X̃β и физических полей ϕ̃k. Однако величина действия должна оставаться

неизменной (так называемая эквивалентность действия относительно группы преобразований (3)).

Таким образом, функционалы

I =

∫

D

L (ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xβ)d4X, Ĩ =

∫

D̃

L̃ (ϕ̃k, ∂̃αϕ̃k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃k, . . . , X̃β)d4X̃

называются эквивалентными при их преобразовании группой (3) тогда и только тогда, когда выпол-

няется равенство Ĩ = I.

Математическое описание поля представляет собой вариационный принцип, который по сообра-

жениям исторического характера, называется вариационным принципом Гамильтона–Остроградского

(или принципом наименьшего действия). Действительное поле реализуется в пространстве-времени

таким образом, что действие оказывается экстремальным, т.е. первая вариация действия обращается

в нуль для всех допустимых вариаций физических полей ϕk при неварьируемых пространственно-

временных координатах и четырехмерной области, выступающей в качестве носителя поля: δI = 0. В

аналитической механике такому способу варьирования отвечают так называемые изохронные вариа-

ции.

Из принципа наименьшего действия получаются ковариантные дифференциальные уравнения поля

в форме уравнений Эйлера–Лагранжа:

Ek(L ) = 0, (4)

где Ek(L ) ≡
∂L

∂ϕk
−∂β

∂L

∂(∂βϕk)
+∂γ∂β

∂L

∂(∂γ∂βϕk)
−·· · есть один из самых важных дифференциальных

операторов математической физики — оператор Эйлера.

Действительные физические поля (при условии их гладкости) обязаны удовлетворять системе

дифференциальных уравнений Эйлера–Лагранжа (4).

Структура дифференцирований в операторе Эйлера становится более понятной и обозримой, если

ввести обозначения (см. [3])
∂

∂ϕl
= ∂

0
l,

∂

∂(∂α1
∂α2

. . . ∂αs
ϕl)

= ∂
s

α1α2...αs

l и записать его символически

в форме

El =
∑

s≥0

(−1)s∂α1
∂α2

. . . ∂αs
∂
s

α1α2...αs

l .
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Здесь в сумме при s = 0 подразумевается слагаемое ∂
0

l, обозначающее частное дифференцирование

по полевой переменной ϕl.

Заметим, что принцип наименьшего действия ограничивает физически допустимые лагранжианы.

Так, недопустимы лагранжианы, для которых соответствующие интегральные функционалы не имеют

экстремалей ни при каких вещественных полевых переменных или для которых дифференциальные

уравнения поля (4) противоречивы.

В современной научной литературе часто говорится об инвариантности уравнений Эйлера–

Лагранжа. Однако это противоречит действительному положению дел. Математически строгое опре-

деление инвариантности системы дифференциальных уравнений в частных производных относительно

группы преобразований известно из группового анализа и означает сохранение формы уравнений при

их преобразовании к новым переменным согласно (3). Относительно произвольной однопараметриче-

ской геометрической группы преобразований (3) уравнения Эйлера–Лагранжа, вообще говоря, неин-

вариантны, но они ковариантны (при условии, что действие удовлетворяет принципу эквивалентности,

гарантирующему при, возможно, изменяющейся «естественной» плотности лагранжиана постоянство

величины действия относительно произвольных геометрических преобразований пространственно-

временных координат и полевых переменных), поскольку в новых переменных правило их составления

остается прежним.

Исключительный интерес в теории вариационных симметрий представляют однопараметриче-

ские геометрические группы преобразований, которые при неизменности формы функционала дей-

ствия сохраняют его величину при преобразовании координат и полей согласно (3) и соответствии

пространственно-временных 4-областей интегрирования в переменных Xβ и X̃β . Указанные группы

обычно называют геометрическими группами абсолютной инвариантности функционала действия, а

также абсолютными геометрическими симметриями действия по Гамильтону (или просто вариаци-

онными симметриями действия). Инвариантность функционала действия (вариационная симметрия

действия) относительно однопараметрической геометрической группы преобразований (3) порождает

некоторый дивергентный закон сохранения. Общая теория законов сохранения для систем дифферен-

циальных уравнений в частных производных, которые получаются как уравнения Эйлера–Лагранжа

некоторой вариационной задачи, следующих из существования геометрических вариационных сим-

метрий действия, излагается, например, в [3, с. 377–386]. Дивергентный закон сохранения является

обобщением известного из теории обыкновенных дифференциальных уравнений понятия первого ин-

теграла и всегда имеет форму дивергентного дифференциального уравнения:

∂βJβ = 0, (5)

где Jβ(ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xµ) — 1-контравариантный пространственно-временной 4-вектор, кото-

рое должно удовлетворяться для любого решения уравнений поля. Вектор Jβ — дифференциальная

функция, зависящая от градиентов полевых переменных, наивысший порядок которых на единицу

меньшего порядка уравнений поля; этот вектор называется вектором тока (или 4-током).

Классический метод поиска законов сохранения с помощью вариационных симметрий действия

кратко может быть описан следующим образом.

Критерий инвариантности функционала действия (1) относительно геометрической группы преоб-

разований (3) имеет вид

δL + L
∂(δXγ)

∂Xγ
= 0, (6)

где вариация лагранжиана δL — линейная по ε часть приращения:

L (ϕ̃k, ∂̃αϕ̃k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃k, . . . , X̃β) − L (ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, . . . ,Xβ).

Если лагранжиан зависит от градиентов поля порядка не выше первого, вариация лагранжиана,

очевидно, равна

δL =

(
∂L

∂Xγ

)

expl

δXγ +
∂L

∂ϕk
δϕk +

∂L

∂(∂βϕk)
δ(∂βϕk).

Учитывая затем формулу для полной вариации первых градиентов поля

δ(∂βϕk) = ∂β(δϕk) + (∂γ∂βϕk)δXγ ,
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где вариации δϕk и δϕk связаны уравнением δϕk = δϕk + (∂γϕk)δXγ , получаем:

δL = (∂γL )δXγ +
∂L

∂ϕk
δϕk +

∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δϕk)

или

δL =

(
∂L

∂ϕk
− ∂β

∂L

∂(∂βϕk)

)
δϕk + (∂γL )δXγ + ∂β

(
∂L

∂(∂βϕk)
δϕk

)
.

В результате, когда вариационная симметрия действия известна и лагранжиан зависит от гради-

ентов поля порядка не выше первого, уравнение (6) преобразуется к

Ej(L )δϕj + ∂β

(
L δXβ +

∂L

∂(∂βϕk)
δϕk

)
= 0. (7)

Разделив затем левые и правые части (7) на параметр ε и обозначая

Q
j =

δϕj

ε
, Jβ = L

δXβ

ε
+

∂L

∂(∂βϕk)

δϕk

ε
,

приходим к равенству

Q
j
Ej(L ) = ∂β(−Jβ).

Таким образом, при выполнении уравнений поля (4) будет справедлив дивергентный закон сохра-

нения (5).

3. ПОЛЕВАЯ ТЕОРИЯ ТЕРМОУПРУГОГО КОНТИНУУМА С МИКРОСТРУКТУРОЙ

Одним из самых распространенных подходов к изучению деформации континуума является кон-

цепция сравнения пространственных положений составляющих его точек. В этом плане необходимы

инструменты, позволяющие однозначно идентифицировать все точки, совокупность которых образу-

ет континуум. В качестве одного из способов индивидуализации, широко используемых в механи-

ке деформируемого твердого тела, обычно выступают метки, частным вариантом которых являются

лагранжевы координаты-метки. Однако в некоторых случаях механизм идентификации заранее мо-

жет быть не вполне ясным, как это видно на примере перемещения тени, отбрасываемой некоторым

движущимся от системы источников света телом.

В теориях континуума с микроструктурой (см., например, [4]) произвольная «конечная» деформа-

ция континуума, представляемая чисто геометрическим преобразованием x = x(X, t) положения X

отсчетной конфигурации в соответствующее актуальное место x пространства, сопровождается экс-

традеформацией, проявляющейся в форме нарушений взаимной ориентации и метрических характе-

ристик системы трех некомпланарных d-векторов d
a

(a = 1, 2, 3), связанных с микроэлементом:

d
a

= d
a

(X, t). (8)

Переменные X и x выступают как соответственно лагранжева (отсчетная) и эйлерова (простран-

ственные) переменные, если пользоваться стандартной терминологиней механики континуума. С эти-

ми переменными связаны метрики Gαβ , gij . Конвективная метрика характеризуется метрическим

тензором gαβ .

Заметим, что лагранжевы переменные Xα (α = 1, 2, 3), дополненные четвертой временной коорди-

натой, выступают как пространственно-временные координаты. Эйлеровы переменные xj (j = 1, 2, 3)

представляют собой физические поля. То же самое относится к «мягкой» системе d-векторов d
a

(a = 1, 2, 3). Но они классифицируются нами как экстраполевые (сверх переменных xj ) перемен-

ные и вводятся в формализм теории поля с помощью пространственных компонент d
a

j (a = 1, 2, 3;

j = 1, 2, 3).

Система трех d-векторов, ассоциированных с каждой точкой континуума, собственно, и задает

микроструктуру континуума. С теоретико-полевой точки зрения наличие микроструктуры приводит

лишь к увеличению числа полевых переменных и, возможно, повышению максимального порядка
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дифференцирований в «естественной» плотности лагранжиана. «Тонкая» (fine) микроструктура кон-

тинуума представляется экстраполями контравариантных тензоров (d-тензоров) сколь угодно высоких

рангов

d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . .).

Выбранная здесь схема описания микроструктуры и возможность ее математического представле-

ния d-тензорами произвольно высоких четных рангов (симметричными по всем индексам) подробно

описана в работе Ю. Н. Радаева «Континуальные модели поврежденности твердых тел» (М., 1999).

Экстрадеформация, обусловленная наличием «тонкой» микроструктуры, математически описыва-

ется отображениями, подобными (8).

Поведение репера d
a

(a = 1, 2, 3) характеризуется как его возможной «чистой» деформацией (сдви-

гами трехгранника и удлинениями его ребер), так и поворотом. Ясно, что каждый элемент контину-

ума с микроструктурой обладает большим числом степеней свободы, чем классический континуум.

С дополнительными степенями свободы, которыми обладает микроэлемент, связаны естественно и

дополнительные инерция, импульс, кинетическое и деформационное действие (кинетическая энергия

и свободная энергия). Трансформация репера d
a

(a = 1, 2, 3) может сводиться только к его «жест-

ким» поворотам в пространстве; в этом случае [5], помимо трех трансляционных степеней свободы,

микроэлемент будет обладать лишь тремя дополнительными ротационными степенями свободы. Воз-

можность исключительно «жесткой» трансформации указанного репера можно выразить уравнениями

gijd
a

i
d
b

j = δ
ab

(a, b = 1, 2, 3),

где gij — компоненты эйлеровой пространственной метрики, δ
ab

— символ Кронекера, которые, оче-

видно, имеют смысл дополнительных кинематических ограничений, накладываемых на экстраполевые

переменные d
a

(a = 1, 2, 3).

В более широком смысле дополнительное кинематическое ограничение может накладываться на

экстрадеформацию континуума с микроструктурой в форме конечного уравнения:

F (d
1

j1j2···, d
2

j1j2···, . . .) = 0,

связывающего экстраполевые переменные d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . .).

В качестве основной термической полевой переменной примем температурное смещение ϑ, кото-

рое определяется как первообразная по времени (при фиксированных лагранжевых переменных) от

абсолютной температуры θ. Именно такой подход характерен для теоретико-полевых формулировок

термомеханики [6–9].

Перечислим далее все определяющие переменные термоупругого континуума с «тонкой» микро-

структурой: градиент деформации ∂αxj (j, α = 1, 2, 3); d-векторы d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) вме-

сте с их референциальными градиентами ∂αd
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3); d-тензоры d
c

j1j2···

(c = 1, 2, 3, . . .; j1, j2, · · · = 1, 2, 3) и их референциальные градиенты ∂αd
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . .; α = 1, 2, 3;

j1, j2, · · · = 1, 2, 3); градиент температурного смещения ∂αϑ и скорость температурного смещения ∂4ϑ.

В терминах отсчетных переменных Xα (α = 1, 2, 3), эйлеровых переменных xj (j = 1, 2, 3), экс-

траполевых d-переменных и температурного смещения ϑ «естественная» плотность действия (лагран-

жиан) в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии должна иметь форму

L = L (Xβ , xj , d
a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···
, ϑ̇, ∂αxj , ∂αd

a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ). (9)

Более конкретная форма получается, если рассматривать плотность действия как разность плотности

кинетической энергии и свободной энергии Гельмгольца:

L =
1

2
ρRgkj ẋ

kẋj +
1

2
ρRgij

ab

I ḋ
a

i
ḋ
b

j
+

1

2
ρRgj1k1

gj2k2
· · ·

cd

J ḋ
c

j1j2···
ḋ
d

k1k2···
· · · −

−ψ(Xβ , xj , d
a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···
, ϑ̇, ∂αxj , ∂αd

a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ).
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Здесь точкой обозначается частное дифференцирование по времени ∂4 при постоянных лагранжевых

координатах Xα; ρR — референциальная плотность;
ab

I ,
cd

J— тензоры инерции микроэлемента.

Вариационный интеграл термоупругого действия в силу указанной формулой (9) плотности будет

иметь следующий вид:

I =

∫
L (Xβ , xj , d

a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···
, ϑ̇, ∂αxj , ∂αd

a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ)d4X

(a = 1, 2, 3; c = 1, 2, 3, . . . ; α, β = 1, 2, 3; j, j1, j2, · · · = 1, 2, 3). (10)

Соответствующие вариационному интегралу (10) и принципу наименьшего действия связанные

уравнения поля получаются в ковариантной форме и распадаются на следующие четыре группы:

∂αSα·
·j − Ṗj = −

∂L

∂xj
(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α

a

M
α·
·j +

a

A j − ∂4

a

Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α

c

M
α·· ···
·j1j2···

+
c

A j1j2··· − ∂4

c

Qj1j2··· = 0 (c = 1, 2, 3, . . . ; α = 1, 2, 3; j1, j2, · · · = 1, 2, 3),

∂αjα
R + ṡ =

∂L

∂ϑ
(α = 1, 2, 3). (11)

Лагранжев полевой формализм исключительно удобен тем, что определяющие уравнения конти-

нуума выступают просто как обозначения для полевых частных производных, которые вводятся для

записи дифференциальных уравнений поля (11):

Pj =
∂L

∂ẋj
,

a

Qj =
∂L

∂ḋ
a

j
,

c

Qj1j2··· =
∂L

∂ḋ
c

j1j2···
,

Sα·
·j = −

∂L

∂(∂αxj)
,

a

M
α·
·j = −

∂L

∂(∂αd
a

j)
,

c

M
α·· ···
·j1j2···

= −
∂L

∂(∂αd
c

j1j2···)
,

a

A j =
∂L

∂d
a

j
,

c

A j1j2··· =
∂L

∂d
c

j1j2···
, s =

∂L

∂ϑ̇
, jα

R =
∂L

∂(∂αϑ)
.

В приведенных выше определяющих уравнениях приняты следующие обозначения: Pj — обоб-

щенный импульс, соответствующий трансляционным степеням свободы;
a

Qj ,
c

Qj1j2··· — обобщенные

экстраимпульсы, соответствующие дополнительным (в том числе ротационным) степеням свободы;

Sα·
·j — первый тензор напряжений Пиола–Кирхгофа;

a

M
α·
·j

c

M
α·· ···
·j1j2···

— тензоры экстранапряжений

(hyperstress tensors);
a

A j

c

A j1j2··· — обобщенные силы-моменты, сопряженные экстраполевым пере-

менным d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, . . . ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3); s — плотность энтропии

(в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии); jα
R — референциальный вектор потока энтро-

пии (в единицу времени через единицу площади в отсчетном состоянии).

Полевое уравнение в последней строке (11) выражает баланс энтропии. Если плотность действия

не содержит явных вхождений температурного смещения, то производство энтропии будет равно

нулю. Таким образом, уравнение транспорта тепла будет иметь гиперболический аналитический тип

так же, как это имеет место в гиперболической термоупругости Грина–Нахди GNII [2].

4. ПЛОСКОЕ ПРОСТРАНСТВО-ВРЕМЯ. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

В дальнейшем будем считать пространство-время плоским. В этом случае выполняется условие

трансляционной инвариантности действия. Поэтому можно ввести 4-ковариантный тензор энергии-

импульса и сформулировать с его помощью законы сохранения, соответствующие сдвигами всех

четырех пространственно-временных координат [2]. Следуя [2], определим компоненты канонического

тензора энергии-импульса термоупругого поля T
µ·
·λ (λ, µ = 1, 2, 3, 4) в континнуме с микроструктурой.

Всего имеются следующие четыре группы соотношений:

T
µ·
·λ = L δ

µ
λ + S

µ·
·l (∂λxl) +

a

M
µ·
·l (∂λd

a

l) +
c

M
µ·· ···
·j1j2···

(∂λd
c

j1j2···) − j
µ
R(∂λϑ) (λ, µ = 1, 2, 3), (12)
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T
µ·
·4 = S

µ·
·l ẋl +

a

M
µ·
·l ḋ

a

l
+

c

M
µ·· ···
·j1j2···ḋ

c

j1j2···
− j

µ
Rϑ̇ (λ = 4; µ = 1, 2, 3), (13)

T 4·
·λ = −(∂λxl)Pl − (∂λd

a

l)
a

Ql − (∂λd
c

j1j2···)
c

Qj1j2··· − s(∂λϑ) (λ = 1, 2, 3; µ = 4), (14)

T 4·
·4 = L − ẋlPl − ḋ

a

l a

Ql − ḋ
c

j1j2··· c

Qj1j2··· − sϑ̇ (λ = 4; µ = 4). (15)

Приведенные выше компоненты тензора энергии-импульса термоупругого поля позволяют быстро

найти полный гамильтониан поля H , вектор псевдоимпульса поля Pλ, вектор Умова–Пойнтинга Γµ

и тензор напряжений Эшелби P
µ·
·λ .

Так, компонента (15) тензора энергии-импульса представляет собой взятую с отрицательным зна-

ком плотность гамильтониана:

H = ẋlPl + ḋ
a

l a

Ql + ḋ
c

j1j2··· c

Qj1j2··· + ϑ̇s − L .

Компоненты (14) определяют ковариантный вектор псевдоимпульса поля согласно формуле

Pλ = −(∂λxl)Pl − (∂λd
a

l)
a

Ql − (∂λd
c

j1j2···)
c

Qj1j2··· − s(∂λϑ) (λ = 1, 2, 3).

Из компонент (13) формируется контравариантный вектор Умова–Пойнтинга:

Γµ = S
µ·
·l ẋl +

a

M
µ·
·l ḋ

a

l
+

c

M
µ·· ···
·j1j2···ḋ

c

j1j2···
− j

µ
Rϑ̇ (µ = 1, 2, 3).

Компоненты (12) тензора энергии-импульса, взятые с противоположным знаком, дают возможность

вычислить тензор напряжений Эшелби:

−P
µ·
·λ = L δ

µ
λ + S

µ·
·l (∂λxl) +

a

M
µ·
·l (∂λd

a

l) +
c

M
µ·· ···
·j1j2···

(∂λd
c

j1j2···) − j
µ
R(∂λϑ) (λ, µ = 1, 2, 3).

4-ковариантный закон сохранения, соответствующий вариационным симметриям действия в форме

трансляций пространственно-временных координат ∂µT
µ·
·λ = 0 (λ, µ = 1, 2, 3, 4), естественным обра-

зом распадается на два симметричных канонических уравнения баланса энергии и псевдоимпульса

термоупругого поля: − ˙H + ∂µΓµ = 0, −Ṗλ + ∂µP
µ·
·λ = 0.

Теоретико-полевой подход (и лагранжев формализм) применим только к тем полям, в которых

сохраняется постоянной полная энергия. Он не отражает того обстоятельства, что в реальном эво-

люционирующем поле полная энергия убывает, трансформруясь в другие виды энергии, например в

тепловую энергию, т. е. происходит рассеяние энергии, сопровождающееся возрастанием энтропии.

Однако не стоит и сужать возможности такого подхода. Возможность освобождения (стока) энергии

может быть учтена не столько в уравнениях поля, сколько сингулярностями поля.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00139 «Гипер-

болические тепловые волны в твердых телах с микроструктурой»).
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Covariant Field Equations and d-tensors of Hyperbolic Thermoelastic Continuum

with Fine Microstructure
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A non-linear mathematical model of hyperbolic thermoelastic continuum with fine microstructure is proposed. The model is described

in terms of 4-covariant field theoretical formalism. Fine microstructure is represented by d-tensors, playing role of extra field variables.

A Lagrangian density for hyperbolic thermoelastic continuum with fine microstructure is given and the corresponding least action

principle is formulated. 4-covariant field equations of hyperbolic thermoelasticity are obtained. Constitutive equations of microstructural

hyperbolic thermoelasticity are discussed. Virtual microstructural inertia is added to the considered action density. It is also concerned

to the thermal inertia. Variational symmetries of the thermoelastic action are used to formulate covariant conservation laws in a plane

space–time.

Key words: thermoelasticity, microstructure, field, extra field, action, Lagrangian, covariance, symmetry, conservation law, d-tensor,

4-current, energy–momentum tensor.

References

1. Kovalev V. A., Radaev Yu. N. Elementy teorii polia:

variatsionnye simmetrii i geometricheskie invarianty

[Elements of the field theory: variational symmetries and

geometric invariants]. Moscow, Fizmatlit, 2009, 156 p.

(in Russian).

2. Kovalev V. A., Radaev Yu. N. Volnovye zadachi teorii

polia i termomekhanika [Wave problems of the field

theory and thermomechanics]. Saratov, Saratov Univ.

Press, 2010, 328 p. (in Russian).

3. Ovsiannikov L. V. Gruppovoi analiz differentsial’nykh

uravnenii [Group analysis of differential equations].

Moscow, Nauka, 1978, 400 p. (in Russian).

4. Toupin R. A. Theories of Elasticity with Couple-stress.

Arch. Ration. Mech. Anal., 1964, vol. 17, no. 5, pp. 85–

112.

5. Cosserat E., Cosserat F. Théorie des corps déformables.
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