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В действительном вейвлет-анализе d-мерный оператор растяжения может быть записан с помощью действительной d × d

матрицы. В настоящей работе найден явный вид оператора растяжения в произведении локально-компактных нуль-мерных

абелевых групп.
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ВВЕДЕНИЕ

В последние годы активно изучаются всплесковые базисы на группах Виленкина GV и полях Qp

p-адических чисел, а также кратномасштабный анализ (КМА), позволяющий строить такие базисы.

В значительной мере это связано с тем, что всплесковые базисы на GV и Qp, которые получаются в

рамках соответствующего КМА, состоят из ступенчатых функций и, значит, могут быть использова-

ны в цифровой обработке дискретной информации. Поэтому особый интерес вызывают всплесковые

базисы на произведениях Gd
V и Qd

p. Первая попытка получить всплесковые базисы в L2(Q
d
p) была

предпринята в работе А. Хренникова и В. Шелковича [1], где многомерные всплесковые базисы были

получены как произведение одномерных. В. Шелкович и М. Скопина [2] в 2009 г. построили мно-

гомерные 2-адические базисы Хаара в L2(Q
d
2), используя тензорное произведение одномерных КМА.

При построении всплесковых базисов и КМА основную роль играет наличие операторов растяжения

и сдвига. Так, в работе [2] в качестве d-мерного оператора растяжения Ad использовался оператор

покомпонентного растяжения, т. е. Ad(x
(1), x(2), . . . , x(d)) = (A1x

(1), A1x
(2), . . . , A1x

(d)), где A1 — одно-

мерный оператор растяжения. В классическом случае [3] d-мерный оператор растяжения может быть

определен с помощью целочисленной матрицы Ad×d равенством Ad(X) = A X. Э. Кинг и М. Скопина

[4] в 2010 г. выяснили, что при построении КМА в L2(Q
2
2) в качестве A можно взять шахматную

матрицу

(
1/2 1/2

−1/2 1/2

)

. Поле Qp является частными случаями нуль-мерной группы, а их произве-

дение Qd
p также будет нуль-мерной группой. Поэтому естественно рассмотреть более общий вопрос:

какой вид имеет оператор растяжения в произведении нуль-мерных групп. В работах [5, 6], учитывая

тот факт, что произведение нуль-мерных групп снова нуль-мерная группа, была предложена конструк-

ция построения оператора растяжения на произведении компактных нуль-мерных групп, однако этот

оператор не удалось записать в виде Ad(X) = A X. В настоящей работе мы покажем, что опера-

тор растяжения, рассмотренный в работах [5, 6], может быть записан в виде Ad(X) = A EAA
−1X,

где A = Ad×d — невырожденная матрица над полем вычетов по простому модулю p, и EA матри-

ца, в которой на диагонали, ниже главной, стоят 1, в правом верхнем углу — одномерный оператор

растяжения A1, и остальные элементы равны нулю.
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1. ЛОКАЛЬНО-КОМПАКТНЫЕ НУЛЬ-МЕРНЫЕ ГРУППЫ, ТОПОЛОГИЯ, ХАРАКТЕРЫ

Приведем основные понятия и факты, связанные с анализом на нуль-мерных группах. Более

подробную информацию можно найти в [7]. Пусть (G, +̇) — локально-компактная абелева группа,

топология в которой задана счетной системой открытых подгрупп:

⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,

таких, что
+∞⋃

n=−∞

Gn = G,
+∞⋂

n=−∞

Gn = {0}, (Gn/Gn+1)
♯ = pn, где pn — простые числа. Через µ

обозначим меру Хаара на G нормированную условием µG0 = 1, а через
∫

G

f(x)dµ(x) — абсолютно

сходящийся интеграл, порожденный мерой µ.

При каждом n ∈ Z выберем элементы gn ∈ Gn \ Gn+1 и зафиксируем их. Тогда любой элемент

x ∈ G единственным образом представим в виде

x =

+∞∑

n=−∞

angn (an = 0, pn − 1), (1)

причем в сумме (1) слагаемых с отрицательными номерами конечное число. Систему элемен-

тов (gn) будем называть базисной. Пусть далее X — совокупность характеров группы G, ко-

торая является группой относительно операции умножения, G⊥
n — аннулятор группы Gn, т. е.

G⊥
n = {χ ∈ X : ∀ x ∈ Gn, χ(x) = 1}.

Каждый аннулятор G⊥
n есть группа относительно умножения, G⊥

n образуют возрастающую после-

довательность:

· · · ⊂ G⊥
−n ⊂ · · · ⊂ G⊥

0 ⊂ G⊥
1 ⊂ · · · ⊂ G⊥

n ⊂ . . . ,

такую, что
+∞⋃

n=−∞

G⊥
n = X,

+∞⋂

n=−∞

G⊥
n = {1},

причем фактор-группа G⊥
n+1/G⊥

n имеет порядок pn.

При каждом n ∈ Z выберем элементы rn ∈ G⊥
n+1 \ G⊥

n и зафиксируем их. Тогда любой элемент

χ ∈ X единственным образом представим в виде

χ =

+∞∏

n=−∞

rαn

n (αn = 0, pn − 1),

причем в произведении множителей с положительными номерами конечное число. Характеры rn

будем называть функциями Радемахера.

2. ОПЕРАТОР РАСТЯЖЕНИЯ В НУЛЬ-МЕРНОЙ ГРУППЕ И ГРУППЕ ЕЕ ХАРАКТЕРОВ

В этом и следующем параграфе мы будем рассматривать локально-компактную группу (G, +̇) с

основной цепочкой подгрупп

· · · ⊂ Gn ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0 ⊂ G−1 ⊂ · · · ⊂ G−n ⊂ . . . ,

в которой (Gn/Gn+1)
♯ = p при всех n ∈ Z (символом X♯ обозначено количество элементов множе-

ства X). Будем также предполагать, что операция +̇ в группе G удовлетворяет условию

pgn = α1gn+1+̇α2gn+2+̇ . . . +̇αsgn+s (2)

при некоторых фиксированных числах αj = 0, p − 1 (j = 1, s).

Отметим, что если pgn = 0, то группа G есть группа Виленкина, если pgn = gn+1 — группа всех

p-адических чисел.

Определение. Определим оператор A : G → G равенством

Ax =
∑

n∈Z

angn−1

при x =
∑

n∈Z

angn. Если оператор A аддитивен, то будем называть его оператором растяжения.

Математика 9
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Отметим, что оператор A будет аддитивным, если операция +̇ удовлетворяет условию (2), которое

выполняется в наиболее важных группах: группах Виленкина с условием pgn = 0 и группах p-ади-

ческих чисел (pgn = gn+1).

Лемма 1. Если A — оператор растяжения, то AGn = Gn−1, A−1Gn = Gn+1.

Доказательство. Равенство AGn = Gn−1, очевидно, следует из представления

Gn = {x ∈ G : x = angn+̇an+1gn+1+̇ . . . }. ¤

Обозначим

H0 = {x ∈ G : x = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N , N ∈ N, a−j = 0, p − 1}.

Множество H0 играет роль натуральных чисел.

3. ОПЕРАТОР РАСТЯЖЕНИЯ В ПРОИЗВЕДЕНИИ НУЛЬ-МЕРНЫХ ГРУПП

Пусть (G, +̇) — локально-компактная нуль-мерная абелева группа с основной цепочкой:

· · · ⊂ Gn ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0 ⊂ G−1 ⊂ · · · ⊂ G−n ⊂ . . . , (Gn/Gn+1)
♯ = p,

(gn)n∈Z — базисная система, т. е. gn ∈ Gn \ Gn+1. Пусть G = G
d — произведение d экземпляров

группы G с топологией произведения. Базу этой топологии образуют всевозможные смежные классы

Gn1
×Gn2

×· · ·×Gnd
+̇(x(1), x(2), . . . , x(d)). С этой топологией G

d есть нуль-мерная группа и подгруппы

· · · ⊂ G
d
n ⊂ · · · ⊂ G

d
1 ⊂ G

d
0 ⊂ G

d
−1 ⊂ · · · ⊂ G

d
−n ⊂ . . .

образуют цепочку подгрупп, которая не является базисной. Обозначим Gnd = G
d
n. Цепочку (Gnd)n∈Z

по теореме Силова можно дополнить до основной цепочки (Gn)n∈Z так, что (Gn/Gn+1)
♯ = p. Пусть

gn ∈ Gn \Gn+1, произвольные пока векторы gn = (g(n1), g(n2), . . . , g(nd)), которые образуют базисную

систему в G = G
d. По этой системе можно определить оператор Ad равенством

Adx =
∑

n∈Z

angn−1 если x =
∑

n∈Z

angn.

Если он аддитивен, то, согласно определению, он является оператором растяжения. Мы хотим запи-

сать оператор Ad в виде

(Adx)T = A x
T ,

где A — некоторая матрица размерности d × d, x
T — вектор-столбец

(
x(1), x(2), . . . , x(d)

)T
.

Через Zp обозначим поле вычетов по модулю p, т. е. Zp = {0, 1, . . . , p − 1} с операцией

m+̇n = (m + n)mod p и операцией умножения m · n = m+̇m+̇ . . . +̇m
︸ ︷︷ ︸

n

. Через A = Ad×d = (ai,j)

обозначим матрицу, элементы которой ai,j ∈ Zp, через EA — матрицу

EA =









0 0 0 . . . 0 A

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0









,

где A есть одномерный оператор растяжения в группе (G, +̇). По матрице A определим подгруппы

G(n+1)d−l и векторы g(n+1)d−l равенствами

g(n+1)d−l = (a1,lgn, a2,lgn, . . . , ad,lgn), l = 1, d,

G(n+1)d−l =

p−1
⊔

j=0

(G(n+1)d−l+1+̇jg(n+1)d−l).

Лемма 2. Пусть A — невырожденная матрица над полем Zp. Справедливы следующие утвер-

ждения:

1) G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ · · · ⊂ G(n+1)d−d+1 ⊂ Gnd;

2) при каждом l = 1, d множества G(n+1)d−l есть подгруппы;

3) (G(n+1)d−l/G(n+1)d−l+1)
♯ = p;

4) g(n+1)d−l ∈ G(n+1)d−l \ G(n+1)d−l+1;

10 Научный отдел
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5) оператор Ad, определенный равенством

Ad




∑

n,l

a(n+1)d−lg(n+1)d−l



 =
∑

n,l

a(n+1)d−lg(n+1)d−l−1,

аддитивен.

6) если X = (x(1), x(2), . . . , x(d))T = x
T , то (Ad(x))T = A EAA −1X.

Доказательство. 1)–4). Множества

G(n+1)d+̇j(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn) (j = 0, p − 1) (3)

являются смежными классами по подгруппе G(n+1)d и так как матрица A невырождена, то (a1,1,

a2,1, . . . , ad,1) 6= (0, 0, . . . , 0). Поэтому p(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn) ∈ G(n+1)d и, значит,

G(n+1)d+̇p(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn) = G(n+1)d.

Отсюда делаем вывод, что смежные классы (3) образуют циклическую группу порядка p. Поэтому

множество

G(n+1)d−l =

p−1
⊔

j=0

(G(n+1)d+̇j(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn)

есть подгруппа, такая, что

G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ Gnd, (G(n+1)d−1/G(n+1)d)
♯ = p, (Gnd/G(n+1)d−1)

♯ = pd−1.

Так как матрица A невырождена, то

g(n+1)d−2 = (a1,2gn, a2,2gn, . . . , ad,2gn) ∈ Gnd \ G(n+1)d−1

и, аналогично предыдущему, множество

G(n+1)d−2 =

p−1
⊔

j=0

(G(n+1)d−1+̇jg(n+1)d−2)

есть подгруппа такая, что

G(n+1)d ⊂ G(n+1)d−1 ⊂ G(n+1)d−2 ⊂ Gnd, (G(n+1)d−2/G(n+1)d−1)
♯ = p, (Gnd/G(n+1)d−2)

♯ = pd−2.

Продолжая эти рассуждения, получаем, что утверждения 1)–4) леммы 2 выполнены.

5) Для доказательства аддитивности оператора Ad достаточно проверить справедливость равен-

ства

pgn = γ1gn+1+̇γ2gn+2+̇ . . . +̇γsdgn+sd.

6) Покажем, что для оператора Ad справедливо равенство

(Ad(x))T = A EAA
−1X (X = (x(1), x(2), . . . , x(d))T ).

Пусть x = (x(1), x(2), . . . , x(d)). Тогда

x =
∑

n∈Z

d∑

l=1

α(n+1)d−lg(n+1)d−l =
∑

n∈Z

d∑

l=1

α(n+1)d−l(a1,lgn, a2,lgn, . . . , ad,lgn, ).

Отсюда находим

x(j) =
∑

n∈Z

gn

d∑

l=1

α(n+1)d−laj,l =
∑

n∈Z

gnβ(j)
n , j = 1, 2, . . . , d,

т. е.

A (α(n+1)d−1, α(n+1)d−2, . . . , αnd)
T = (β(1)

n , β(2)
n , . . . , β(d)

n )T ,

или

(α(n+1)d−1, α(n+1)d−2, . . . , αnd)
T = A

−1(β(1)
n , β(2)

n , . . . , β(d)
n )T .

Математика 11
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Обозначим для удобства A −1 = (bi,j)d×d. По определению оператора растяжения

Adx =
∑

n∈Z

d−1∑

l=0

α(n+1)d−lg(n+1)d−l−1 =

=
∑

n∈Z

(α(n+1)d−0g(n+1)d−1+̇α(n+1)d−1g(n+1)d−2+̇ . . . +̇α(n+1)d−(d−1)g(n+1)d−d) =

=
∑

n∈Z

(α(n+1)d−0(a1,1gn, a2,1gn, . . . , ad,1gn)+̇α(n+1)d−1(a1,2gn, a2,2gn, . . . , ad,2gn)+̇

+̇ . . . +̇α(n+1)d−(d−1)(a1,dgn, a2,dgn, . . . , ad,dgn)). (4)

Обозначим Adx = y = (y(1), y(2), . . . , y(d)). Из (4) находим выражения для компонент вектора y

y(i) =
∑

n∈Z

gn

d∑

l=1

ai,lα(n+1)d−(l−1) =
∑

n∈Z

β̃(i)
n gn, i = 1, 2, . . . , d.

Отсюда получаем:

(β̃(1)
n , β̃(2)

n , . . . , β̃(d)
n )T = A (α(n+1)d, α(n+1)d−1, . . . , α(n+1)d−(d−1))

T .

Запишем выражение для y(i) в виде

y(i) =

d∑

l=1

ai,l

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−(l−1) = ai,1

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−0+̇ai,2

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−1+̇ . . . +̇

+̇ai,d

∑

n∈Z

gnα(n+1)d−(d−1) = ai,1

∑

n∈Z

gn





d∑

j=1

bd,jβ
(j)
n+1



 +̇ai,2

∑

n∈Z

gn





d∑

j=1

b1,jβ
(j)
n



 +̇ . . . +̇

+̇ai,d

∑

n∈Z

gn





d∑

j=1

bd−1,jβ
(j)
n



 = ai,1

d∑

j=1

bd,j

∑

n∈Z

gnβ
(j)
n+1+̇ai,2

d∑

j=1

b1,j

∑

n∈Z

gnβ(j)
n +̇ . . . +̇

+̇ai,d

d∑

j=1

bd−1,j

∑

n∈Z

gnβ(j)
n = ai,1

d∑

j=1

bd,jAx(j)+̇ai,2

d∑

j=1

b1,jx
(j)+̇ . . . +̇ai,d

d∑

j=1

bd−1,jx
(j),

где A — одномерный оператор растяжения в G. Таким образом,








y(1)

y(2)

...

y(d)








= A















d∑

j=1

bd,jx
(j)

d∑

j=1

b1,jx
(j)

...
d∑

j=1

bd−1,jx
(j)















= A ·







bd,1A . . . bd,dA

b1,1 . . . b1,d

. . . . . . . . .

bd−1,1 . . . bd−1,d














x(1)

x(2)

...

x(d)








=

= A









0 0 0 . . . 0 A

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0









A
−1 · (x(1), x(2), . . . , x(d))T = A EAA

−1(x(1), x(2), . . . , x(d))T ,

и лемма доказана. ¤

Из леммы 2 сразу получаем следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть A — одномерный оператор растяжения в (G, +̇). Для любой невырожденной

матрицы A = Ad×d над полем вычетов по модулю p равенство

(Ad(x))T = A EAA
−1

x
T

определяет оператор растяжения в Gd.
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Теорема 2. Пусть p — простое и

Ep =









0 0 0 . . . 0 1
p

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0









— матрица размерности d × d (d ≥ 2). Тогда равенство

(Ad(x))T = A EpA
−1

x
T

определяет оператор растяжения в Qd
p.

Если G есть группа всех p-адических чисел Qp, то в Q2
p можно указать другой вид оператора

растяжения.

Теорема 3 [9]. Определим базисную последовательность в Q2
p равенствами g2n+1 = (gn, νgn),

g2n = (gn, gn+1), где ν|(p − 1). Обозначим p − 1 = να. Тогда соответствующий оператор растя-

жения A2 задается равенством

A2(x
(1), x(2)) = (Ax(1)+̇αAx(2), νAx(1)−̇Ax(2)),

или в матричной форме A2

(
x(1)

x(2)

)

=

(
A αA

νA −̇A

)(
x(1)

x(2)

)

, где A — одномерный оператор растя-

жения Ax =
x

p
.

При доказательстве последнего равенства существенно используется тот факт, что в группе p-

адических чисел операция +̇ удовлетворяет условию pgn = gn+1. При p = 2 получаем оператор

растяжения из работы [4].

Работа выполнена при поддержке фонда РФФИ (проект 13-01-00102-а).
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In the real wavelet analysis d-dimensional dilation operator may be written with the help of an integer-valued d × d matrix. We find

the matrix representation of the dilation operator on the product of zero-dimensional locally compact Abelian groups.
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УДК 517.927.25

О ДВУКРАТНОЙ ПОЛНОТЕ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
СИЛЬНО НЕРЕГУЛЯРНОГО КВАДРАТИЧНОГО ПУЧКА

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

О. В. Парфилова

Старший преподаватель кафедры информатики, Саратовская государственная юридическая академия,

Oksana_Parfilova@mail.ru

Рассматривается класс сильно нерегулярных пучков обыкновенных дифференциальных операторов 2-го порядка с посто-

янными коэффициентами. Предполагается, что корни характеристического уравнения пучков этого класса лежат на одной

прямой, проходящей через начало координат, по разные стороны от него. Найден точный отрезок, на котором система

собственных функций 2-кратно полна в пространстве суммируемых с квадратом функций.

Ключевые слова: квадратичный пучок, пучок второго порядка, пучок обыкновенных дифференциальных операторов,

двухточечные краевые условия, однородное дифференциальное выражение с постоянными коэффициентами, кратная

полнота системы собственных функций, кратная неполнота системы собственных функций.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В пространстве L2[0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операторов L(λ),

порожденный на конечном отрезке [0, 1] дифференциальным выражением:

l(y, λ) := y(2) + λp1y
(1) + λ2p2y

и двухточечными одородными краевыми условиями:

Uν(y, λ) := Uν0(y, λ) + Uν1(y, λ) := (αν1y
(1)(0) + λαν2y(0))+

+(βν1y
(1)(1) + λβν2y(1)) = 0, ν = 1, 2, (1)

где pj , ανj , βνj ∈ C. В случае αν1 = βν1 = 0 считаем, что краевое условие имеет вид

αν2y(0) + βν2y(1) = 0.

Обозначим через ω1, ω2 корни характеристического уравнения ω2 + p1ω + p2 = 0 и предположим,

что всюду далее выполняется основное предположение: корни ω1, ω2 различны, отличны от нуля и

c© Парфилова О. В., 2013


