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We consider mathematical models of multi-criteria optimization with quality criteria. The main problem is a construction of preference

relations on the set of alternatives and an investigation of its mathematical properties. Two methods for contraction of Pareto-optimal
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УПОРЯДОЧЕННОЕ МНОЖЕСТВО СВЯЗНЫХ ЧАСТЕЙ
МНОГОУГОЛЬНОГО ГРАФА

В. Н. Салий
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Под многоугольным графом понимается ориентированный граф, полученный из цикла путем некоторой ориентации его

ребер. Множество абстрактных (т. е. рассматриваемых с точностью до изоморфизма) связных частей многоугольного

графа упорядочивается отношением вложимости графов. Получено описание многоугольных графов, для которых это

упорядоченное множество является решеткой.

Ключевые слова: многоугольный граф, линейный граф, двоичный вектор, двойственность, упорядоченное множество,

решетка.

Под графом понимается пара G = (V, α), где V — конечное непустое множество и α ⊆ V × V —

отношение на нем. Элементы множества V называются вершинами графа, а пары, входящие в отно-

шение смежности α, — дугами.

Если V ′ ⊆ V и α′ ⊆ α, то граф G′ = (V ′, α′) называется частью графа G. В случае, когда

α′ = α ∩ (V ′ × V ′), говорят, что G′ является подграфом графа G.

Пусть G = (V, α) и H = (U, β) — некоторые графы. Вложение графа G в граф H — это та-

кое инъективное отображение ϕ : V → U , что (∀ v, v′ ∈ V )((v, v′) ∈ α =⇒ (ϕ(v), ϕ(v′)) ∈ β). Если
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(∀ v, v′ ∈ V )((v, v′) ∈ α ⇐⇒ (ϕ(v), ϕ(v′)) ∈ β), то говорят, что ϕ — сильное вложение G в H. Биектив-

ное сильное вложение (фактически наложение) ϕ : V → U по определению является изоморфизмом

графа G на граф H. С абстрактной точки зрения изоморфные графы не различаются, их интерпре-

тируют как различные реализации одного и того же объекта. Если граф G вкладывается в граф H,

то G изоморфен некоторой части графа H, а при сильном вложении — некоторому его подграфу.

Вершины v, v′ графа G называются связанными, если (∃ v1, v2, . . . , vk ∈ V )((v, v1) ∈

∈ α ∪ α−1 &(v1, v2) ∈ α ∪ α−1 & . . . &(vk, v′) ∈ α ∪ α−1). Граф, в котором любые две вершины

связаны, по определению является связным.

Маршрутом с началом v и концом v′ называется последовательность примыкающих дуг (v, v1),

(v1, v2), . . . , (vk, v′). Маршрут можно представить в виде перечисления проходимых вдоль него вер-

шин: vv1v2 . . . vkv′. Цепь — это маршрут, в котором все вершины разные. Цепь, состоящую из n

дуг, обозначим через Pn и будем использовать ее стандартную запись Pn = v0v1 . . . vn. Если «скле-

ить» концы цепи, получим n-звенный (n-вершинный) контур, который будем записывать в виде

Cn = v1v2 . . . vn−1v1, считая v1 выбранной начальной вершиной.

Под линейным графом длины n понимается всякий граф L, полученный переориентацией неко-

торых дуг цепи Pn. Многоугольным графом порядка n называется всякий граф M , полученный

переориентацией некоторых дуг контура Cn (см. [1]).

Очевидно, что все связные части линейного графа являются его подграфами. В многоугольном

графе M порядка n все связные собственные части с ≤ n − 1 вершинами будут линейными подгра-

фами в M , если же из M удалить какую-нибудь дугу, то получится линейный граф, являющийся

частью, но не подграфом графа M .

Для многоугольного графа M через ASubcM обозначим класс всех связных графов, допускающих

вложение в M . Если L ∈ ASubcM , то это означает, что все графы из L изоморфны некоторой линей-

ной части графа M или самому графу M . Класс ASubcM упорядочивается отношением вложимости:

если L
′ и L

′′ определяются соответственно линейными частями L′ и L′′ графа M , то L
′ ≤ L

′′ по

определению означает, что L′ вкладывается в L′′.

Нашей задачей будет выяснение вопроса о том, для каких многоугольных графов M упорядоченное

множество ASubcM будет решеткой.

Для неориентированных (т. е. с симметричным и антирефлексивным отношением смежности) гра-

фов G близкие вопросы рассматривались различными авторами. Так, в [2] установлены некоторые

общие свойства упорядоченных множеств вида ASubcG. В [3] показано, что не для всякого G упо-

рядоченное множество связных абстрактных подграфов будет шпернеровым. В [4] дана абстрактная

характеризация упорядоченных множеств рассматриваемого вида. В [5] изучаются решеточные упо-

рядочения на множестве ASubcG. В других работах (см., например, [6, 7]) авторы отказываются

от условия связности и исследуют упорядоченное множество всех вообще абстрактных подграфов

данного неориентированного графа. В частности, в [7] доказано, что упорядоченное множество всех

абстрактных подграфов неориентированного графа тогда и только тогда будет решеткой, когда либо

сам этот граф, либо его дополнение представляет собой полный многодольный граф. В [8] автором

были охарактеризованы линейные графы L, для которых упорядоченное множество ASubcL является

решеткой. Настоящая работа существенно опирается на идеи и методы, предложенные в [8].

Пусть b — некоторый двоичный вектор. Двойственным для него называется вектор b
δ, получаемый

из b, если компоненты вектора b записать в обратном порядке, а затем взаимно заменить в компо-

нентах нули и единицы, т. е. осуществить преобразование b 7→ (b−1)′. Например, для b = 011100

будет b
δ = 110001. Понятно, что b

δδ = b.

Под отрезками вектора понимаются блоки, состоящие из подряд идущих компонент этого вектора.

Через ASubcb обозначим совокупность всех попарно не двойственных отрезков двоичного вектора b.

На множестве ASubcb вводится порядок: b
′ ≤ b

′′, если b
′ является отрезком в b

′′ или в b
′′δ.

Двоичными векторами естественным образом кодируются линейные и многоугольные графы.

Линейному графу L длины n соотносится двоичный n-мерный вектор b = b(L) путем сопостав-

ления каждой дуге графа символа 1, если при переориентации цепи Pn = v0v1 . . . vn в граф L

эта дуга оказалась направленной от v0 к vn, и символа 0 в противном случае. Например, для

L = v0 ← v1 ← v2 → v3 → v4 ← v5 будет b(L) = 00110. С другой стороны, каждому n-мерному
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двоичному вектору b соответствует линейный граф L = L(b) длины n, получающийся из цепи Pn

переориентацией ее дуг, согласованной в вышеуказанном смысле со значениями компонент вектора b.

Так, для b = 1011 будет L(b) = v0 → v1 ← v2 → v3 → v4. Двоичным кодом для связного подграфа

линейного графа L, очевидно, является отрезок вектора b(L) или двойственного. Заметим, что двой-

ственные векторы являются кодами изоморфных линейных графов. Будем считать, что b(L) является

лексикографически меньшим из них.

Пусть M — многоугольный граф, полученный из контура Cn переориентацией некоторых дуг.

Выберем в Cn в качестве начальной вершины вершину v1 и построим n-мерный двоичный вектор b
1,

полагая b
1
i = 1, если (vi, vi+1) ∈ α в M , и b

1
i = 0, если (vi+1, vi) ∈ α в M (сложение в индек-

сах — по модулю n). Аналогично построим вектор b
2, считая начальной вершиной v2 и т.д. Выбрав

из векторов b
1,b2, . . . ,bn лексикографически минимальный, сопоставим его графу M и обозначим

через b(M). Например, для четырехугольного графа M = v1 → v2 ← v3 ← v4 → v1 получим

b
1 = 1001,b2 = 0011,b3 = 0110,b4 = 1100, и значит, b(M) = 0011. С другой стороны, каждому

n-мерному вектору b соответствует n-угольный граф M = M(b), получающийся из контура Cn пе-

реориентацией некоторых его дуг, согласованной в вышеуказанном смысле со значениями компонент

вектора b. Например, для b = 01001 будет M(b) = v1 ← v2 → v3 ← v4 ← v5 → v1.

Лемма. Если M — многоугольный граф и b — соответствующий ему двоичный вектор, то

упорядоченные множества ASubcM и ASubcb изоморфны.

Доказательство. Между множествами ASubcM и ASubcb устанавливается взаимно однозначное

соответствие L 7→ b(L), b 7→ L(b). Пусть L
′,L′′ ∈ ASubcM и L

′ ≤ L
′′. Это означает, что линейный

граф L′ допускает вложение в L′′. Но тогда в векторе b(L′′) или его двойственном b(L′′)δ в качестве

отрезка содержится вектор b(L′), т. е. b(L′) ≤ b(L′′). Аналогично, если b
′ ≤ b

′′ для некоторых

b
′,b′′ ∈ ASubcb, то L(b′) вкладывается в L(b′′), т. е. L(b′) ≤ L(b′′). ¤

Из леммы следует, что упорядоченное множество ASubcM абстрактных связных частей мно-

гоугольного графа M тогда и только тогда будет решеткой, когда решеткой будет упорядоченное

множество ASubcb попарно не двойственных отрезков двоичного вектора b, кодирующего граф M .

На рис. 1 и 2 приведены диаграммы упорядоченных множеств ASubcb соответственно для случаев

b = 0001 и b = 00001. Как видим, первое из этих упорядоченных множеств является решеткой, а

второе — нет: в нем не определена, например, точная нижняя грань для элементов 0010 и 100.

Рис. 1. Диаграмма упорядоченного множества Рис. 2. Диаграмма упорядоченного множества

ASubcb для b = 0001 ASubcb для b = 00001

В дальнейшем при записи двоичных векторов будем группировать в них одинаковые компоненты

и использовать экспоненциальную запись: 01100110010 = 0(1202)210 и т. п.

Теорема. Пусть M — многоугольный граф с n вершинами. Упорядоченное множество ASubcM

его абстрактных связных частей тогда и только тогда будет решеткой, когда вектор b = b(M)
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имеет один из следующих видов: 1) 0n; 2) 0n−11, n ≤ 4; 3) 0n−212; 4) (0k1k)l при k ≥ 1, l ≥ 1,

2kl = n.

Доказательство. Необходимость. От противного. Пусть ASubcM , а значит, и ASubcb является

решеткой, но при этом не выполнено ни одно из условий 1)–4). Запишем вектор b в стандартном

виде:

b = 0a11b10a21b2 . . . 0as1bs , ai ≥ 1, bi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ s,

s∑

i=1

(ai + bi) = n.

Если в составе b есть блок длины n, то b = 0n, а это означает выполнение запрещенного усло-

вия 1). Если в b есть блок длины n − 1, то можно записать b = 0n−11. При n ≤ 4 это означает

выполнения условия 2), так что n ≥ 5. Но тогда в составе вектора b есть отрезки 0010 и 100, общи-

ми нижними гранями которых в ASubcb будут 0, 00, 01, 10 и среди них нет наибольшей, так что

inf(0010, 100) не существует, и, значит, ASubcb — не решетка, что противоречит предположению.

Блоков длины n−2 в составе b не может быть из-за отклонения условия 3). Значит, в вышеприведен-

ной стандартной записи вектора b не все показатели кратности одинаковы и все они не превосходят

n − 3.

Здесь могут представиться следующие ситуации. I) ai < aj для некоторых i, j. Так как ai ≤ n− 3

и aj ≤ n − 3, то в составе вектора b имеются отрезки 10ai1 и 10aj 1. Их общими нижними гранями

в ASubb будут отрезки 0, . . . , 0ai , 10, . . . , 10ai , 01, . . . , 0ai1, среди которых нет наибольшего, так что

inf(10ai1, 10aj 1) не существует. II) ai < bj для некоторых i, j. Так как ai ≤ n − 3, bj ≤ n − 3, в

составе вектора b имеются отрезки 10ai1 и 01bj 0. Двойственным для последнего является 10bj 1, и

мы попадаем в I. Наконец, III) bi < bj для некоторых i, j. Так как bi ≤ n − 3, bj ≤ n − 3, в составе

вектора b имеются отрезки 01bi0 и 01bj 0. Двойственными для них будут 10bi1 и 10bj 1, и снова

получается I.

Достаточность. Пусть для n-мерного двоичного вектора b выполняется одно из условий 1–4.

Покажем, что в каждом из этих случаев упорядоченное множество ASubcb является решеткой.

1. b = 0n. В этом случае ASubcb представляет собой n-элементную цепь 0 < 02 < · · · < 0n−1 < 0n.

2. b = 0n−11, n ≤ 4. Для b = 0001 диаграмма решетки ASubcb изображена на рис. 1. Для b = 001

получаем пятиэлементную трехатомную решетку M3. Если b = 01, то ASubcb — двухэлементная

цепь. Наконец, при n = 1, т. е. b = 1, в ASubcb один элемент.

3. b = 0n−212. Возможными отрезками в b являются следующие: 1) 0a, a ≤ n−2; 2) 0a1b, a ≤ n−2,

b ≤ 2, a+b < n; 3) 0a110b, a+b ≤ n−3; 4) 1a, a ≤ 2; 5) 1a0b, a ≤ 2, b ≤ n−2, a+b < n. Покажем, что

у любых двух отрезков есть точная нижняя грань. В п. i, j) указывается точная нижняя грань для

отрезков i и j, 1 ≤ i ≤ j ≤ 5. Заметим еще, что inf((b′)δ, (b′′)δ) = (inf(b′,b′′))δ для любых отрезков

b
′,b′′ вектора b.

В пп. 1,1)–1,5) (здесь i, j) вариант для отрезка вида i и отрезка вида j) результаты вполне очевид-

ны.

1,1) inf(0a, 0b) = 0min(a,b);

1,2) inf(0a, 0b1c) = 0min(a,b), так как можно считать, что b ≥ c;

1,3) inf(0a, 0b110c) = 0min(a,max(b,c,2));

1,4) inf(0a, 1b) = 0min(a,b);

1,5) inf(0a, 1b0c) = 0min(a,c), так как можно считать, что b ≤ c;

2,2) inf(0a1b, 0c1d) = 0min(a,c)1min(b,d)

(в самом деле, ввиду лексикографической минимальности в записи векторов, a ≥ b и c ≥ d. Не на-

рушая общности, можно считать, что a ≥ c. Общими максимальными отрезками у 0a1b с 0c1d и двой-

ственным 0d1c будут соответственно 0min(a,c)1min(b,d) = 0c1min(b,d) и 0min(a,d)1min(b,c). Если b ≤ d(≤ c),

то получаем из них 0c1b ≥ 0d1b. Если же b ≥ d, то получаем 0c1d ≥ 0min(b,c)1d = (0d1min(b,c))δ. Так

что inf = 0min(a,c)1min(b,d));

2,3) inf(0a1b, 0c110d)= (1) 0min(a,c)1b при c ≥ 2, (2) 0min(a,2)1 при c = 1

(в силу соглашения о записи векторов, b ≤ a. Кроме того, b ≤ 2. Общими максимальными отрезка-

ми у 0a1b с 0c110d и двойственным 1d001c будут соответственно 0min(a,c)1b и 0min(a,2)1min(b,c). Если (1)
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c ≥ 2, это будут 0min(a,c)1b ≥ 0min(a,2)1b. Если же (2) c = 1, то получаем 01b и 0min(a,2)1 = (01min(a,2))δ.

Так как b ≤ min(a, 2), то inf = 0min(a,2)1);

2,4) inf(0a1b, 1c) = 0min(max(a,b),c);

2,5) inf(0a1b, 1c0d) = 0min(max(a,b),max(c,d));

3,3) inf(0a110b, 0c110d) = 0min(a,c)110min(b,d);

3,4) inf(0a110b, 1c) = 0min(max(a,b,2),c);

3,5) inf(1a0b, 0c110d)= (1) 1a0min(b,d) при d ≥ 2, (2) 10min(b,2) при d = 1;

4,4) inf(1a, 1b) = 0min(a,b);

4,5) inf(1a, 1b0c) = 0min(a,max(b,c));

5,5) inf(1a0b, 1c0d) = 1min(a,c)0min(b,d)

(здесь считается, что a ≤ b, c ≤ d. Не нарушая общности, положим a ≤ c. Максимальными общими

отрезками у 1a0b с 1c0d и двойственным 1d0c соответственно будут 1min(a,c)0min(b,d) = 1a0min(b,d) и

1min(a,d)0min(b,c) = 1a0min(b,c). Так как min(b, d) ≥ min(b, c), то inf = 1a0min(b,d)).

Таким образом, в случае 3. b = 0n−212 упорядоченное множество ASubcb будет нижней полуре-

шеткой с наибольшим элементом b, т. е. будет решеткой.

4. b = (0k1k)l, k ≥ 1, l ≥ 1, 2kl = n.

Каждый отрезок вектора b имеет один из следующих десяти видов: 1) 0a, 2) 0a1b, a ≥ b, 3) 0a1k0b,

a ≥ b, 4) 0a1k0k1b, a ≥ b, 5) 0a1k0k1k0b, a ≥ b, 6) 0a(1k0k)λ1b, a ≥ b, λ > 1, 7) 0a(1k0k)λ1k0b, λ > 1,

8) 1a0b, a ≤ b, 9) 1a0k1k0b, a ≤ b, 10) 1a(0k1k)λ0b, a ≤ b, λ > 1.

Покажем, что у любых двух отрезков имеется наибольшая в смысле порядка в ASubcb общая

часть. В п. i, j) указывается точная нижняя грань для отрезка вида i и отрезка вида j, 1 ≤ i ≤ j ≤ 10.

Подробно рассматриваются характерные нетривиальные случаи.

1,1) inf(0a, 0b) = 0min(a,b);

1,2) inf(0a, 0b1c) = 0min(a,max(b,c).

В 1,3)–1,10) следует учитывать, что a ≤ k.

1,3) inf(0a, 0b1k0c) = 0a;

1,4) inf(0a, 0b1k0k1c) = 0a;

1,5) inf(0a, 0b1k0k1k0c) = 0a;

1,6) inf(0a, 0b(1k0k)λ1k) = 0a;

1,7) inf(0a, 0b(1k0k)λ1k0c) = 0a;

1,8) inf(0a, 1b0c) = 0max(min((a,b),min(a,c)));

1,9) inf(0a, 1b0k1k0c) = 0a;

1,10) inf(0a, 1b(0k1k)λ0c) = 0a;

2,2) inf(0a1b, 0c1d) = 0min(a,c)1min(b,d)

(по правилам записи векторов, a ≥ b, c ≥ d. Не нарушая общности, будем считать, что

a ≥ c. Максимальными общими отрезками у 0a1b с 0c1d и двойственным 0d1c будут соответ-

ственно 0min(a,c)1min(b,d) и 0min(a,d)1min(b,c). Если b ≥ d, то 0min(a,d)1min(b,c) ≤ 0d1c = (0c1d)δ =

= (0min(a,c)1min(b,d))δ. Если же b ≤ d, то 0min(a,d)1min(b,c) = 0d1b ≤ 0c1b = 0min(a,c)1min(b,d));

2,3) inf(0a1b, 0c1k0d) = 0a1min(b,c);

2,4) inf(0a1b, 0c1k0k1d) = 0a1min(b,c);

2,5) inf(0a1b, 0c1k0k1k0d) = 0a1b;

2,6) inf(0a1b, 0c(1k0k)λ1d) = 0a1b;

2,7) inf(0a1b, 0c(1k0k)λ1k0d) = 0a1b;

2,8) inf(0a1b, 1c0d) = 0min(max(a,b),max(c,d));

2,9) inf(0a1b, 1c0k1k0d) = 0a1b;

2,10) inf(0a1b, 1c(0k1k)λ0d) = 0a1b;

3,3) inf(0a1k0b, 0c1k0d) = 0min(a,c)1k0min(b,d);

3,4) inf(0a1k0b, 0c1k0k1d) = 0min(a,c)1k0b;

3,5) inf(0a1k0b, 0c1k0k1k0d) = 0a1k0b;

3,6) inf(0a1k0b, 0c(1k0k)λ1d) = 0a1k0b;
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3,7) inf(0a1k0b, 0c(1k0k)λ1k0d) = 0a1k0b;

3,8) inf(0a1k0b, 1c0d) = 1min(b,c)0d;

3,9) inf(0a1k0b, 1c0k1k0d) = 0a1k0min(b,d);

3,10) inf(0a1k0b, 1c(0k1k)λ0d) = 0a1k0b;

4,4) inf(0a1k0k1b, 0c1k0k1d) = 0min(a,c)1k0k1min(b,d)

(здесь a ≥ b, c ≥ d. Не нарушая общности, будем считать, что a ≥ c. Максимальными общими

отрезками у 0a1k0k1b с 0c1k0k1d и двойственным 0d1k0k1c будут соответственно 0min(a,c)1k0k1min(b,d)

и 0min(a,d)1k0k1min(b,c), что после приведения дает 0c1k0k1min(b,d) и 0min(a,d)1k0k1min(b,c). Если b ≥ d,

то получаем 0c1k0k1d и 0d1k0k1min(b,c). Так как c ≥ min(b, c), то 0d1k0k1c ≥ 0d1k0k1min(b,c), так

что inf = 0min(a,c)1k0k1min(b,d). Если же b ≤ d. то получим 0c1k0k1b и 0min(a,d)1k0k1b. Так как

min(a, d) ≤ d ≤ c, то 0c1k0k1b ≥ 0min(a,d)1k0k1b, так что и здесь inf = 0min(a,c)1k0k1min(b,d));

4,5) inf(0a1k0k1b, 0c1k0k1k0d) = 0a1k0k1min(b,c);

4,6) inf(0a1k0k1b, 0c(1k0k)λ1d) = (1) 0a1k0k1min(b,c) при λ = 2, (2) 0a1k0k1b при λ > 2

(здесь a ≥ b, c ≥ d, λ ≥ 2. Пусть (1) λ = 2. Максимальными общими отрезками у 0a1k0k1b

с 0c1k0k1k0k1d и двойственным 0d1k0k1k0k1c будут соответственно 0min(a,c)1k0k1b, 0a1k0k1min(b,d) и

0min(a,d)1k0k1b, 0a1k0k1min(b,c). Заметим, что так как c ≥ d, то первый из этих отрезков больше тре-

тьего, а второй меньше четвертого. Так что для сравнения остаются первый и четвертый. Если b ≥ c,

то 0min(a,c)1k0k1b ≤ 0c1k0k1a = (0a1k0k1min(b,c))δ. Если же b ≤ c, то 0min(a,c)1k0k1b ≤ 0a1k0k1b =

= 0a1k0k1min(b,c), так что в обоих случаях четвертый отрезок больше первого, он и дает inf.

При (2) λ > 2 в составе 0c(1k0k)λ1d есть отрезок 0k1k0k1k, в который вкладывается 0a1k0k1b);

4,7) inf(0a1k0k1b, 0c(1k0k)λ1k0d) = 0a1k0k1b;

4,8) inf(0a1k0k1b, 1c0d) = 1c0d;

4,9) inf(0a1k0k1b, 1c0k1k0d) = 0a1k0d;

4,10) inf(0a1k0k1b, 0c(0k1k)λ0k1d) = 0a1k0k1b;

5,5) inf(0a1k0k1k0b, 0c1k0k1k0d) = 0min(a,c)1k0k1k0min(b,d);

5,6) inf(0a1k0k1k0b, 0c(1k0k)λ1d)= (1) 0min(a,c)1k0k1k0b при λ = 2, (2) 0a1k0k1k0b при λ ≥ 3;

5,7) inf(0a1k0k1k0b, 0c(1k0k)λ1k0d) = 0a1k0k1k0b;

5,8) inf(0a1k0k1k0b, 1c0d) = 1c0d;

5,9) (в форме 9,5) inf(1a0k1k0b, 0c1k0k1k0d) = 1min(a,d)0k1k0b

(здесь a ≤ b, c ≥ d. Максимальными общими отрезками у 1a0k1k0b c 0c1k0k1k0d и двойственным

1d0k1k0k1c будут соответственно 1a0k1k0min(b,d) и 1min(a,d)0k1k0b. Если a ≤ d, то 1a0k1k0min(b,d) ≤

≤ 1a0k1k0b = 1min(a,d)0k1k0b. Если же a ≥ d, то 1a0k1k0min(b,d) = 1a0k1k0d ≤ 1b0k1k0d =

= (1d0k1k0b)δ = (1min(a,d)0k1k0b)δ, так что и здесь inf = 1min(a,d)0k1k0b);

5,10) inf 0a1k0k1k0b, 1c(0k1k)λ0k1d) = 0a1k0k1k0b;

6,6) inf(0a(1k0k)λ1b, 0c(1k0k)µ1d)= (1) 0min(a,c)(1k0k)λ1min(b,d) при µ = λ, (2) 0a(1k0k)λ1min(b,c) при

µ = λ + 1, (3) 0a(1k0k)λ1b при µ ≥ λ + 2

(здесь λ ≤ µ, a ≥ b, c ≥ d, a ≥ c.

Если (1) µ = λ, то максимальными общими отрезками у 0a(1k0k)λ1b с 0c(1k0k)λ1d и двойственным

0d(1k0k)λ1c являются соответственно 0min(a,c)(1k0k)λ1min(b,d) и 0min(a,d)(1k0k)λ1min(b,c). При b ≥ d

получаем: 0min(a,c)(1k0k)λ1min(b,d) ≥ 0min(b,c)(1k0k)λ1d = (0min(a,d)(1k0k)λ1min(b,c))δ. При b ≤ d будет

0min(a,c)(1k0k)λ1min(b,d) ≥ 0min(a,d)(1k0k)λ1min(b,c), так что inf = 0min(a,c)(1k0k)λ1min(b,d).

Если (2) µ = λ + 1, то максимальными общими отрезками у 0a(1k0k)λ1b c 0c(1k0k)λ(1k0k)1d

будут 0min(a,c)(1k0k)λ1b и 0a(1k0k)λ1min(b,d), а с двойственным 0d(1k0k)λ1k0k1c получаются

0min(a,d)(1k0k)λ1b и 0a(1k0k)λ1min(b,c). Так как c ≥ d, то первый из этих отрезков больше третьего, а

четвертый больше второго. Так что для сравнения остаются 0min(a,c)(1k0k)λ1b и 0a(1k0k)λ1min(b,c) =

= (0min(b,c)(1k0k)λ1a)δ. Если b ≤ c, то получаем: 0min(a,c)(1k0k)λ1b ≤ 0a(1k0k)λ1b = 0a(1k0k)λ1min(b,c).

Если же b ≥ c, то будет 0min(a,c)(1k0k)λ1b ≤ 0c(1k0k)λ1a = (0a(1k0k)λ1c)δ = (0a(1k0k)λ1min(b,c))δ.

Таким образом, inf = 0a(1k0k)λ1min(b,c).

Если (3) µ ≥ λ + 2, то в составе 0c(1k0k)µ1d есть отрезок 0k(1k0k)λ1k, в который вкладывается

0a(1k0k)λ1b);

Информатика 49



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2013. Т. 13, вып. 2, ч. 2

6,7) inf(0a(1k0k)λ1b, 0c(1k0k)µ1k0d)= (1) 0a(1k0k)λ1min(b,c) при µ = λ, (2) 0a(1k0k)λ1b при µ > λ;

6,8) inf(0a(1k0k)λ1b, 1c0d) = 1c0d;

6,9) inf(0a(1k0k)λ1b, 1c0k1k0d) = 1c0k1k0d;

6,10) inf(0a(1k0k)λ1b, 1c(0k1k)µ0d) = (1) 0a(1k0k)λ−11k0d при µ = λ, (2) 0a(1k0k)λ1b при µ > λ;

7,7) inf(0a(1k0k)λ1k0b, 0c(1k0k)µ1k0d) = (1) 0min(a,c)(1k0k)λ1k0min(b,d) при µ = λ, (2) 0a(1k0k)λ1k0b

при µ > λ;

7,8) inf(0a(1k0k)λ1k0b, 1c0d) = 1c0d;

7,9) inf(0a(1k0k)λ1k0b, 1c0k1k0d) = 1c0k1k0d;

7,10) inf(0a(1k0k)λ1k0b, 1c(0k1k)µ0d) = (1) 1d(0k1k)λ0min(b,c) при µ = λ, (2) 0a(1k0k)λ0min(b,d) при

µ = λ + 1, (3) 0a(1k0k)λ1k0b при µ ≥ λ + 2

(если (1) µ = λ, то максимальными общими отрезками у 0a(1k0k)λ1k0b = 0a1k(0k1k)λ0b с

1c(0k1k)λ0d и двойственным 1d(0k1k)λ0c соответственно будут 1c(0k1k)λ0min(b,d) и 1d(0k1k)λ0min(b,c).

Так как c ≤ d, то возможны три случая: b ≤ c ≤ d, c ≤ b ≤ d, c ≤ d ≤ b. В первом случае

1c(0k1k)λ0min(b,d) ≤ 1d(0k1k)λ0b = 1d(0k1k)λ0min(b,c), во втором 1c(0k1k)λ0min(b,d) = 1c(0k1k)λ0b =

= 1min(b,c)(0k1k)λ0b ≤ 1min(b,c)(0k1k)λ0d = (1d(0k1k)λ0min(b,c))δ, в третьем 1c(0k1k)λ0min(b,d) =

= 1c(0k1k)λ0d = (1d(0k1k)λ0min(b,c))δ, так что inf = 1d(0k1k)λ0min(b,c).

Если (2) µ = λ + 1, то максимальными общими отрезками у 0a(1k0k)λ1k0b с 1c(0k1k)λ+10d =

= 1c0k(1k0k)λ1k0d и двойственным 1d(0k1k)λ+10c = 1d0k(1k0k)λ1k0c будут соответственно

0a(1k0k)λ0min(b,d) и 0a(1k0k)λ0min(b,c). Так как c ≤ d, то первый больше второго.

Если (3) µ ≥ λ + 2, то 1c(0k1k)µ0d ≥ 1c(0k1k)λ+20d = 1c0k(1k0k)λ1k0k1k0d ≥ 0a(1k0k)λ1k0b, так

что inf = 0a(1k0k)λ1k0b);

8,8) inf(1a0b, 1c0d) = 1min(a,c)0min(b,d);

8,9) inf(1a0b, 1c0k1k0d) = 1min(a,d)0b;

8, 10) inf(1a0b, 1c(0k1k)λ0d) = 1a0b;

9,9) inf(1a0k1k0b, 1c0k1k0d) = 1min(a,c)0k1k0min(b,d);

9,10) inf(1a0k1k0b, 1c(0k1k)λ0d = (1) 1min(a,d)0k1k0b при λ = 2, (2) 1a0k1k0b при λ > 2

(здесь a ≤ b, c ≤ d.

Если (1) λ = 2, то максимальными общими отрезками у 1a0k1k0b с 1c0k1k0k1k0d будут

1min(a,c)0k1k0b и 1a0k1k0min(b,d), а с двойственным 1d0k1k0k1k0c будут 1min(a,d)0k1k0b и 1a0k1k0min(b,c).

При этом первый отрезок меньше третьего, а четвертый меньше второго. Так что для сравне-

ния остаются 1a0k1k0min(b,d) и 1min(a,d)0k1k0b. При a ≤ d получаем: 1a0k1k0min(b,d) ≤ 1a0k1k0b =

= 1min(a,d)0k1k0b. Если же a ≥ d, то 1a0k1k0min(b,d) ≤ 1b0k1k0d = (1min(a,d)0k1k0b)δ. Так что

inf = 1min(a,d)0k1k0b.

Если (2) λ > 2, то в составе 1c(0k1k)λ0d имеется отрезок 0k1k0k1k0k1k, в который вкладывается

1a0k1k0b);

10,10) inf(1a(0k1k)λ0b, 1c(0k1k)µ0d) = (1) 1min(a,c)(0k1k)λ0min(b,d) при µ = λ, (2) 1min(a,d)(0k1k)λ0b

при µ = λ + 1, (3) 1a(0k1k)λ0b при µ ≥ λ + 2.

Рассмотрев все случаи, приходим к выводу, что ASubcb является нижней полурешеткой. Так как

в ней есть наибольший элемент b, то получается решетка. ¤
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Under a polygonal graph is meant an oriented graph obtained from a cycle by some orientation of its edges. The set of all abstract (i. e.

pairwise non-isomorphic) connected parts of a polygonal graph is ordered by graph embedding. Polygonal graphs are characterized

for which this ordered set is a lattice.
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СОВМЕСТНОЕ ПРИМЕНЕНИЕ ГРАФА ДЕ БРЁЙНА, ГРАФА ПЕРЕКРЫТИЙ
И МИКРОСБОРКИ ДЛЯ DE NOVO СБОРКИ ГЕНОМА
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В работе предлагается метод сборки контигов геномных последовательностей из парных чтений. Особенностью этого

метода является разбиение процесса сборки контигов на три этапа: сборка квазиконтигов из чтений, сборка контигов из

квазиконтигов и микросборка. На первом из этапов используется граф де Брёйна, на втором — граф перекрытий. Описы-

ваются результаты экспериментального исследования разработанного метода на чтениях геномов бактерии E. Coli (размер

генома — 4.5 миллиона нуклеотидов) и рыбы Maylandia zebra (размер генома — миллиард нуклеотидов). Преимущество

разработанного метода состоит в том, что для его работы требуется существенно меньше оперативной памяти по сравнению

с существующими программными средствами для сборки генома.

Ключевые слова: сборка генома, контиги, граф де Брёйна, граф перекрытий, микросборка.
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